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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 82 (1 957), Praha

STUDIE FOKALY, I

FRANTISEK SEDLAK, Praha a LADISLAV KOSMAK, Brno.
(DoSlo dne 1. biezna 1956.) DT:513.618

V dlanku se pouZiva elementérnich synthetickych method ke studiu
nékterych zékladnich vlastnosti fokaly.

1. Uvod. V minulém stoleti bylo nashromé#déno velké mno#stvi detailnich
poznatkl o vlastnostech specidlnich k¥ivek, které byly tehdy pfedmétem Zivého
zdjmu matematikil. I kdyZ se ndm tato jejich prace zdéd nékdy samotdelnou,
nebyla neuziteénd: mnohé z vysledkd, k nimZ doili, se staly pomickou nebo
i vychodiskem obecnych geometrickych tivah, nékteré naily p¥imo uplatnéni
v praxi. Pozdé&ji zdjem o tyto velmi specialni otazky ochabl tou mérou, jakou se
obracel ke stédle obecngj§im problémim, tykajicim se nikoliv uz jednotlivych
geometrickych ,,individui“, nybr zpravidla velmi rozsihlych t¥id dtvard.
Nutnym disledkem tohoto vyvojového procesu je, Ze jsou dnes jiZ pomérnd
mélo zndmy i takové star$i vysledky, které si dodnes zachovaly svou podnét-
nost, zajimavost a cenu.

Tato prace pojednavs o kiivee, bohaté pozoruhodnymi vlastnostmi, jejich#
studium vede k mejrozmanitéjiim dal$im geometrickym problémém. Prvni
préace o ni pochézeji z dvacatych let minulého stoleti od QUETELETA a Van
REESE; pozdé&ji se ji zabyvalo mnoho dalsich autori, jejichZ vysledky jsou
z velké &isti shrnuty v obséhlé ,,sbirce’ specidlnich k¥ivek, v TEIXEIROVE
knize ,,Traité des courbes spéciales remarquables planes et gauches’‘. Lite-
rarni idaje jsou obsaZeny v p¥islusné stati v ,,Encyklopaedie der mathemati-
schen Wissenschaften‘‘.

V tomto ¢ldnku ukazujeme, Ze k nékterym v&tam o fokale lze zcela p¥irozensd
dospét velmi elementarnimi prostfedky. Mimoto jsme se pokusili na nékolika
mistech doplnit zndmé vysledky. Prvni ¢4st na¥i prace obsahuje v podstaté

-diikaz ekvivalence dvou definic fokaly*).

*) Srov. tuto Steinerovu tdlohu (Ges. Werke 2, str. 487):

,»Stnd in einer Ebene zwet begrenzte Geraden AB und CD in beliebiger fester Lage gegeben,
80 besteht der Ori desjenigen Punctes, aus welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder
auch unter Winkeln, die zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Curven dritten
Grades. Beide gehen durch die vier Endpuncte der gegebenen Geraden, sowie durch thren gegen-
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2. Pojmy a definice. Je-li dana skupina &ty p¥imek, z nichz zddné tfi nepro-
chézeji tym# bodem a 4dné t¥i nejsou spolu rovnob&iné (takové skuping
budeme pro struénost ¥ikat jednoduchd), budeme priseéiky p¥imek této skupiny
nazyvat jejimi vrcholy; dvéma vreholim, které nelezi na téze piimee skupiny,
F{kédme prot&jsi. Usetky, spojujici dva vrcholy, které nejsou prot&jsi, nazveme
stranami skupiny a dvé takové tdsedky nazveme protéjsi, nelezi-li zadné tii
z jejich koncovych bodd na jedné piimce skupiny. P¥imka prochazejici dvéma
prot&js§imi vrcholy se nazyva diagondla dané skupiny. Je-li mezi p¥imkami
této skupiny nejvys jedna dvojice rovnobézek, nazveme tuto skupinu regu-
ldrni; nejsou-li Zadné dvé piimky rovnobéZné, mluvime o &yrstranu.

Je-li dan svazek kruZnic, které prochazeji dvéma rtznymi body v roving
(t. zv. elipticky svazek), nazyvaji se tyto body zdkladnimi body svazku, Gsecka,
majiei v nich krajni body, zdkladni dsekou svazku a jeji osa osou svazku.
Orientovanym svazkem kruZnic nazveme pak svazek, jehoZ kruznice jsou uspo-
fadany podle tohoto pravidla: Orientujeme osu svazku a definujeme, Ze ze
dvou rdznych kruZnic k,, k£, daného svazku je k, pfed k,, plati-li to p¥i zvolené
orientaci osy svazku o jejich stfedech. Dva orientované eliptické svazky kruz-
nic nazveme podobné, je-li kazdé kruznici jednoho svazku prifazena kruznice
druhého svazku tak, Ze pomér jejich polomért je tyz jako pomér délek pii-
sludnych zékladnich tisedek svazkl a Ze toto p¥itazeni zachovavé orientaci. Mno-
zinu 8 (redlnych) priseéika para sobé odpovidajicich kruznic dvou podobnych
eliptickych svazkil nazveme prisekem téchto svazkl; fikame také, Ze se tyto
svazky protinaji v mnoziné S nebo Ze S je jimi vytvofena.

Zcela obdobné jako u eliptickych svazku miiZeme pojmy orientace, podob-
nosti atd. zavést i pro parabolicky svazek kruZnic nebo svazek kruZnic sou-
stfednych.

3. Pomocné véty.

Véta 3.1. Necht wseéky AB, CD jsou protéjst strany jednoduché skupiny &yr
primek; pak whel, sevieny spojnicemi ohniska F libovolné kufeloselky, dotykajict
se danyjch &yF primek, s koncovyms body iseCky AB je budto stejné veliky jako
whel sevieny spojnicems ohniska s body C, D, anebo je k nému vyplikovy, tato
druhd mo#nost nastdvd jen v téchto pripadech:

1. body A, B, C, D jsou vrcholy konvexntho &yfithelnika omezeného pFimkami

Ve

dané skupiny, bod F je ohniskem elipsy a leZi wvnité &yfihelnika ABCD;

2. F' je ohnisko hyperboly a pfimky AB, CD se dotykaji kaZdd jiné vétve této
hyperboly.
seitigen Schnittpunct. Ferner haben die Curven diejenigen zwet Puncte gemein, aus welchen
berde Geraden unter rechten Winkeln erscheinen. Die zwes wubrigen gemeinschaftlichen Puncte
der Curven sind imagindr und liegen auf der unendlich entfernten Geraden. Der Satz wm-

fasst viele, theils interessante specielle Fdlle, welche unter besonderen Annahmen riicksichilich
der gegenseitigen Lage und der Grésse der beiden Geraden eintreten.
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“Dikaz této véty lze najit na pt. v [1], str. 59—60, 94, 119" - +.- -

Véta 3.2. Necht je ddna jednoduchd skupina &y¥ primek. Bod P, ]ctery ‘nent
“vrcholem dané skupiny, je ohniskem kuzeloselky dotykajici se primek této skupiny
pravé tehdy, kdyz paty kolmic vedenych z'ného k dcmym primkdm le# na kruznm
nebo na pFimece. ' :

Dikaz viz opét na p¥. [1], str. 54, 89—90,109—110. :

Mg&jme nyni jednoduchou skupinu &éty¥ pfimek; tyto pHimky omezuji ]1sty
konvexni &tyFihelnik, ktery svymi stranami hrani&i se &tyfmi oblastmi, které
‘jsou urbeny vidy pmvé tfemi -z danych cf:yi‘ ptimek. Tyto oblasti nazveme
trojstranné. '

Snadno se zjisti, Ze ex1stu11 pravé etyrl dvojice podobnych svazk kruznic
se zakladnimi tGsetkami v t¥chz dvou protéj§ich stranich dané jednoduché
skupiny a Ze tyto ¢tyfi dvojice svazkd lze rozdélit do dvou t¥id tak, Ze kazdd
‘obsahuje dvé dvojice svazkl li¥ici se jen tim; Ze svazky jedné dvojice jsou oba
orientovany opadné ne% svazky druhé dvojice a Ze s¢ tedy obé dvojice proti-
naji v téZe mnozing bodi. V daldich tivahach bude duleZité tato pomocna véta:

Vi&ta 3.3. Necht K je libovolngj orientovany svazek krutnic se zakladni vsedkou
v libovolné strané jednoduché skupimy &y¥ primek. Jestlite existuje k této strimé
prot&j&t strana, pak ze dvow orientovanych svazkt kru#nic, které maji zdkladni
dsebku v této proté&j& stramé a jsow podobné svazku K, jeden se protind se svazkem
K v mnoZing bodd majict spoletné body se vdems &yimi trojstrannymi oblastmi
omezenyms primlkami dané skupiny, zatim co prisek druheho s'uazlcu se svazkem
K nemd spoleény bod se £ddnou 2 téchto oblasti.

Toto tvrzeni lze shadno ovéfit vysetfenim jednotlivych moZnych p¥ipadi.
Vzhledem k tomu, Ze podrobny dikaz je dosti dlouhy a pii tom myslenkove
jednoduchy, p¥enechivime jej étenafi.

4. Zikladni véta o fokale.

Definice. Necht AB, CD jsou prot&jsi Usetky jednoduché skupiny &ty¥ pii- -
mek. Dva orientované eliptické svazky krusnic majici v nich zékladni tsedky
nazveme souhlasné orientovand, jestlize jejich priisek nemd spoleénych bodd
s Z4dnou trojstrannou oblasti uréenou piimkami dané skupiny. i
T Véta 4.1. Mnofina F ohnisek viech kuselosebels dotykajicich se pFimek jedno- |
duché CtveFice P je totond s prasekem dvow souhlasné oriemtovanijch podobnijch
svazkd krufnic magicich za zdkladnt uselky dvé protéj&t strany skupiny P.

Dikaz. Nejprve dokdZeme toto pomocné tvrzeni: Paty kolmic vedenic
na pFimky skupiny P z praseéiks sobé odpovidajicich kruénic svazkt, wvedenyc.
ve vété 3.1, leZt na kruinict nebo na pFimce.

Oznadme dané p¥imky p; (i = 1,2, 3,4) a-pro 4,k = 1,2, 3,4, ¢ + % necht |
Py je prisetik ptimek p;, py; déle oznadme F' prisedik sob& odpovidajicich
kruZnic.zmin&nych svazkil a necht @, jsou paty kolmic spusténych z bodu F
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na ptimky p;. Body @; lezi na p¥imce pravé tehdy, kdyZ bod F je ohniskem
paraboly dotykajici se danych p¥imek. Nelezi-li body @; na p¥imce, spojme je
uzavienou lomenou darou s vrcholy v bodech @, tak, aby se pfimky, na nichz
leZi body spojené jednou tsedkou této lomené 8ary, protinaly vidy v nékterém
krajnim bod¢ zédkladnich tsedek svazki. Z tétivovych &tyithelnikd, jejichi
vrcholy jsou: bod F, dva rtzné koncové body tseéek lomené éary spojujici -
body @; a priselik pfimek, na nichZ tyto dva body lezi, snadno vidime, Ze
uhly pii protéjsich vrcholech nasi lomené &ary jsou stejné, po p¥ipadé vypli-
kové, podle toho, zda nékteré dvé tselky lomené ¢iry maji spoleény vnit¥ni
bod & nikoliv. Body @; lezi tedy na kruZnici.

Z tohoto pomocného tvrzeni pouZitim véty 3.2 ihned plyne, Ze sobé odpovi-
dajici kruznice dvou podobnych souhlasné orientovanych svazkt se zéklad-
nimi tsedkami v prot&jich stranich jednoduché &tvefice p¥imek se protinaji
v ohniskidch kuzelosetek, které se téchto primek dotykaji. Mimoto lze lehce
dokézat, 7e pomocné tvrzeni neplati pro 74dné dalii prisediky sob& odpovi-
dajicich kruznic svazk® nesouhlasng orientovanych. Jezto viak podle véty
3.1 je ohnisko kaZdé kuZelosetky, ktera se dotyka danych &ty¥ p¥imek; prise-
&ikem dvou kruZnic, z nich% jedna prochdzi 4, B, druhd body C, D a které
maji poloméry dmérné délkam téchto usetek, je tim véta 4.1 dokizana.

Poznémky. Z véty 4.1 plyne dilezity disledek, Ze dva podobné souhlasnd
orientované svazky kruznic majici zdkladni dseéky v kterychkoliv dvou pro-
t8j8ich stranich jednoduché skupiny &tyi piimek se vidy protinaji v téZe
mnoziné F.

Ptipojime-li k mnozing F vrcholy dané skupiny, dostaneme k¥ivku, zvanou
fokdla; tento ndzev souvisi s jeji definici pomoci ohnisek kuZelosedek. Rozbor
specidlnich piipadi provedeme v druhé éasti této price, kterd bude vénovana
podrobnéjiimu studiu vlastnosti fokily.
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PesoMme

U3VYEHUE O®OKAJBHOW KPUBON, I

QPAHTUIUEK CEIJIAK (Fr. Sedlék), ITpara
u JIAIICJIAB KOCMAK (Lad. Kosmék), Bpro

(ITocrymuao B pegaxmuio 1/TIT 1956 r.)

UenTpanbHEM MOMEHTOM PaGOTH SIBISAETCSA 3IEMEHTAPHOE JOKA3ATEIILCTBO
SKBHWBAJIGHTHOCTH [BYX OIpefeeHH# (OKAIBHOH KpPHBOH; B OJHOM M3 HHX
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PoranpHAs KpHBAasA OMpeNeNAercA KaK MHOMKECTBO OKYCOB KOHHIECKHEX ce-
9YeHHH NaHHOHM CHCTEMHI, B IDYIrOM — KaK KPHBasg, BOSHEKAIOIIAS IPH DOMOIIK
OIpeNieIeHHEIX IYYKOB OKPYIKHOCTEeH (3TO TECHO CBf3aHO ¢ 3ajadedl HAHTH
BCe TOYKH IJIOCKOCTY, X3 KOTOPHIX IBa NAHHKX OTPE3Ka BHIHE IOJ TEMH K6
yraamu).

Zusammenfassung
STUDIE DER FOKALE, I

FRANTISEK SEDLAK, Praha und LADISLAV KOSMAK, Brno.
(Eingelangt 1. ITI. 1956.)

Es wird ein elementarer Beweis der Aequivalenz zweier Definitionen der
Fokale gegeben; nach der ersten wird die Fokale als der Ort der Brennpunkte
der Kegelschnitte einer Schar definiert, nach der zweiten wird sie mittels
gewisser Kreisbiischel erzeugt. Dies hingt mit der Aufgabe zusammen,
den Ort aller Punkte der Ebene zu finden, von denen aus zwei Strecken unter
gleichen Winkeln erscheinen.
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