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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 82 (1957), Praha

O DVOJICI (m,n) KONFIGURACE

 VACLAV HAVEL, Praha. ‘
(Doflo dne 12. zd¥i 1956.) DT:513.84

Jde o dvé véty, majici tizkou souvislost s vicerdzmérnfrm zobecnénim
klasické v&ty Pohlkeovy-Schwarzovy. Ptitom se navazuje na vysledky
N. A. Gracoreva, N. F. CETvERUCHINA a F. SCHURA.

Obsahem této prace jsou dvé véty, tzce spjaté s vicerozmérnym zobec-
nénim klasické véty Pohlkeovy-Schwarzovy. Nejprve je dokdzdna véta
N. A. GLacoLEvVA (viz [1], resp. [2], str. 46). Ve vété 1 je projedndno Fefeni
vicerozmérné analogie tlohy Guglerovy (viz [3], pozndmka pod darou na str..
165). Koneéng véta 2 spolu se svym disledkem predstavuje vicerozmérné
zobecnéni véty Pohlkeovy-Schwarzovy a zahrnuje v sobé klasicky vysledek
F. ScHURA (viz [6], resp. [5], str. 174—176). O nékterych k thematu se vzta-
hujicich vysledcich sovétskych geometri podivéd informaci § 4 z oddilu
,»Synthetickd geometrie® sborniku [4]. S algebraického hlediska vySetiuje
zobecnéni véty Pohlkeovy pro promitani z bodu do nadroviny Ep. STIEFEL.
ve své praci [7].

Predmétem nafich tvah bude d-rozmérny rozsifeny prostor eukleidovsky
(@ = 3). Koneénou posloupnost navzajem riaznych vlastnich bodd nazveme:
(m, n) konfiguraci, je-li m + 1 podet bodé posloupnosti a jestlie prvnich
n + 1 bodl posloupnosti je linedrné nezavislych; ptitom predpokladime, Ze:
2 =n=m=d. Odpovida-li s-tému bodu (m, n) konfigurace K, v linearni
transformaci 7' -ty bod (m, n) konfigurace K, pro kazdé : =1,2,...,m + 1,
pak budeme psiti TK, = K,. Dimensi bodového titvaru rozumime o jednotku
zmendeny maximélni podet lineirnd nezévislyjch bodd dtvaru. Tento pojem
dimense ponechame i pro sféry.

Véta Glagolevova. Ke kaZdé dvojici (3,3) konfiguraci K, K, -existuje ne—
vlastni bod S tak, Ze konfigurace K, je perspektivné polofena vzhledem ke stiedu-
perspektivity 8 s konfiguraci K, podobnou s K,.

Dikaz. Existuje pravé jedna afinita 4 daného prostoru tak, e AK, = K,.
Necht & je libovolna koule; pak A4~k je kvadrika, na niZz lze najit kruZnici
k. Pak ale téz Ak* je kruznice. Déle existuje pravé jedna podobnost P da-
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ného prostoru tak, Ze Pk* je shodnés Ak*. Tedy existuje orthogondlni trans-
formace O tak, %e je OPX = AX pro ka’?dé X e k™. Pak ale T"= OPA™ je
perspektivni afinita: Pro kaidé X ek+ jest T'(4X)= OPX = AX, takie
vSecky body kruznice Ak* jsousamodruzné vzhledem k afinité 7'; tedy rovina,
v ni% lezi Ak*, je vzhledem k afinité 7' rovinou samodruznych boda. Kon-
tigurace TK, = OP(A~'K,) = OPK, je podobni s K, Dikaz je proveden.

Poznamenejme k tomu, Ze bod S (stted perspektivni afinity 7') je zdvisly
pouze na vybéru kruZnice k*. Pak A~ je budto kulovou plochou anebo ne-
rotaénim & rotadnim elipsoidem. Je-li A~k elipsoidem, pak obsahuje dva
(ptipadné splyvajici) systémy kruZnic v#dy v rovindch navzijem rovnobéz-
nych; kazdy z obou systému vede k jedinému bodu 8, avak raznym: sy-
stémam odpovidaji rizné body S. Tedy celkem: Je-li A~% kulové plocha,
pak bod S je uréen mnohoznaén& (probih4 vsecky body nevlastni), je-li A=k
nerotaéni elipsoid, pak bod 8 je uréen dvojznalné a koneéns, je-li A~ rotaéni
elipsoid, pak bod § je urfen jednozna¢né.

Véta 1. Necht K, resp. K, jsou dvé (n, n) konfigurace, lefict v n-rozmérngch
podprostorech R,, resp. Ry, a necht C' je (d — n — I)-rozmérng nevlasini pod-
prostor. Pak oznaéme A afinitu, pro niZ K, = AK,; ddle oznadme a (n— 1)-
rozmérnou absolutni sféru, lezict v R,. Pak jsou ekvivalentni tyto dvé podminky:

(X) n-rozmérny s C disjunktni vlastné prostor X protind dtvar C.K,') v
konfiguraci K, podobné s K,; ;

(IX) pramik dtvarw C . (Aa) s (d — 1)-rozmérnou absolutni sférou obsahuje
(n — 1)-rozmérnou absolutni sféru, leZici v n-rozmérném vla,stmm podprostoru X
disjunktnim s C.

Dikaz. Necht X ]e hbovolny n-rozmeérny vlastni podprostor dls]mlktm
s 0. Pak O jakoito centrum promitani zprosttedkuje mezi podprostory R,, X
afinitu B,. Afinita B, 4 je podobnosti pravé tehdy, odpovidaji-li si v ni (n.— 1)-
rozmérné absolutni sféry podprostorti B,, X. Aviak B,A4a leZi v priniku pod-
prostoru X s dtvarem C . (4a). Z toho jiz plyne dikaz véty.

K ptedchozi vété uéinme jesté pozndmku. Jellid=m +1=n 4+ 1 =3,
pak podle véty 3 lze fefiti dlohu Guglerovu, zndmou z elementt deskriptivni
geometrie (ilohu Guglerovu Ize takto formulovat: Na dané trojboké hranolové
plose najit trojihelniky podobné s trojiihelnikem danym).

Véta 2. Necht K, je (d, d) konfigurace a necht K, je (d, n) konfigurace; oznaéme
R; podprostor, linedrné vytvotenyj pronimi n -+ 1 body konfigurace K; (i = 1, 2).
Pak lze sestrojit prdvé jedem (d — n — 1)-rozmérny mevlasini podprostor C
a afinitu Ay mezi R, a mezt libovolnym vlastnim podprostorem X  disjunktnim
s C, tak, Ze A, K, je primétem konfigurace K, z centra promitdni C.

1) Soudinem dvou bodovych dtvard oznadujeme sjednocent véech primek, ktere spo
Jjuji body jednoho ttvaru s body utvaru druhého. .
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Dikaz. Existuje pravé jedna afinita 4 mezi R, amezi R,, proniz AK, = K;,
kde K; je posloupnost prvnich # + 1 bodd konfigurace K (¢ = 1, 2). Ozna&me S;
nevlastni bod spojnice j-tého bodu konfigurace K, s j-tym bodem konfigurace
K, pro kazdé j=n +2, n+ 3,...,d + 1. Body §; linedrné vytvéiieji ne-
vlastni podprostor dimense d — n — 1, z néhoz se K, promita do konfigurace -
AK,. Je-li X libovolny vlastni podprostor dimense n, disjunktni s C, pak cen-
trum promitani C zprostfedkuje mezi podprostory E,, X afinitu B, tak, Ze
B.AK, je prumétem konfigurace K, ze stfedu promitani C. PoloZzime-li 4, =
= B,A, je tim dikaz véty dokonden.

Disledek. Afinita A, z véty 2 je podobnosti pravé tehdy, jestlize prinik
utvaru C . (4a) (a je absolutni sféra o dimensi n» — 1, leZicf v R,) s (d — 1)-
rozmérnou absolutni sférou obsahuje (n — 1)-rozmérnou absolutni sféru,
lezici v X.

Diukaz vyplyva snadno uZitim véty 1.

Poznimka (pfi korektufe 1. 6. 1957). Pokradovinim tohoto prispévku
je autorova poznamka ,,Hlavni véta paralelni axonometrie‘, podani do Caso-
pisu pro pést. matematiky. Tato pozndmka je v t&€sné souvislosti s Elankem
HerBerTa NaUMANNA ,,Uber Vektorsterne und Parallelprojektionen regu-
larer Polytope‘‘, Math. Zeitschr. 67, 1957, 75—82.

LITERATURA

[1]1 H. A. I'zazones: O6obmenne reopemsr Ilomke, Marem. ¢6. 32 (1925), 457—463.

[2] E. A. I'nasynos-H. D. Yemeepyzun: Axconomerpus, Moskva 1953.

[3] Fr. Kaderdvek - J. Klima - J. Kounovsky, Deskriptivni geometrie, I. dil, Praha 1954.
[4] Maremarura B CCCP 3a tpupnars xer, COOpHEK, Mosha¢Mningrad 1948.

[5] E. Miiller, Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, I. Band: Die linearen Abbil-
dungen (bearbeitet von E. Kruppa), Leipzig-Wien 1923.

[6] F. Schur, Uber den-Pohlke’schen S#tz, Math. :Ann. 25 (1885), 569—595.
[7] Ed. Stiefel, Zum Satz von Pohlke, Comm. Math. Helv. 10 (1938), 208 —223.

PeswomMe

O TIAPE (m, n) KOHOUT'YPAIIAN
BAIJIAB T'ABEJI (Véaclav Havel), IIpara.
(ITocrymmao B pegaxnuio. 12/IX 1956 r.)

B d-mMepHOM pacmEpEeHHOM eBKIMIOBOM OPOCTPAHCTBE OmpefelleHa (m, n)
KOHQHUIypanuad KaK IOclIeJ0BaTeIbHOCTh M - 1 pasiamdHEIX COGCTBEHHBIX
‘ToUeK, M3 KOTODHIX mepBhle 7 -+ 1 ImHelHO He3aBHcHMEHL. [loKassBalOTCA Ccile-
IyIOIHe TeOPeMH:
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Has Kaomedoii napy (3,3) komgbueypayuii K,, K, Cywecmsyem HecobcmeenHas
mourka S max, yumo kongusypayus K, pacnosoxcera nNepcnekmugHo OmHOCU-
menvHo yewmpa nepcnexmusnocmu S ¢ Kouguzypayuei K, nodobroii K,.

Teopema 1. IIycms K,; ecmb (n, n) kon@ueypayusa, aencawyas 8 n-mepHom
nodnpocmparncmee R; (i = 1, 2) u nyemv C ecmv (d — n — 1)-meproe Hecob-
cmeennoe nodnpocmparcmso. Oboswauum uepes A apgunnoe coomsemcmsue,
npu xomopom K, = AK, u dasee o6osnavum wepes a (n — 1)-mepryi abconrom-
Hyio cPepy, sencawyyro ¢ Ry, B makom cayuae n-meproe cobcmeenroe 0u3d-
ronkmmoe ¢ C nodnpocmparcmeo X nepecekaem Auneliny1 060404ky 066eKmoe
C, K, ¢ xongueypayuu K,, no-dob6moii K, mozda u moavko moeda, ecau
nepecederue AureiiHoi oboaouku o6sexmos C, Aa ¢ (d — 1)-meproii abcoarom-
nolk cpepoil codepmcum (n — 1)- meprylo abcoaomuyro cgepy, semcawyyn ¢ X.

Teopema 2. Ilycmy K, ecmy (d, d) kongueypayus v nyemv K, ecmv (d, n)
xongueypayus. Oboswanum wepes R; nodnpocmpancmeo, asuneiino 06pasosarioe
nepsumu n + 1 mouramu rongueypayuir K; (i = 1, 2). Toeda mooscro noc-
mpoumd ¢ mounogmu 00ro (d — n — 1)-meprHoe HecobCmeeHHOE NOONPOCMPaK-
cmgo C u afunnoe coomsemcmeue A, memcdy R, u awbum cobcmsenmvis,
dussronkmusm ¢ C nodnpocmparncmeom X max, umo A K, asasemes npoexyueis
xongueypayuu K, us yenmpa npoexyui C.

Caencrsme. Appunruoe coorsercTBue A, M3 TeOpeME 2 GyeT COOTBETCTBHEM
Hofo6MA TOr[a | TOJLKO TOTAA, eclIy JuHeiHas 060m09ka o6sexra C ¢ (n — 1)-
MepHO# KBajpmKoir Aa (rme ¢ — abcomoTHaA cpepa pasMepHOCTH 7 — 1, Je-
mamaa B R, mw 4 — adpdmrHOE COOTBeTCTBEE, IepeBONdIiee HepBHX n + 1
TodeK KoH(urypanmu K, B mepBHX TOueKk KoH¢urypammm K,) mepeceraercs
¢ (@ — 1)-mMepHOA aGCOMOTHOR KBaApHKOA B 0OheKTe, comep:xameM (n — 1)-
MEpHYI0 abCcoMIOTHYO cepy HOAUpPOCTpaHcTBa X.

TeopemMa 1 mpepcraBisger co0od pemeHHe MHOTOMEDHOI'O aHAJOTa 3aJauH
T'yrnepa (cm. [3], crp. 165, cHOCKa). HakoHexn, Teopema 2 BMeCTe CO CBOHM CIIB-
CTBHEM SABJIAETCA MHOroMepHEM o6oOmenmeM TeopeMsl Ilompke-IlIBapua r co-
nepxar pesyasrar O. Ilypa (cm. [6], coors. [5), crp. 174—175).

Zusammenfassung

UBER DIE PAARE DER (m, n) KONFIGURATIONEN

VACLAV HAVEL, Praha.
(Eingelangt 12. IX. 1956.)

Im d-dimensionellen ergénzten euklidischen Raume sei (m, n) Konfiguration
als eine Folge von (m + 1) verschieden eigentlichen Punkten definiert, von
denen die ersten # + 1 linear unabhéngig sind. Man beweist folgende Satze:
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Zuw jedem Paare der (3,3) Konfigurationen K, K, existiert ein solcher uneigen-
tlicher Punkt S, dass die Konfiguration K, mit einer, mit K, dhnlichen Konfi-
guration K, vom Zentrum S perspekiiv ist.

Satz 1. Sei K; eine im n-dimensionellen Unterraume R; liegende (n, n) Kon-
figuration (i = 1, 2) und C ein (d — n — 1)-dimensioneller uneigentlicher Unter-
raum. Mit A bezeichnen wir die Affinitdt, fir die K, = AK, gilt; mit a bezeichnen
wir die (n — 1)-dimensionelle absolute Sphire in R,. Der n-dimensionelle mit
C disjunkte Unterraum X schneidet die lineare Hiille von C, K, in einer, mit K,
dhnlicher Konfiguration K, gerade dann, wenn der Durschchnitt der linearen
Halle von C, Aa mit der (d — 1)-dimensionellen absoluten Sphire eine (n — 1)-
dimensionelle, in X liegende absolute Sphire enthdlt.

Satz 2. Sei K, eine (d, d)Konfiguration und K, eine (d, n)Konfiguration. Mit
R; bezeichnen wir die lineare Hulle der ersten m + 1 Punkten der Konfiguration
K, (i = 1, 2). Dann kann man gerade einen (d — n — 1)-dimensionellen uneigen-
tlichen Unterraum C und die Affinitit A, zwischen R, und einem willkirlichen
etgentlichen, mit C disjunkten Unterraum X finden, so dass A K, eine Projek-
tion von K, aus dem Zentrum C ist.

Die Folgerung. Die Affinitat 4, aus dem Satz 2 VVll’d eine Ahnlichkeit
gerade dann, wenn die lineare Hiille des Unterraumes C' mit der (n — 1)-
dimensionellen Quadrik Aa (o ist die (n — 1)-dimensionelle absolute Sphire
in R, und A4 ist die Affinitit, die die ersten n 4 1 Punkte der Konfiguration
K, in die ersten n 4 1 Punkte der Konfiguration K, iiberfilhrt) und die
(d — 1)-dimensionelle absolute Sphire eine gemeinsame (n — 1) dlmensmnelle
absolute Sphére.des Unterraumes X enthalten. :

Satz 1 ist die Losung der mehrdimensionellen Analogie der Guglerschen
Aufgabe (siehe [3], Fussnote auf S. 165). Schliesslich Satz 2 zusammen mit
seiner Folgerung ist die mehrdimensionelle Verallgemeinerung des Satzes von
Pohlke -Schwarz und enthalt ein Ergebms von F ScHUR (swhe [6] und [5]
S.174— 175)
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