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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

AKADEMIK VOJTECH JARNIK SEDESATNIKEM

VLADIMIR KNICHAL, Praha a STEFAN SCHWARZ, Bratislava.
(Doslo dne 1. ¢ervence 1957.)

Dne 22. prosince t. r. se doziva Sedesati let vynikajici deskoslovensky mate-
matik, badatel svétového jména, akademik VosrECcH JARNIR, profesor mate-
maticko-fysikalni fakulty Karlovy university.

Tato p¥ilezitost ndm ddvéd podnét k tomu, abychom se zamyslili podrob-
néji nad védeckou, uditelskou a védecko-organisa¢ni éinnosti naseho vzicného
uditele a starsfho ptitele, jehoz dilo vtisklo trvalé stopy vyvoji deskoslovenské
matematiky v poslednich 30 letech a pfispélo podstatné k dobré znamosti
Seskoslovenské matematiky v matematickém svéts. '

Sedesatka u &lovéka tak vykonného a v$estrannd &inného neni ptileZitosti
k bilanci Zivotniho dila. Jestlife se v8ak chceme podrobné&ji zabyvat jeho
dosavadni éinnosti, ¢inime tak pfedeviim také proto, abychom priblizili jeho
osobnost i jeho dilo na& mladsi matematické generaci jako Zivy vzor uSlech-
tilého tsili a cilevédomé. prace.

Prof. Jarnik se narodil dne 22. prosince 1897 v Praze jako syn univ. profesora
Jaxa UrBana JarNfkA, zndmého Geského romanisty. V roce 1915 vstoupil jako
posluchaé matematiky a fysiky na tehdejsf filosofickou fakultu Karlovy univer-
sity. Zde vyristal Jarnik pfedev8im pod vlivem zesnulého profesora KaArLa
PrTrA. Trvaly hluboky Jarnikiv zédjem o theorii &isel je do znaéné miry ovliv-
nén i tim, 7e prof. Petr pracoval rovnéz velmi Gspésné v tomto oboru. Po vzdé-
lani, kterého se mu dostalo na Karlové université, profel Jarnik ,nejvyssi
§kolou matematickych véd“ dvojim pobytem v. Gottingen (od podzimu
r. 1923 do tnora 1925 a ve Skolnim roce 1927-28), kde bylo tehdy jedno
z nejvyznadénéjsich matematickych védeckych stiedisek svéta. Jarnik zde byl
v prvé fadé Zdkem EpmuxpA LAaNDAUA (zesnulého roku 1938), jedné z nej-
vétsich postav moderni matematiky, spoluzakladatele moderni analytické
theorie ¢isel. Landau sam pak povazoval Jarnika za jednoho z nejlepSich
svych Zakid a spolupracovniki. Jarnik pres velké uispéchy v analytické theorii
¢isel nikdy nebyl péstovatelem vyhradné této nauky. Poznal zdhy nebezpeéi
uptili$néné specialisace a po celou dobu své védecké kariéry (podobné jako jeho
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uditelé Petr a také Landau) velmi intensivné se vénoval — jak jesté uvidime —
i jinym oborim vlastni matematické analysy.

Sva universitni studia ukonéil Jarnik jednak stdtnimi zkouSkami z mate-
matiky a fysiky, jednak doktoratem, pfi némz vykonal hlavni rigorosum
z matematiky a vedlejsi z theoretické fysiky a filosofie. Jako disertaéni praci
predlozil pojednani ,,0 kofenech funkci Besselovych® (v seznamu') préace 1).
Od roku 1919 do 1921 pisobil jako asistent matematiky na Vysoké skole tech-
nické v Brné u prof. J. VosTEcHA, kde mél jesté mozZnost sezndmit se s tehdej-
§im vynikajicim odbornikem v matematické analyse, s prof. M. LERCHEM.
V roce 1921 pieel jako asistent matematického seminaie na Karlovu uni-
versitu do Prahy. Tuto funkeci zastaval az do 14. b¥ezna 1929, kdy byl jme-
novan mimofddnym profesorem matematiky této university. Béhem této doby
se habilitoval (19. prosince 1925) na zakladé habilitaéni prace ,,0 m¥iZzovych
bodech v roviné* (prace 7). Od 1. éervence 1935 byl jmenovéan fddnym profe-
sorem matematiky na téze fakulté.

Od podatku své uditelské éinnosti mél Jarnik znaény vliv na své posluchade.
Byli to pfedeviim studenti s hlubokym zdjmem o matematiku, které dovedl
soustfedit kolem sebe. Velkou d&ast nafich dne$nich vysokogkolskych uéi-
teld (étyficatnika a padesatniki) lze nazvat Jarnikovymi zaky, i kdyZ mnozi
z nich ve svém pozd&jiim vy voji presunuli t8Zi§té své vlastni védecké &innosti
do riznych vzdédlenéjsich oblasti matematiky. Uditelské ¢innosti se Jarnik
vénoval a vénuje s velkou laskou. Jeho vliv na posluchade se projevuje prede-
v&im tim, Ze dovede své opravdové nadseni pro védu pienést i na né. Ti, kteii
jej slySeli pfednéset pred pétadvaceti lety a slySi jej dnes, mohou dosvédéit,
%e se svého nadgeni ani trochu nepolevil. Naopak, ziskané uéitelské a meto-
dické zkusenosti délaji z ného dnes uditele, ktery jesté pronikavéjsim zpisobem
ovliviiuje své zaky. I kdyZ, jak jiz Yefeno, &ast jeho zadku, nasich aktivnich
védeckych pracovnikd, pracuje v jinych oborech, nez jsou vlastni obory Jar-
nikovy védecké &innosti, odnesli si vSichni néco spoleéného z jeho peélivé pii-
pravenych prednégek. Toto spoleéné se nazyva v zasvécenych kruzich ,,Jarni-
kav styl“. '

Jiz v predvaleénych letech, kdy vykon uditelského povolani na vysokych
skolach se neprovadél vidy piili§ disledné, byl Jarnik uditelem neobyéejné
disciplinovanym, ktery nevynechal jediné pfednasky. Tento zdanlivé podruzny
moment — u védeckého pracovnika jeho formatu — nelze podcenovat. Vzpo-
mindme si velmi dobfe na to, jak s taktem starfiho ptitele vyhleddval vseli-
jaké nihradni terminy a jak nas — posluchade — nenasilnou formou vedl
k diukladnosti a poctivosti v préci a v povinnostech. Kratce: Jarnik délal jiz
tenkrate to, ¢emu dnes fikdvame ,,nejen uditi, ale také vychovavati®.

1) Price uvedené v seznamu v odstavei A budou v textu pro struénost oznadéeny
pouze ¢islem, bez znadky A.
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Jarnik je mimo¥ddné dobrym znalcem ruznych modernich matematickych
disciplin. Svych pronikavych tspéchtt ve védecké tvorbé dosdhl pravé spo-
jenim metod moderni matematiky s hlubokou znalosti klasické analysy.
V tomto sméru se snaZi stdle vést i své posluchade a zZiky, kterym je vidy obg-
tavym radcem. Jiz t¥i desitileti kond na fakulté fadu specidlnich prednasek
a semind¥i, v nichZ seznamuje své posluchade s nejnovéjsimi sméry soudasné
matematiky. Tyto prednafky a seminafe jsou peélivé voleny tak, aby v nich
byly zladény jeho osobni zaliby s potfebami posluchaéi. Tak na p¥. byl prvym,
kdo v tficatych letech zadal systematicky na université v Praze Sifit mezi
posluchadi znalost theorie mnoZin. Kniha akademika E. Cmcma ,,Bodové
mnoziny, kterd méla pozdéji tak ohromny vliv na celou nasi matematiku,
byla jesté v rukopise, kdyZ Jarnik seznamoval své posluchade ve specidlnich
seminé¥ich s obsahem této knihy.

Jarniktv vyklad a postup je vidy dikladné promyslen. Dovede ptistupné
vylozit i ty nejobtiZnéjsi partie. Vede pfednasky tak, aby posluchaé vidél,
k ¢emu sméfuje. Vychovavé ke kritickému a presnému mysleni.

V tézkych letech okupace vedl Jarnik s né€kolika mladiimi spolupracov-
niky vice méné pravidelné semindfe, psal informativni 8lanky, aby ani za nej-
horsich dob zcela neprestal védecky rist mlad¥ matematické generace.

Po osvobozeni stoupl jesté vice Jarnikdv vliv na nasi nejmladsi védeckou
generaci, predevsim také zasluhou jeho skvélych udebnic. Jde vlastné o vé-
decky zamé¥ené monografie, jichZ lze pouiit jako uéebnic. Je aZ s podivem,
jak si Jarnfk, ktery je v poslednich letech znaéné zaméstnan védecko-organi-
sadnimi povinnostmi, dovedl nalézti tolik dasu k napsani &ty% ob&irnych knih,
které povazujeme za chloubu na$i matematické kni#ni produlkece.

Jarnik vydal také Yadu internich skript a pozndmek pro své posluchade
a navi§tévniky semindid. '

Jako vSeobecné uzndvany pedagog byl od roku 1948 predsedou reformni
komise prirodovédecké fakulty Karlovy university. V roce 1947—48 byl déka-
nem a v roce 1948—49 prodékanem piirodovédecké fakulty Karlovy univer-
sity, v letech 1950—53 pak prorektorem Karlovy university. Viechny tyto
funkce vykondval s neviedni a p¥imo védeckou poctivosti a dikladnosti.

Jako vynikajici védecky pracovnik stal se velmi brzo ¢lenem nékdejsi
Ceské akademie véd a uméni (od roku 1934), &lenem Kralovské deské spoled-
nosti nauk (od r. 1926) a ¢lenem predsednictva Néarodni rady badatelské.
Déle je ¢lenem Polskiego Towarzystwa Matematycznego, éimz pFispiva k pro-
hloubeni védeckych stykt ¢eskoslovensko-polskych.

V roce 1950 byl Jarnik jmenovaﬁzi &lenem piipravného vyboru pro ziizeni
Ceskoslovensko-sovétského institutu a po jeho zaloZeni byl predsedou jeho
piirodovédecké sekce.
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Koncem roku 1951 se zacalo ptipravovat ustaveni Ceskoslovenské akademie
véd a Jarnik byl jmenovén &lenem vlidni komise pro jeji vybudovani. Po jejim
ustaveni dne 17. listopadu 1952 byl jmenovan mezi prvnimi fadnymi &leny —
akademiky této akademie a stal se pfedsedou jeji matematicko-fysikalni sekce.
Tuto tézkou a zodpovédnou funkei vykondval v letech 1952—55. Jarnik
nedbal osobniho pohodli a ¢asto na tkor ¢asu potfebného k vlastni védecké
¢innosti staral se nezi$tné o organisaéni zajisténi a vybudovani pracovist,
z nichz nékterd byla dosti vzdilena jeho vlastnim védeckym z4jmam. I nyni
zastava nékteré funkce v ramei Akademie. Je na pi. pfedsedou komise pro ma-
tematiku, vytvorené presidiem CSAV, kterd ma za tkol koordinovat praci
v matematice v celém staté.

Jiz od roku 1916 je Jarnik jednim z vysoce aktivnich ¢élent Jednoty desko-
slovenskych matematikii a fysik a od roku 1928 aZ do neddvné doby &lenem
jejiho vyboru. V této souvislosti je tieba zdiéraznit piedeviim, Ze v letech
1935—50 byl vedoucim redaktorem matematické &isti Casopisu pro pésto-
vdni matematiky a fysiky. N4$ Casopis, i kdy% mél dlouholetou tradici, byl
az do roku 1934 prece jenom Gasopisem spiSe nirodnim neZ mezindrodnim.
Jarnik se stal vedoucim redaktorem v &ase, kdy bylo rozhodnuto, %e Casopis
se mé pretvolit na mezindrodni dasopis. Ani tady nedostal Jarnik zrovna nej-
lehéi dkol. Ve funkei hlavniho redaktora matematické Gasti detl a ,,spravoval®
s opravdovym pochopenim pro zadinajici autory desitky prispévki a poméhal
tak zvedati nejenom tiroven Casopisu, ale i celé na$i matematické védy. Jarnik
mé nesporné nemaly podil na tom, %e se Casopis a pozd&ji (od r. 1950) Tezo-
caosayruil mamemamuueckull wcypras stal ve svétovém méfitku uzndvanym
matematickym forem.

V letech 1937—39 byl ¢lenem redakéni rady mezindrodniho éasopisu Acte

Arithmetica, vychazejiciho v Polsku, ktery se mél stati tribunou pro theorii
¢isel. Po obsazeni Polska nacistickymi okupanty vSak Casopis zanikl.
. Jarnik se ztidastnil aktivné celé Yady zahraniénich a mezinidrodnich sjezdi
a konferenci. Piednésel mnohokrate v ciziné na riznych universitach jako host.
Napsal na 100 recensi do ¢asopist: Zentralblatt fir Mathematik, M athematical
Reviews a Pegepamusnuiti scypran-mamemamuka. Kromé toho napsal Fadu
referat (asto velmi obsahlych) o novych knihdch do Casopisu pro pésto-
vani matematiky a fysiky a jinde.

Za svoje vynikajici védecké zasluhy a tvirél védeckou &innost byl v roce
1952 poctén statni cenou.

Piejdeme nyni k podrobnéjsimu hodnoceni Jarnikovy védecké Einnosti.

Presto, Ze védecka Ginnost Jarnikova je — jak uvidime — vSestranna, lze
prece vyznadit dosti pfesné ty sméry matematického badani, které v Jarni-
kovych védeckych pracich zietelné prevladaji.

Pobyt na université v Gottingen a vliv tamniho vyborného witele a védce
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svétového jména Edmunda Landaua zphsobil, Ze Jarnik podstatnou &ast své
védecké produkce vénuje tém otazkam theorie ¢isel, které souvisi velmi
zce s jinymi obory matematiky, jako na p¥. s matematickou analysou a s geo-
metrif, tomu okruhu otdzek a problémi, které se ¢asto shrnuji pod nizvem
theorie miiZzovych bodl a geometrie &isel. Zde je t¥eba trochu bliziiho vysvétleni,
nebot kazdy z téchto dvou ndzvi vyvolavd nékdy tutéZ predstavu. Kdezto
Landau v druhém dilu své zakladni monografie ,,Vorlesungen iiber Zahlen-
theorie”“ (Leipzig, 1927) na str. 183 jasné (a myslime, Ze pravem) fadi theorii
miiZovych bodid do geometrické theorie éisel, fadi mnozi matematici tuto
theorii spiSe do analytické theorie &isel. Od této partie theorie ¢éisel je nutno
odlisiti geometrii &isel, za jejihoz zakladatele se povazuje MINKOWSKI, ktery ve
svém fundamentdlnim dile ,,Geometrie der Zahlen* (Leipzig und Berlin, 1910)
zabyva se jinou problematikou, nez je uvedena v kapitole o m¥iZzovych bodech
v monografii Landauové (Landau také v této kapitole nikde Minkowského
necituje).

Pod pojmem mifzového bodu (v uzsim smyslu) piedstavujeme si v n-di-
mensiondlnim kartézském prostoru bod x = (x,, ,, ..., ®,), jehoz viechny sou-
fadnice jsou &isla celd. Zatim co do theorie m¥iZovych bodd Fadime dnes spise
price tykajici se asymptotickych odhadt poétu m¥izovych bodi, které padnou
do jistého geometrického télesa, zvétinjiciho se v daném prostoru s rostoucim
parametrem ¢ — oo, fadime do geometrie ¢isel spiSe problémy existendniho
rizu, kde jde o to, zda do daného geometrického télesa padnou miizové body,
které jsoueventudlné vjistych vzajemnych vztazich. V tomto druhém piipadélze
pak provést eventualné i dalsi déleni podle toho, zda p¥i vytdeni daného pro-
blému spife vyzdvihujeme geometricky tvar vySetfovaného télesa (pak jde
o vlastni geometrii &isel) nebo spife aritmetické nerovnosti, kterymi je dany
titvar charakterisovan, a kdy pak vlastng jde o existenci feSeni nebo o existenci
jistého (t¥eba nekoneéného) poétu Fefeni danych nerovnosti systémem celych
disel. Tuto problematiku pak asto shrnujeme do theorie diofantickych ne-
rovnosti, jejiz &asti je theorie diofantickych aproximaci, zabyvajici se apro-
ximativnim FeSenfm ,;rovnic’‘ celymi éisly. Zde pak vystupuji do popredi
otazky tykajici se ,,miry presnosti, s kterou lze danému systému rovnic
vyhovét. MiZeme hned prozradit, Ze Jarnfkovy préce zapadaji do viech téchto
obort a Ze si jimi pravem dobyl velmi destného mista na svétovém foru.

Do theorie mtiZzovych bodi, kterd podstatnou mérou pouzivd jemnych
pomicek matematické analysy, a proto se Fadi do analytické theorie &isel,
1ze zafadit téchto 28 Jarnikovych praci (islovano podle pripojeného seznamu):
7,8,9,12,16 az 22,24, 27,31 ai 34, 38,40,45,67 ai 71, B1, B2, B4.
PonévadZ pak prace, spadajici do vlastni geometrie ¢isel a do theorie dio-
fantickych aproximaci, nelze jiz tak dobie od sebe rozlifit, shrnujeme je zde
do jedné kategorie. Je to 28 praci: 26, 30, 35, 36, 37, 53, 54, 56, 58, 59, 60,
62 az 66, 72 az 78, 81, 83, 84, B 3, B 5.
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Dalsim velmi délezitym polem Jarnikovy védecké &innosti je theorie
realnych funkei, zv]asté ta Gast, kterd se zabyva studiem derivovanych
¢isel. Sem lze snad zatadit téchto 20 Jarnikovych praci: 2, 4, 5, 6, 10, 39, 41, 42,
44, 46, 47, 48, 52, 55, 57, 80, 82, C 2, D 8, D 33.

Ostatni Jarnikovy prace nelze jiz délit na kompaktnéjsi celky, nebot zapadaji
poraznu do nejrozmanitéjiich obort matematiky. '

Jednim z obort, k jehoZ rozvoji Jarnik prispél svymi pracemi nejvice, je
beze sporu theorie m¥izovych bodh. Vysvétlime nejprve struéng, o jakou
problematiku jde v tomto tseku analytické theorie ¢isel. Budiz R, n-dimensio-
nélni redlny kartézsky prostor, t. j. prostor, jehoz body x jsou uspofadané
n-tice redlnych &isel (2, z,, ..., z,) s obvyklou metrikou. Pro jednoduché ope-
race (s¢itani bodd a nasobeni bod# éislem) budeme pouzivat obvyklého oznaden,
znamého z vektorového poétu. Predstavme si ,,geometrické téleso K(t) v R,,
z4vislé na redlném kladném parametru ¢, jehoZ rozméry s rostoucim parametrem
¢t — oo rostou do nekoneéna. Jednim z kol theorie m¥izovych bodd je uréit,
asponn asymptoticky, odhad pro polet G(f) mifzovych boda leZicich v télese
K(#) pro velkd ¢. Je jasné, Ze feSeni tohoto tkolu a pouzité metody budou pod-
statné zavislé na konkretnim tvaru télesa K (). Nemélo by proto smysl zabyvat
se timto problémem v uvedené obecnosti. Uvedeme tudiZ nejprve jistou spe-
cidlni t¥idu t&les, kterd v theorii m¥fZovych bodl se vyskytuje velmi éasto.

BudiZz K konvexni a omezené geometrické téleso v R,, v némz podatek je
bodem vnitinim. Definujme bodovou funkei F(z) takto: F(0) = 0; je-liz + 0,
uréeme nejprve kladné é&islo A(z) tak, aby pro:0 =< u < A(z) bylo ux € K a pro
& > AMzx) bylo uxnon e K (K je konvexni!). Kladme pak F(z) = 1/A(x). Nézorné,
avSak trochu nepiesné Feceno, je F(z) homogenni bodové funkee (F(1.z) =
= AF(x) pro A = 0) takovi, ze F(x) = 1 piedstavuje ,,rovnici“ plochy omezu-
jici dané téleso K. Pritom vnitini body z télesa K jsou charakterisovany pod-
minkou F(z) < 1 a vnéjsi body podminkou F(z) > 1. Je-li K téleso uzaviené,
jak budeme déle pfedpokladat, 1ze charakterisovat jeho body z pravé nerov-
nosti F(zx) = 1. Je-li K(t) téleso vzniklé z K homothetickou transformaci
o stiedu v poc¢atku a o poloméru homothetie ¢ (£ > 0), jsou jeho body x ziejmé
charakterisovény nerovnosti F(z) < t. '

Z geometrického néazoru je celkem jasné, Ze v prvém piibliZeni je podet
G(t) m¥iZzovych bodid (tedy podet celodiselnych systéml (x,, @, ..., Z,) vyho-
vujicich nerovnosti F(z) < t) roven objemu V() télesa K(t). Tato véc je ryze
geometricka a mé s vlastni theorif ¢isel velmi mélo spoleéného, i kdyz uvedens
formulace (jde o feSeni nerovnosti F(x) < ¢ celymi &isly) je ¢iselné theoreticka.
Naproti tomu uvahy vedouci k vySetfeni odchylky P(f) = G(f) — V() jsou
jiz n&kdy velmi subtilni a t&7ké, z4visi velmi podstatné na ,,aritmetickych*
vlastnostech funkce F(z), definujici zakladni téleso K, a budily proto
zdjem mnoha nejpiednéjsich ¢iselnych theoretik. Ke studiu téchto

468



otazek pro rtzné specidlni funkce F(z) je tfeba' bohatych znalosti jednak
vlastni klasické thearie éisel, jednak rozmanitych metod matematické analysy,
které v tomto Useku matematiky najdou Siroké uplatnéni. Byla to pravé tato
synthesa uvah aritmetickych (kde — jak zndmo — vlastnosti vySetfovanych
objektt, na pi. &sel celych, se méni skokem) s tvahami analytickymi (kde
vlastnosti vySetfovanych objektt spojité zavisi na parametrech je uréujicich),
ktera lakala Jarnika a pfivedla ho téz vlivem jeho uditele E. Landaua k tomuto
velmi tézkému oboru. Jarnik zde navazal na prace vynikajicich svétovych
matematiki, jako jsou van der Corput, HARDY, LANDAU, LITTLEWOOD, VINO-
GRADOV, WALFISZ a j., a dospél k vysledkim, které ho Fadi jasné mezi né.
Mozno dokonce ¥ici, Ze se Jarnik poustél s Gspéchem do FeSeni mmnoha téch
nejsubtilnéjiich otdzek tohoto oboru, k jejichZ rozboru se ostatni vibec ne-
odhodlali, a dospél zde k éetnym vysledkim, které do dnesntho dne nebyly
piekonany. Je proto pravem pokladin za jednoho z nejvyznaénéjsich svéto-
vych representantd tohoto oboru.

Rozebrat dukladné Jarnikovu &innost na tomto poli, upozornit na vsechny
potize, které musel odstranit, chtél-li dospét ke kyZenym vysledkim, nelze
provést v ramei jednoho éldnku. Musime se proto omezit na jisty vybér, ktery
asponl trochu dovoli nahlédnout do slozité kuchyné, ve které tyto prace vzni-
kaly. Co se tyte podrobnéjsich rozbortt, nutno odkazat na referity obsaZené
v recensnich Gasopisech, hlavné v dasopise Zentralblatt fitr Mathematik, kde
skoro v kazdém roéniku nalezneme referaty o pracich Jarnikovych z tohoto
oboru, vyslé z pera odpovédnéjsich znalcd.

Pokud pak se tyée zevrubnéjsiho rozboru problematiky, o kterou zde bézi,
a potizi, které zde vznikaji, odkazujeme Stenafe na ¢lanek Arnolda Walfisze,
nad jiné povolaného autora a tizkého spolupracovnika naSeho jubilanta,
&lének, ktery vysel v nasem Casopisu pro péstovéni matematiky a fysiky, roé.
LIX, v r. 1929, kde v roz&iferém znéni je podan referat, ktery autor piednesl
ve VarSavé na 1. sjezdu slovanskych matematikt dne 26. za¥i 1929.

Jednim z nejstarsich pripadd vySetfovanych v theorii miiZovych bodi
je piipad, kdy zdkladnim télesem K je koule o stfedu v poddtku. V tomto
piipadé jde tedy v podstaté o asymptotické vyjadieni poétu A(y) miiZovych
bodi &ili celodiselnych Fefeni vyhovujicich nerovnosti i + 23 + ... + 22 <y
pro velkd y. Pfirozenym zobecnénim dospivdme k nerovnosti Q(z) < v, kde
Q) = Qx,, Zgy ..., Tn) = Z @22, jo kvadratickd forma positivné definitni.’

k=1 '
Objem elipsoidu @(x) = ¥ p¥i daném y je dan vzorcem

ngnym

2

Viy) =Vely) = ——F——
N 55) 1‘(—3— + 1)

kde D je diskriminant dané kvadratické formy. Jak jsme jiz d¥ive Fekli, je
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velmi nazorné a bylo dokdzano po prvé EISENSTEINEM, Ze lim A(y)/V(y) = 1

Y—>00

Kde?to funkce V(y) se méni spojité, je A(y) aritmeticks funkce po Gastech
konstantni, kterd ma na p¥. v piipadé celoliselnych a,;, diskontinuity nejvyse
v bodech celodiselnych. Je viak také celkem patrno, Ze vySetfovini odhadu
rozdilu P(y) = Po(y) = A(y) — V(y) bude jiZ tkol znainé delikitnéj’i. To se
také skuteéné ukazuje pii podrobnéjsim studiu, a proto mnoho vynikajicich
éiselnych theoretikt zamétilo sva badani praveé k této otédzce. Je pochopitelns,
Ze mnoho matematikti zkoumalo nejprve nékteré specidlni piipady, kdy koe-
ficienty a;;, dané kvadratické formy mély specidlni hodnoty (na p¥. jiz zminény
problém koule). Bylo to zpisobeno jednak tim, Ze problém ve své obecnosti
je znadné tézky a Ze se zdalo Glelnéjsim ziskat nejprve vysledky orientaéni,
jednak tim, e odhad zbytku — jak jesté uvidime — znaéné zavisi pravé na
aritmetickych vlastnostech vzdjemnych pomért koeficientt a,;. Ze i v pozd&ji
fazi vyvoje této otdzky bylo mnoho praci zaméfeno ke studiu specialnich pii-
padii, zejména malych dimensi (na pf. kruhu), bylo zplsobeno zajimavym
faktem, Ze pravé tyto pripady, které se nejvice vnucuji, jsou znacné tez&i.
Déile se ukazalo lelné zabyvat se otdzkou ,Fadu‘ rozdilu P(y) pro velkd y

nejen v tom smyslu, Ze se hledaly asymptotické vzorce platné pro vSechna ¥,
v

nybrz téz ve smyslu zkoumdni primérnych 6dchylek % f | P(u)| du nebo
v ' : 0
\/ 1 f P2(u) du, kdy odstraiiujeme vliv ,,0jedinélych® hodnot y, pro které
¥
0
aritmetickd funkce A(y) se znaéné odchyluje od sttedniho pribéhu platného
pro ,,vétsinu‘‘ hodnot y.

Jak jsme se jiz pfed chvili zminili, jednim z prvnich piipadi, pro které byl
vySetfovan podet miiZovych bodi, byl piipad koule nebo pro n = 2 piipad
kruhu. Abychom mohli snadno formulovat vysledky v tomto oboru matema-
tiky, je vyhodné pouzivat tohoto béZného oznadeni (funkce f(z) a g(z) jsou
definované pro viechna dosti velkd z, tedy pro x — co, pfi tem% ¢(x) je funkee
kladnd): f(z) = O(g(z)) znadi |f(x)] < Kg(z) pro jistou kladnou konstantu
K; f(z) = o(g(z)) znadi lim 5%')) =0 a f(z) = Q(g(z)) je logicky zapor ke vztahu
f(x) = o(g9(z)). Prvni hlubii vysledek pro kruh odvodil r. 1906 polsky matema-

tik S1ERPINSKI, ktery dokézal, Ze P(xz) = O(x}). Trvalo celych 16 let, neZ se
holandskému matematikovi van der Corputovi podatilo snizit (celkem vsak
nepatrné, pfes pouziti velmi komplikovaného matematického aparidtu) expo-
nent } v odhadu zbytkového &lenu P(z). Dalsi sniZzovani exponentu &ili zlepSo-
véni odhadu pro P(x) naradZelo ¢éim dale tim na vétsi potiZze a neni uspokojivé
rozieSeno ‘dodnes. Aby bylo vidét, kam aZ snad lze se zlepSovanim ,fidu‘
zbytku P(x) dospét, bylo Géelné pokusit se téZ o odhady zdola pro P(x). Tak

470



Hardy a Landau 1915 dokazali, ze P(z) = Q(x%). Z tohoto vysledku je vidét?),
.%e exponent } v hornim odhadu pro P(z) nelze snfZit pod ;. Vysvitd z toho
dilezZitost dolnich odhadt v této problematice. Jarnik v préci 7 ukazal, Ze dolni
odhad uvedeny Landauem plati pro daleko 8irsi kategorii obord, nez je velmi
specidlni kruh. Pro pribéh funkce P(x) dokdzal mimo jiné, Ze diference
P(x) = A(z) — V(z) méni p¥i x rostoucim do nekoneéna neustile svoje zname-
ni, p¥i ¢emZ na ,,0b&“ strany dosahuje vyse Fadu alespoi zt. Vznika proto pra-
vem otdzka, zda tato diference nejevi snad zndmky jisté periodicity. Touto
otazkou asponl pro kruh se zabyva Jarnik v praci 8. Pouziva p¥itom bohaté
a velmi uéinné asymptotickych vlastnosti Besselovych funkei. Velmi pozoru-
hodné je prace 9. Van der Corput viiml si totiz a dokézal, Ze odhad P(z) =
= O(z}), ktery pro kruh dokézal Sierpiiiski, plati pro daleko obecn&jsi kate-
gorii konvexnich obort v roving, omezenych uzavienymi kiivkami, jejichz
polomér kiivosti se zvétdujicim se oborem roste nejvyse tak rychle jako v pii-
padé kruhu. Zdédlo by se proto na prvy pohled, Ze okolnost, Ze v piipadé kruhu
lze exponent 3 v hornim odhadu sniZit (van der Corput), dé se prenést i na
piipad pravé zminénych obecnéjsich obori. Zde vi8ak Jarnik v praci 9 jasné
ukézal, Ze tomu tak neni, Ze totiz existuji konvexni obory uvedenych typu,
pro které P(z) = Q(z%). Tato skutednost vyvolala tak znadnou pozornost mezi
¢iselnymi theoretiky, Ze slavny Landau se na ni soustfeduje v ivodnim pre-
hledu k rozsahlé kapitole pojednavajici o m¥izovych bodech ve svém dnes jiz kla-
sickém trojsvazkovém dile ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie“ a charakterisuje
tuto okolnost jako okolnost, ktera vnesla Gplny chaos do badani v tomto oboru,
chaos v tom smyslu, Ze domnénky, které se zddly byt na zakladé podrobnych
rozbort piislusnych dikazi velmi plausibilni, ukazaly se nakonec falesnymi.
Na tuto okolnost upozoriiuje i sovétsky matematik J. V. LINNIK v komentafi
k praci G. F. VoronNErO: O6 ofmOl 3amaun U3 TeOPUH ACUMITOTHYECKAX QYHK-
mmii v II. dile sebranych spist Voroného.
V&imn&me si nyni bliZe p¥padu, %e dané zékladni téleso je elipsoid o osich
rovnob&inych s osami soutfadnicovymi, Ze tedy b&% o vySetfeni podtu A(y)
celodiselnych fedeni nerovnosti Q(z) < v, kde Q) = x, @ + xo23 + ... + xus

n—-1
pro «; > 0. Roku 1905 dokazal Minkowski, e P(z) = O(z *), r. 1915
Landau pak non ’
P(z) = O(* "), (1)

coz odpovid4 zmin&nému jiz odhadu Sierpifiského z r. 1906, Pokud se tyde
odhadu zdola, dokdzal Landau v r. 1924, e

n-1
Plz) = Q= *); (2)
_5) Prosime étendie za prominuti, ¥¢ nebudeme citované vysledky formulovat tGplné

exaktnd. Nedd se to provést, nemél-li by se tento éldnek rozrist do piiliSnych rozméri.
Vysledky jsou uvddény jen v hrubych obrysech pro prvou orientaci.
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v roce 1926 SzrGS zlepsil tento dolni odhad o logaritmicky faktor. Pro specidlni
piipad n = 4-dimensiondlni koule (x; = 1) obdrZel r. 1924 Landau vysledek

P(z) = O(x log x) (3)
a r. 1927 Walfisz dokonce ‘
. log
P(x) = O (x m) . (4)

Dostal se tak ,,¥ad‘, ktery je , prakticky’’ o 3 nizsf nez obecny odhad (1). P¥i-
tom bylo pouZito daleko Géinnéjsi metody hodici se vSak v podstaté jen na
tento specidlni piipad. Prosime étenéfe, aby si laskavé viiml, jaky boj zde byl
svadén o kazdy nepatrny zlomek v exponentu nebo dokonce jen o logaritmicky
faktor v p¥isluném odhadu. Tento problém byl déle sledovan pro celodiselné
koeficienty o«; velmi téinnou metodou — opirajici se o t. zv. singuldrni Fa-

du — kterou vypracovali zndmi matematici Harpy a LirtLEwoop. Tak
se podafilo Landauovi pro n = 4 dostat odhad
P(z) = O(z log? z) , (5)

ktery byl ,,po velkém boji“ KrOOSTERMANEM zostfen na (3) a WALFISZEM
na (4).

Pro celo¢iselné formy vys&i dimense davala tato metoda horni odhad

Plx) = O(* ), (6)

ktery je asymptoticky (pro n — o) stejny jako odhad (1), platny pro vdechny
uvazované formy @. Vznikala proto privem otdzka, zdali lze vibec jeité
v piipadé celoéiselnych @ sniZit Fad zbytku P(z). Vime totiz, Ze jediny znamy
dolni odhad pro P(z) platny pro véechna @, ktery pravem — vzhledem k jedno-
duchosti a prihlednosti metody dikazu — vyvolaval domnénku, Ze je defi-
nitivni, byl odhad (2), ktery stale svadél — jak dnes vime — k beznadéjnym
pokustiim sniZit aspori o néco exponent n/2 — 1 v hornich odhadech v piipadé
celoGiselnych forem. Tuto nejistotu rédzem odstranil Jarnik, kdyz v diskusi
s Landauem v r. 1925 upozornil na okolnost, kterd — presto, Ze se dala celkem
elementdrné ukdzat — unikla pozornosti pfednich matematikd zabyvajicich
se touto problematikou, Ze totiz tento horni odhad je definitivni, nebot plati

n
—-1
2

P(z) = Q(z* ) (7)

pro celoéiselné formy Q.

Yy,

Kdyi byl takto problém raciondlnich elipsoidé asponi pro vy&si dimense
(pFesnéji pro » = 5 uplné a pro n = 4 aZ na logaritmicky faktor) roziesen,
tim vice vstoupil do popfedi zdjem o ,,iracionalni“ elipsoidy, t. j. o p¥ipad,
kdy poméry koeficientt «; nejsou racionalni. V téchto pripadech vypovédéla
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velmi éinnéd Hardyho metoda takika tplné sluzbu, nebot jejim zakladem je
vySetfovani potenéni Yady
4

Z ZQ(zx,x:,n- s Tn) (8)

,,%,, ... ,Tp=—0

konvergentni v jednotkovém kruhu. Nékteré specidlni pfipady iracionalni
(oznadéme je (9)) daly se sice po velkych ttrapach zvladnout i touto metodou
(tak Walfisz v r. 1927 obdrzel pro jeden takovy specidlni piipad a pro » = 10
odhad

n

P) = oz ), (10)

ktery jasné ukizal naprosto rozdilné chovéni elipsoidti racionélnich a iracio-
ndlnich), av8ak podstatného kroku kuptedu se tim nedocililo. Walfisz —
védec nad jiné v tomto oboru povolany — sam v nahofe citovaném é&lanku
k tomu podotyks toto (citovdno doslovné): ,,Ackoliv tedy odhady (33) a (34)
(rozuméj odhady pro ptipady (9)) ptinesly jisty prahled do theorie m¥iZovych
bodt v iraciondlnich elipsoidech, bylo piece jen hned od zaéatku zfejmo, Ze
my#slenkovy pochod k nim vedouci tvofil jen jakysi orientadni prostiedek
z nedostatku lepstho. Bylo tedy nutno hodit singuldrni fadu p¥es palubu
a nalézti néco docela jiného. Myslil jsem, Ze to je§té néjakou dobu potrva.
Tim vice mé prekvapily — a jist ne mé samotného — objevy Jarnikovy.
V fadé pojednani, jejichz publikace se datuje od stfedu minulého roku (rozu-
méj rok 1928) a které originalitou, hloubkou myslenek a technickym prove-
denim se éitaji k nejpozoruhodnéj§im pracim moderniho badéni, ujal se Jarnik
s,velmi vydatnymi pomoenymi prostredky problému a obdrzel tak celou fadu
vysledkt prekvapujici pFesnosti‘“. Potud citace.

Naznadime aspoll nékolika slovy zakladni my8lenku praci Jarnikowych
z této doby. Misto potenéni Fady (8) (kde nutné musi byt @ &islo celé)
vySetiuje Jarnik fadu

Ofs) = Bg(s) = > e~ U (11)

Xy, Bauere , Ap=— 0

komplexni proménné s, konvergujici, a to absolutngé, kdy? redlna dast R(s) > 0.
[>¢] .

Tato Yada mé tvar O(s) = > ae™, kde L <X <..<A<...—>©
=1

je posloupnost vSech hodnot, kterych @(z) mizZe nabyt pro celoéiselné systémy
x, a a; znadi, kolikrdt @(x) hodnoty A; nabyvé. Je zndmo a snadno se zjisti
(o realné, v > 0, integraéni draha je pfimka rovnobézné s imaginirni osou),
ze

UFT%

1 e 1 proa>0
ds =<

278 8 T N0 |prox< 0

U-iao
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Je tedy pro dané reilné y rizné od viech A,

U+20
1 evs
— Bs) —ds = a;
27 f (5) $ igy v
U —-700

coZ pi'edstavuje'poéet celodiselnych Fefeni nerovnosti Q(z) < y, tedy vysetto-
vanou funkeci 4(y). K vySetfeni uvedeného integrilu (ktery nezdvisi na u > 0)
je udelné — jak ukazuje Jarnik — volit integraéni drdhu v blizkosti imagindrni

oy . 1 y . . ‘1
osy, presnéji Fedeno, volit u = rk Aby uréil hodnotu tohoto integralu, déli

Jarnik vhodné integra¢ni drdhu na t¥i intervaly, z nichz prost¥edni (koneény)
je rozloZen symetricky vzhledem k redlné ose. P¥i odhadu téchto tii &asti
dostaneme (zhruba feeno) pro stiedni ¢ast objem V(y) elipsoidu @, tedy hlavni
dlen v odhadu funkce A(y), zbyvajici dvé ¢asti davaji pak v podstaté zbytkovy
¢len P(y). Tyto zbyvajici integraéni drahy déli pak Jarnik dile t. zv. Fareyo-
vymi zlomky (pro dané &slo t > 0 je soustava Fareyovych zlomkd tvofena
viemi zlomky s ¢itateli a jmenovateli celodiselnymi (ve tvaru zkriceném),
pro které jmenovatel je kladny a nejvyse roven &islu ¢) na intervaly éasteéné,
v nichz provadi odhad integrédlu. P¥itom uziva transformadnich vlastnosti
thetafunkei. '

Neni mo#no zde podrobné rozebrat tuto metodu ani jeji pozd&jsi velmi
ué¢inné modifikace, neni ani mozno uvést zde v plném znéni hlavni vysledky,
ke kterym Jarnik dospél v theorii miiZovych bodl. Vybereme jen nékteré
vysledky spiSe pro ilustraci, pf¥i Semz kriteriem vybéru bude spiSe snadns
formulace nez hloubka uvedenych vysledki v rdmci celé theorie.

V préaci 18 vySetfuje Jarnik kvadratické formy tvaru

Q) = 3 xat, BGE)
kde koeficienty «; mohou byti libovolna kladnd é&isla. Dokazuje pro né tyto
vysledky:

logy) pro n> 4,

-1
Po(y) = O(y® logty) pro =n=+4.
Naproti tomu ukézal, Ze pro skoro viechna «; (‘«;} pokladame za body n-di-

mensionalnfho kartézského prostoru s obvyklou definici Lebesgueovy miry)
plati P(y) = O(yrh2
t. j. formy tvaru
Q@) = fulai + ... + @) + Pal@r + -+ 2) + -
e By 2R, - (13)

) pro kazdé ¢ > 0. Zajimavé je sledovat piipady prechodné,

474




kde f; jsou libovolna kladna &isla. Témito piipady se Jarnik v této praci rovnéz
zabyva a dospivé ,,tadové“ k definitivnim Q-vysledkim, pokud se tyde viech
forem, a k definitivnim O-vysledktim, pokud se tyde skoro vSech forem.

V préci 19 zobectiuje Jarnik vysledek Walfisztv a dokazuje, Ze pro formy

(12), kde asponl jeden z pomért —Z—i je iracionalni a kde n = 6, plati Py(y) =
1 .
=o(y* ).
V prici 22 a zejména pak v pracich 68 a 69 zabyva se Jarnik opét p¥ipadem
(13), a to nikoliv v celé jeho obecnosti, nybri pouze piipadem r = 2, zato viak
jde do velké hloubky a studuje otézku zbytku Pg(y) v zévislosti na aritmetic-

Bs

kém charakteru podilu ==, ktery zachycuje pomoci rozvoje tohoto podilu v feté-
R
zovy zlomek. Tyto prace patif mezi nejvyznaénéjsi Jarnikovy prace vibec.
Aby aspoii jakési svétlo bylo vrzeno do mezery, kterd ¢ni mezi O a Q-od-
hadem zbytku P(y) zvla&té pro mald n, studuje Jarnik v pracich 33 a 34 opét
formy tvaru (12) a vyfetfuje stfedni hodnotu zbytkového &lenu, tedy 7'(x) =

= \/ % f P2(y) dy . Dostava tyto vysledky, které byly v pracich 70, 71 jesté
0
dale zost¥eny.

T(x) = O(x'} log2z), T(z)== .Q(xi) pro =

Lo

I

T(z) = O@! logz), T(@)=Q@!) po n=3 a
T(x) = O(x?l) 3 T(x) = Q(x—;—) pro n=4.

Pro racionélni formy a pro n = 4 dostava T'(x) = Q(2™* ). Pro skoro vechny
formy (12) dostava pak tento vysledek

n-1 343n

T(x) = O * log ® - ).

A% na logaritmicky faktor a pokud se stfedni hodnoty zbytku P(y) tyde, do-
stava se tak Jarnik k odhadiam definitivnim, které ku podivu pravé pro malé n
nezavisi na aritmetickém charakteru koeficientd.

Ze vSech téchto Gvah vyplyva, Ze aspos v jistych specidlnich tiidach kva-
dratickych forem (danych na p¥. tvarem (13)) nejvyssi ,,pravy‘ fad zbytku
P(y) davaji formy racionilni, naproti tomu, Ze skord viechny formy dévaji
,»-pravy‘ tad zbytku nejniz$i. Vznikéd proto otdzka, zda existuji vhodné ,,mezi-
formy*, které by odpovidaly ptredepsanému ,pravému® ¥adu zbytku P(y).
Touto otazkou se zabyva Jarnik v praci 45, kde k dikazu existence takovych
forem pouzivd s velkym usp&chem jemnéjsi Hausdorffovy miry o jejimz
pouZiti v theorii diofantickych aproximaci promluvime pozdéji.
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Pristupme nyni k rozboru Jarnikovych praci z theorie diofantickych
aproximaci. Naznadime nejprve nékolika slovy, o jakou problematiku zde
jde, a vysvétlime nékteré pojmy, které se vyskytuji v té€chto pracich.

Prvni otédzka, kterd se v této theorii vnucuje, je otdzka po aproximaci é&isel
iracionalnich @ ¢isly racionalnimi, tedy zlomky tvaru %, kde p, g jsou ¢isla
celd, g > 0. Je jasné, Ze snahou zde bude docilit co mozné nejlepsi aproximace,

tedy co moZné nejmensiho rozdilu

0 — % \l . Takto formulované otazka nemé
oviem velky smysl, kdyZ vime, Ze kazdé ¢éislo realné lze s libovolnou presnosti

aproximovat ¢islem racionalnim. Je proto nutné si vimnout rozdilu | ® — ,z—)i

. l 9
ve vztahu k velikosti éitatele a jmenovatele (zde stadi se omezit na velikost
jmenovatele, nebof jen p¥i trochu lepsich aproximacich je velikost ditatele

P == ¢0O, tedy pii daném O piiblizné imérns velikosti jmenovatele) v pouZitém -

1

zlomku —]qg . Zkratka zddat, aby diference | ® — 2;—' byla mala a pFitom jmeno-

vatel pouZitého zlomku nebyl velky. Vzniké tim piirozend otdzka, zda lze pii
dané aproximadni funkeip(q) (kterd konverguje k nule pro ¢ — o0) celymi &isly
P, q (g > 0) vyhovét nerovnosti ‘ 0 — %l < y(q) pro libovolné vysoka ¢, pies-
néji, zda ke kazdému 4 existuje ¢ = 4 tak, Ze dand nerovnost je splnéna,
nebo — coZ je totéZ pro iracionalni @ — zda tato nerovnost mé nekonedns
mnoho celoéiselnych feSeni. P¥irozenym zobecn&nim vznikd problém soudasné

aproximace nékolika iracionalnich &isel @, 0,, ..., ©, raciondlnimi &sly i
q

(¢=1,2,...,n) o spoletném jmenovateli ¢ > 0. Pi{slu§né nerovnosti lze psit
téz ve tvaru
190; — p:| < 9v4(9) = ¢:(q)

kde ¢; muZeme nazvat aproximaéni funkci. Jde zde tedy o aproximativni
Yefeni systému linedrnich rovnic ¢@, — p; = 0 celymi ¢&isly p,, Do, -5 Pns ¢
pii danych @, Odtud pak je jen kruéek k obecné formulaci zdkladniho pro-
blému theorie linedrnich diofantickych aproximaci.

Budiz déna soustava 7 linedrnich vyrazi («; a f; jsou dand redlnd &isla)

LiEfzo‘ikl’k—ﬁi—yi (t=1,..., n) ) (14)

k=1
v proménnych 2, s, - .., T, Y15 Y, - - -, Y & nkladnych funkei @,(t) definovanych
a konvergujicich monotonné k nule pro ¢ — co. Pro jednoduchost pfedpokla-

dejme, Z%e systém rovnic L; = 0 mé jen koneény pobet celodiselnych FeSeni
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v ,y. V theorii linedrnich diofantickych a,proxn:na(n jde o to, zda existuji
celo¢iselnd Yeseni v z, y systému nerovnosti

L < @ut) (G=1,2,..,n), - (19)

‘pii ¢emz samoziejmé musime klast jesté vedlejsi podminku ve tvaru zavislosti
velikosti |2;| na ¢, na piiklad tak, Ze Zdddme, aby t. zv. vyska tohoto feSeni
X = Max |z)] (16)

k=12 ... m
neptekrodila parametr ¢, tedy aby bylo )
X<t. : (17)
Z toho vznikaji dvé zédkladni dlohy.

Ukol (A): Nalézti kriteria pro existenci nebo neexistenci feseni nerovnosti
(15) a (17) celo¢iselnymi systémy «, y pro vSechna ¢ — co.

Ukol (B): Nalézti kriteria pro existenci nebo neexistenci celoéiselnych Fe-
genf vztahl (15) a (17) pro posloupnost hodnot ¢; — co. Jinymi slovy zde Za-
déme, aby pro libovolné velkd A existovaly celotiselné systémy x, v tak, Ze
t = X = Max |a;;| = 4 a p¥itom bylo |L;| < @,(X). V tomto p¥ipadé ¥ikame,
Ze systém (14) pfipousti aproximaci {@.(f)}.

Je samoziejmé, 7e lze sestavit mnoho rozmanitych variant téchto tkold
a formulovat tkoly dalsi. Mezi ukoly (A) a (B) je oviem velmi tzky impli-
kadni vztah, ktery nebudeme v8ak zde rozebirat. Podotykime pouze, Ze za-
kladni aproximadni iiloha pro jedno nebo vice redlnych é&isel ©; tak, jak byla
pred chvili formulovina, odpovidé tdkolu (B).

Uvedme jesté tuto terminologii. Jestlize &isla 8; vyskytujici se ve vyrazech
(14) jsou vesmés rovna nule nebo — coZ je pro fefeni uvedenych tkold stejné —
jsou rovna vesmés &islim celym, nazyvame piisluSné problémy homogennimi,
jinak problémy nehomogennimi. Uvedme jesté jednu okolnost. V literatute
pojednévajici o diofantickych aproximacich byly dfive vySetfovany hlavng
tyto dva piipady: Matice koeficientd {c;;} '

‘a) mé jen jeden sloupec (m = 1); tu jde zfejmg — v piipads problému
homogenniho — o p¥ipad v dvodé naznadeny, tedy o ptipad simultdnni apro-
ximace nékolika &isel redlnych;

b) m3 jen jeden fddek (n = 1).

Dale pak velmi dasto se volivaji vSechny aproximaéni funkce <p,(t) stejné
a klademe pak ¢,(t) = ¢(t) proi=1,2,...,n.

Uvedme nejprve pro orientaci zadkladni vysledek této theone Vy]adreny
vétou Dirichlet-Kroneckerovou. Je-li systém (14) homogenni, pfipousti vidy
aproximaci

3|~

o) = (18)

=l
i

-
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Nemélo by tedy celkem smysl studovat zde aproximacdni funkce ¢(t), které
konverguji ,,pomaleji‘‘ k nule nez (18).

V ptipadé n = m = 1 plyne z Dirichlet-Kroneckerovy véty, Ze viechna
iracionalni éisla @ piipoustéji aproximaci-l/t (dokonce — HurwiTz — l/t]/B).
Tuto aproximadni funkei nelze obecné ,,zlepsit**. Pomoci theorie fetézovych
zlomkt lze vSak snadno sestrojit iraciondlni &islo @, které pripousti libovolné
predepsanou aproximaci ¢(t), avS8ak nepfipousti aproximaci v jistém smyslu
,,1epst*, t. j. pFipousti ,,pravé* aproximaci @(t). V ptipadé nm > 1 nemime
pro vySetfovani podobnych otdzek prosttedek analogicky a tak mocny, jakym

- je theorie Yetézovych zlomka. Zde 1ze viak pii vySetfovani existenénich otdzek
vyjit ze skutednosti, Ze mnozina é&isel @ (nebo mnozina bodd (@, ..., 6,)
v eukleidovském n-dimensiondlnim prostoru) pripoustéjicich aproximaéni
funkei g(t) se zvétsujici se rychlosti konvergence funkce ¢(¢) (k nule) se zmensu-
je, zachytit dale vhodnym zpésobem ,,velikost* této mnoziny a pouzit pak
téchto vysledkt k fYefeni riznych existenénich otdzek. Ostatné studium
otéazek zavislosti ,,velikosti“ uvedenych mnozin na funkei ¢(f) je samo o sobé
zajimavé i v p¥ipadé n = m = 1. Jarnik proto vénuje tomuto studiu velkou
pozornost a dociluje zde pozoruhodnych vysledka. Jisty pohled na tento
problém vrhé jiz Chindinova véta, kters iika, %e skoro viechna @ ve smyslu
Lebesgueovy theorie miry pfipoustéji, resp. nepfipoustéji danou (dosti obec-

0

nou®) aproximaci ¢(t), jestlize [¢(t) dt je divergentni, resp. konvergentni.
V ptipadé simultdnnich aproximaci plati obdobné v&ta, pouze integral [ ¢(¢) di

nahradi se integralem [¢"(t) d¢. Tak v piipadé aproximaénich funkei typu moc-
niny 1/# je toto rozhrani (pro » = 1) déno exponentem s = 1, tedy skoro
viechna @ pripoustéji aproximaci ,,pravé 1/t.

Jak je z toho vidét, je prostfedek charakterisovat ,,velikost* mnoziny po-
moci Lebesgueovy miry pro tyto déely dosti hruby, kdyZ nedocilujeme zde
odstupniovani velikosti téchto mnoZin ani pro riizné aproximadni exponenty s.
Je proto tieba nahradit jej prostfedkem jemnéjsim. To se Jarnikovi skuteéné
podafilo. Pro jemnéj&i klasifikaci mnoZin Lebesgueovy miry nulové poutzil
Jarnik miry Hausdorffovy, se kterou jsme se jiz setkali v jedné jeho prici
z theorie m¥iZovych bodi.

BudiZ dana pro # > 0 rostouci a spojitd t. zv. mé¥ici funkce i(z), pro kterou
AMz) — 0, kdyZ « — 0, a néjakd mnoZina: 4 bodu v kartézském (pro jednodu-
chost jednodimensiondlnim) prostoru. V pfipadé Hausdorffovy miry L(4; A(z))
dané mmnoziny A vzhledem k mé¥ici funkei A(x) jde v podstaté o to, Ze

v~

nemé¥ime ,,délku’ mnoziny 4 celkovou délkou intervalt ,,tésné* pokryva-
3) T. j. libovolnou funkei az na jisté podminky monotonie, které pro celkovy pohled

do této theorie nejsou podstatné, a proto je neuvadime. Rovné% v dal§im pYejdeme takové
podminky mléky.
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jicich mnozinu 4 tak, jak je tomu u miry Lebesgueovy, nybrz Ze misto délky
d kazdého intervalu vezmeme délku transformovanou méfici funkei 1, tedy i(d).
Presnéji: Pro dané ¢ > 0 definujeme L,(4; A(x)) jako infimum vSech soudti
> A(d;) vztahujicich se na viechna mo#né pokryti nejvyse spoletnym mno#-
i .

stvim otevienych intervalt o délkach d,, d,, .... Hausdorffovu miru L(4; A(z))
definujeme pak jako limitu lim L (4; A(z)). Ctena¥ si snadno modifikuje tuto

&0

definici pro prostor vicedimensiondlni. Jsou-li hodnoty méfici funkee A(x)
pro mald x podstatné vétsi nez x, mizZeme tusit, Ze piislusnd Hausdorffova
mira bude podstatné vétsi ne# mira Lebesgueova a %e mtZeme tedy event.
dostat nenulovou Hausdorffovu miru pro mnoziny o Lebesgueové mife nulové.
V praci 28 uvkazuje Jarnik, Ze v podstaté lze pro dané mnoZstvi 4 pomoci
vhodnych méficich funkef A(z) docilit rozmanité velikosti Hausdorffovy miry
mnoziny 4. Tohoto mocného prostiedku — theorie miry vibec a zvlasté
Hausdorffovy — pouZivd Jarnik k vedeni existenénich dukazt ve svych
pracich o diofantickych aproximacich velmi éasto a dociluje hlubokych vy-
sledkd. Podrobnéji najde étendi tyto myslenky rozvedeny v knize J. F. Koxs-
MA, Diophantische Approximationen (Berlin, 1936), vyslé ve zndmé sbirce
Ergebnisse der mathematischen Wissenschaft. Zde na str. 27, 48, 49, 73,
74, 75 jsou uvedeny odborn&jsi a prehlednéjsi referaty o tomto tseku
Jarnfkovy éinnosti za¢lenéné do Sirstho ramece, takZe 1épe vynikne jeji souvis-
lost s problematikou feSenou jinymi odborniky.

Uvedeme nyni hlavni Jarnikovy vysledky sem spadajici.

Tak v praci 30 vySetfuje Jarntk Hausdorffova miru mnoZiny &isel 6,
ktera pripoustéji (pfi daném s > 1) aproximaci 1/t¢, ale nepfipoustéji apro-
ximaci 1/t°+°, kde ¢ > 0. Podobn& v praci 26 klasifikuje mnoZiny redlnych
éisel @ s omezenymi posloupnostmi éasteénych jmenovateli a aplikuje tyto
vysledky na mnoziny é&isel @ patiicich k aproximaénim funkeim 1/(¢log )
(0 < s =1). V préci 35 je uréena Hausdorffova mira mnoZiny bodt (@, ©,, ...
... 0,) v n-dimensiondlnim kartézském prostoru, pripoustéjicich simultinni
aproximadéni funkei ¢(z), je-li méfici Hausdorffova funkce f(z) (¢ a f patii
do dosti Sirokych trid funkei), a to ve formé& kriteria obdobného Chinéinové
v&té nahote citované. Vyslednd véta mé pak zhruba tento tvar: Uvedena
Hausdorfova mira je 0 nebo co podle toho, zda

fil#9) e

je konvergentni nebo divergentni. V téZe préci Jarnik dale ukazuje existenci
systému &isel {0}, ktery pfipousti danou simultanni aproximaci ¢(f), nep¥i-
pousti v8ak aproximaci trochu silnéjsi, totiz @(A(f)), kde A(f) je predem dana
(dosti obecnd) funkce, pro kterou A(¢)/t — oo pro ¢ — co. Tato — jedna z nej-
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hlubsich Jarnikovych praci — umoziiuje zodpovéd&t celou *adu t&ch nejsub-
tilngjdich existenénich otdzek nahotfe uvedeného typu. K nékterym specidl-
nim z téchto otdzek vraci se Jarnik v praci 36, kde podavéa pro jejich YeSeni
ditkaz jednodussi. V praci 37 zavadiJarnik pro systém n redlnych ¢sel (0, O,, ...
.., 0,) jakysi ,aproximaéni stupen S(6,, 6,, ..., 0,) tohoto systému jako
horni mez exponentii s, pro které dany systém pripousti simultanni aproximaci
1/ts. V praci pak vySetfuje vztah (v podobé nerovnosti) mezi aproximaénim
stupném dvou disel S(0,) a S(6,) a aproximadnim stupném simultdnnim
8(6,, 0,) a ukazuje — a v tom spoéiva hlavni cena prace — jeho ostrost.

Tyto vSechny prace se vztahovaly k homogennimu tkolu (B), a to k pii-
padu a). Vnékterych pracich vysetiuje Jarnik souvislost mezi ptipadem a) a b)
u tikolu (B). Podle Dirichlet-Kroneckerovy véty vime, Ze kazdé n-fadkova a m-

m
sloupcové matice 4 = {@,,} ptipousti aproximadni funkeci ¢(¢) = 1/¢". Nékteré

matice pripoustéji aproximaci daleko lepSi. Oznadme stupném aproximace
m4o

B(A4) horni mez exponentd x, pro které A piipousti aproximaci 1/t " . Je
zajimavé studovat na piiklad souvislost mezi stupném aproximace f(A4) dané
matice 4 a stupném aproximace S(A’') matice transponované 4’'. V piipadé
jednoradkové matice 4 (n = 1) [pozor! oznadeni je trochu odchylné od ozna-
¢eni v Jarnikovych pracich] dokézal Chindin vztah

pd) = p(4d") = = 0) BA) Tt (19)

V pracich 53, 54, 56 zabyvd se Jarnik velmi subtilnf otdzkou ostrosti téchto
vztahd a Fesf ji.

V préci 59 podal Jarnik spoleénd s ErposEM na zékladé Snirelmanovy ideje
,,;hustoty soudtu posloupnosti“ novy, velmi p&€kny dikaz jedné zajimavé
Chinéinovy véty, kterd v podstaté zni takto: BudiZz m = 1 pevné, celé &islo
an = 1. Ke kazdému y > 0 existuje I" > 0 tak, Ze z netesitelnosti homogenni-
ho tkolu (B) pii aproximaéni funkei y/t™ plyne feSitelnost nehomogenniho
dkolu (A) pii aproximaéni funkei I'ft™ pifi téZe matici {@,} a libovolném
realném B,. Pouzitim privé uvedené metody podava Jarnik v praci 60 di-
kaz obdobné Chinéinovy véty, jenZe pro piipad n > 1, m = L.

Velmi pozoruhodnd je prace 62, kterd fesi podobny problém jako Chindin
(,,Ubertragungssatz*‘; viz vzorec (19)), jenZe pro tkol (A), kde#to v Chindi-
nové vzorci (19) vyskytuji se stupné aproximace § definované pomoci apro-
ximaénich funkei typu 1/t5, ale vzhledem k tdkolu (B). Kromé toho jde zde
Jarnik i po jinych strankich daleko vice do hloubky, zejména neomezuje
se na aproximadéni funkce tvaru mocniny. Pozoruhodna je také okolnost, Ze
vysledky v tomto p¥ipadé (totiz (A)) se podstatné lidi od vysledkd v ptipadé (B).
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V préaci 83 nalezl pak Jarnik zajimavé vztahy mezi stupném aproximace
piisluinym k homogennimu tkolu (A) a stupném aproximace p¥islusnym
k odpovidajicimu homogennimu dkolu (B) (p¥i téZe zakladni matici), a to
v pripadé obecném (t. j., kdy vySetfovand matice nemusi byt jednoradkové
nebo jednosloupcovs).

Nezli piejdeme k hodnoceni Jarnikovych praci, které pfimo spadaji nebo
velmi tzce souvisi s vlastni geometrii &isel, musime zavést op&t nékolik
pojmi, které ostatné se vyskytuji jiz v zakladni Minkowského vété z geometrie
&isel. Je to pojem postupnych minim. )

Budiz K geometrické, uzaviené, omezené, konvexni, podle posatku symetrické
téleso v kartézském n-dimensiondlnim prostoru R, pro které poditek je bodem
vnitfnim.

Predstavme si, Ze se readlny parametr ¢ zvétiuje od nuly do nekoneéna,
a budiz o, (1 =< s = n) prvni jeho hodnota, pro kterou existuje s linedrné ne-

r s v voy . o v X vt .
zavislych m¥izovych bodt z,, z,, ..., z, tak, Ze = eKéliz,eqKpror=1,2,...

- R , s .
.o 8. Body zy, @, ..., z, nemusi byt (a také nejsou) timto pozadavkem uréeny
jednoznalné. Z konvexity télesa a z okolnosti, Ze 0 ¢ K, plyne, Ze pro vétii
hodnoty dilataéniho parametru o (tedy pro o > g,) tim spiSe z;e oK pro
i=1,2,...,s. Cisla o0y, 0 ..., 0y nazyvame (Minkowského) postupnymi
minimy télesa K. Pro vét$i zietelnost déasto tato minima znadime obgirnéji
os(K). Ziejmé je 0, S0, = ... = 0.

Zakladni Minkowského véta z geomeﬁrie éisel pak pravi, Ze
= 0405 ... 0 w(K) = 27, (20)

kde x znaéi Lebesgueovu miru, tedy u(K) v tomto p¥ipadé objem télesa K.
Konstanty 2” a —jna obou strandch nerovnosti (20) jsou ostré. V praci 78 za-

byva se Jarnik charakterisaci p¥ipadd, kdy v (20) plati znameni rovnosti, a to
metodou ESTERMANNOVOU.

Budiz K geometrické téleso majici vlastnosti nahofe vytdéené. Definujme
k nému téleso poldrni K’ jako maximélni téleso majici tuto vlastnost: Je-li
ze K, x + 0, pak K" se celé nachdz{ v jednom z uzavienych poloprostori, ve
které polarni rovina g(z) bodu x vzhledem k jednotkové ploSe kulové (t. j. k plo-
Se kulové o sttedu v podatku a o jednotkovém poloméru) déli prostor R, (totiz
v tom poloprostoru, ve kterém lezi pocéatek). Téleso K’ uvedené vlastnosti vzdy
existuje a je urdeno jednoznaéné. M4 rovnéz vlastnosti vytdené v pfedpokladech
o K. Budtez 7; (¢ = 1, 2, ..., n) postupnd minima télesa K', tedy z; = ¢;(K’)
a kladme o; = 0,(K). MAHLER dokdzal, Ze pro ¢ = 1,2,...,7n je
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1 = 0Tppe = (nl)? (21)

4n
- ()

Dale ukézal, 7e v nékterych p¥ipadech (a téch Jarnik pravé dale pouziva)
Ize omezujici konstanty zlepsit. Této prace pouzil Jarnik k vySetteni souvislosti
aproximadnich vlastnosti piislusnych k matici 4 = {«;;} a k matici transpo-
nované A’ = {«,;}. V pracich 64 a 73 zabyva se timto problémem a ukazuje,
jak lze z nefesitelnosti homogenniho tkolu (A), resp. (B) pro matici 4 a danou
aproximaéni funkei ¢ soudit na FeSitelnost nehomogenniho tdkolu (B), resp.
(A) pro transponovanou matici 4’, libovolné koeficienty f; a jistou aproximadni
. funkei, ktera jednoduse souvisi s danou funkei ¢. Kromeé toho prace 73 obsahuje
nékteré metodicky zcela pivodni Jarnikovy metrické vysledky.

3 = u(K) p(K) = 4. (22)

V préci 76 zabyva se Jarnik dvoudimensionilnim pifpadem stiedové sy-
metrického, konvexniho oboru, omezeného kiivkou, jejiZ polomér k¥ivosti je
viude nejméné roven p > 0. VySetfuje pak postupnd minima o,, g, tohoto
oboru a udavé horni odhad pro souéin o¢,0,, ktery zdvisi na p a na poméru
0,/0s. |

Prace 72, 74, 77 zabyvaji se zobecnénim Minkowského postupnych minim
a Gvah na télesa nikoliv nutné konvexni. V definici &isel o, vystupuje pak
oviem misto s linedrné nezdvislych miZovych bodd 2,, z,, ..., , s linedrné
nezavislych rozdild miiZovych boda vy, — z,, ¥y, — Z,, ..., Y — @, kde x, € K,
y; ¢ K. Pondvad? t&leso sestavajici z bodti y — x (kde z a y probihaji body
z télesa K) nemusi byt konvexni, je zde situace trochu komplikovangjsi, nebot
lze zavésti nékolik navzajem neekvivalentnich definic postupnych minim.
Jarnik odvodil v tomto obecném piipadé nerovnost analogickou k druhé
z Minkowského nerovnosti (20), i kdyz s vétsi hodnotou konstanty vpravo.
Presnou hodnotu této konstanty uréil pozdéji a vétu jesté zobecnil vynikajici
anglicky matematik ROGERS.

Price 65, 66, 75 prenafeji nékteré zakladni véty z theorie diofantickych
aproximaci do oboru p-adickych &isel.

Doposud jsme se zabyvali Jarnikovymi pracemi z jeho nejvlastnéjsiho
oboru, totiz z theorie Gisel. Pfejdeme nyni k hodnoceni jeho ostatnich vé-
deckych publikaci.

V praci 1 zébyvé se Jarnik vzajemnou polohou a rozloZenim nulovych

bodd redlnych integralt Besselovych diferencidlnich rovnic y” -+ % + (1 —
2 —

— 22) y = 0 pro rizné ¥4dy ». Oznatéime-li B,(z), resp. B,(®) dva libovolné in-

tegraly uvedené diferencidlni rovnice ¥adu »-tého, resp. u-tého, potom pro

I<pu<vaprox, < B, jakozipro0 < u<r<iaf, <xrjefsy —Pi<opiy — X,
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Ptitom «,, resp. f; je r-ty, resp. s-ty kladny nulovy bod funkce B,(z), resp.
B .(x). Kromé& toho jsou zde dokdziny véty, které podstatné zobecnup vy-
sledky, ke kterym dospél SCHAFHEITLIN.

Prace 2 zabyva se podrobnéjiim studiem, zejména derivovanymi &isly,
znémé spojité funkce Bolzanovy, kterd v 74dném bod¥ nems derivaci. Jarnik
zde zvla§té ukazuje, Ze tato funkce v Zadném vnjitfnim bod& nemé derivaci,
ani nekonednou, déle Ze derivace zleva i zprava mohou byt pouze nekonetné
a existuji souéasné jen v bodech jisté spoéetné mnoziny.

V praci 3 uiivd Jarnik metody postupnych aproximaci na dosti obecnou
x

nelinedrni integralni rovnici @[u, gp(u)] = [¥[u, s, ¢(s)] ds, coz zahrnuje pii-
0

pad i nelinearni integralni rovnice 1. drubhu (Laresco fe8il podobnou metodou
pouze rovnici 2. druhu).

Je témétr bezprostfedné patrno, Ze mé-li funkce f(x) spojitd a koneéna
v intervalu (a, b derivaci v kazdém jeho bodg&, pak tato derivace je funkce
1. t¥idy (t. j. limita posloupnosti funkecispojitych), atedy dle Bairovy véty mno-
zina bodd, v nichZ f'(x) je spojita, je hustd v daném intervalu. Jarnik v praci 5
ukazuje, Ze predpoklad této véty o spojitosti funkce f(x) lze potladit. Zde je
nutno viude piipustit i limity nekoneéné velké, zejména tedy pripustit za bod
spojitosti i bod, v némZ hodnota funkce je nekonedna, jen kdyz je splnéna
pFisludna limitni podminka. Do jisté miry zobecnénim metody uzité v této
préci vznikla prace 10, ve které Jarnik charakterisuje funkce f(x) = f(z,, @, ...

z,) 1. tiidy Bairovy (v n nezévisle proménnych a definovanych na jisté
omezené dokonalé mnozing P) jako jisté limity (nikoliv nutné spojitych)
funkei 2% proménnych F(y, 2), ¥ = (Y1, Yas - Yn)s 2 = (2, 23, ..., 2,) Pro pii-
pad, Ze y >, 2 > X, Y = z. ‘

V préci 6 se v podstaté rozsifuje definiéni obor dané funkce f(x), definované
v dokonalé ¢asti A jistého intervalu I, na cely tento interval tak, aby v bodech
mnoziny I — A funkece f(x) méla koneénou derivaci, a dale, aby v téch bodech
mnoziny 4, ve kterych pavodni funkce vzhledem k mnoziné 4 mé derivaci,
mela derivaci, a to stejnou, i funkce roziifend. Obecnéji zabyva se ddle tato
prace tlohou, jak lze volit derivované éisla hledané rozsitené funkce ]‘( , aby
jeji existence byla zarutena.

Prace 11, 13 a 14 se zabyvaji pferovnavanim nekoneénych fad. Prvé z téchto
praci vznikla do jisté miry zobecnénim vivah vedoucich k zndmé Riemannové
vété o pierovnavani relativng konvergentnich fad. Jarnik zde z dané posloup-
nosti ¢;, ¢,,... vedouci k relativné konvergentni fadé ¢, + ¢, + ... vybira
pevnou Sasteénou posloupnost a,, a,, ... (sloZenou nikoliv nutné z nezapor-
nych elementt posloupnosti dané) a zkoums souéty ¥ad vzniklych rozmanitym
zasunutim ¥ady a, + a, + ... a fady b, + b, + ... do sebe. P¥itom {b;} je
posloupnost komplementirni k posloupnosti {,} vzhleden k dané posloup-
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nosti {¢;}. Druhd z t&chto praci zabyva se pferovnivanim nekoneénych tad
s komplexnimi ¢leny. Na rozdil od zékladni price StEINITZOVY tykajici se té-
to problematiky, vySetiuje zde Jarnik netoliko pripady konvergentniho pte-
rovnani, nybrz viechny pripady, a misto soustt prislunych fad vysfetiuje
mnoziny M(a, + @, -+ ...) hromadnych bodd &isteénych soudth téchto ¥ad.
Oznadme M(a,, @, -..) sjednoceni vSech mnoZin M (b, + b, + ...) pro vsech-
na pferovndni b, + b, + ... fady a, + @, + .... Treti z téchto praci urduje
v8echny moZné typy mnozin M(a,, ¢, ...). Ukazuje se, Ze tyto mnoziny maji
velmi jednoduchou strukturu. )

V praci 15 uvadi Jarnik elementdrni dikaz zndmé ArzeLovy véty o zaméné
operace integrovani a limitovani v piipadé Riemannovy definice integralu,
ktery sestavil pro druhé vydani Petrova Integralnfho poé¢tu. Tento dikaz md
tu prednost, %e se v ném nepouzivé ani theorie miry, ani definice Lebesgueova
integralu. VSechny pojmy a véty z theorie mnozin (a jde o pojmy a véty nejjed-
nodussiho charakteru), kterych je v dikazu pouzito, jsou zde zavedeny, resp.
odvozeny. ' , '

V préci 23 vysetiuje Jarnik spolu s K. Granpsorem, E. Laxpavem a J. F.
LirTLEW0ODEM podminky, které musi spliiovat koeficienty a, trigonometrické

fady f(x) = > a, cos nz, aby f(x) — co pro z — 0.
n=1

Pro urdeni dolnfho Riemannova integralu dané funkce neni tieba znat
jeji praib&h. Stad znat toliko t. zv. dolni souéty. V praci 25 klade si autor
_ otazku, do jaké miry urduji tyto dolni soudty funkci samu. Ukazuje se,
Ze v piripadé funkei zpolaspojitych zdola s jedné strany je v podstaté funkce
svymi dolnimi souéty uréena jednoznaéné. _

V praci 29 poddvé Jarnik jiné YeSeni problému Fefeného O. Bortvkou,
ktery uvadime v trochu popularnim a méné presném znéni. Je dano n obci,
které se maji spojit elektrickou sfti o nejmensi spoti"ebé materidlu tak, aky
uzly sité se nachézely pouze v danych obeich.

Clének 43 zabyva se podobnou problematikou jako é&lanek 29, metoda
dikazu je oviem tplné jina. Nepozaduje se zde vSak, aby vrcholy miniméalni
sité byly v danych bodech.

V pracich 4, 39, 42, 44, 46, 48, 52, 55 navazuje Jarnik na price AUERBA-
CHOVY, BANACHOVY, BESICOVITCHOVY, MAZURKIEWICZOVY, SAKSOVY 4
STEINEAUSOVY a studuje vlastnosti derivovanych ¢isel redlnych funkei, které
plati pro skoro vSechny funkce spojité nebo omezené. Pritom se divime na
funkce jako na elementy ve funkcionalnim prostoru s obvyklou definici vzda-
lenosti funkei a nazev ,,skoro vSechny‘ znamend vSechny elementy tohoto
prostoru aZz na mnozinu 1. kategorie (t. j. mnozinu, kterou lze vyjadrit jako
spodetny soucet mnozin ridkych). V ¢lanku 42 je obsirnéji rozvedena metoda
uzivand v téchto pracich, kde kromé toho je ukézino, Ze ,,skoro viechny

484




funkce spojité v intervalu (0, 1> nabyvaji maxima a minima jén jednou,
kazdé jiné své hodnoty pak nekonetnékrat. V préci 55 zobeciiuje se pojem

f@ + h) — f(@)
h

derivace v tom smyslu, Ze misto podilu se vysSetfuje podil

]ix—:}——;()—h):Jl@, kde ¢ je dani funkce definovana v okoli bodu % = 0,

pro kterou hp(h) > 0,lim ¢(h) =0. Prace 46 navazuje navysledky BANAcHOVY,
pro h=0 h=0

Dexgovovy, CHINCINOVY, SARSOVY a ZYGMUNDOVY. VySetfuji se zde vlast-

nosti aproximativnich derivaci redlnych méfitelnych funkei z(f). Pritom
aproximativni derivaci funkce z(f) nazyvame limitu

.zt — x(t)
lim ———
jestlize ¢’ probihd jistou métitelnou mnoZinu E majici bod ¢ za bod metrické
hustoty, t. zn. za bod, pro ktery plati (A =0,k =0, h + £ >0)
lim (b + k)"t ulE.(t—ht+Ek)]=1,
h,k—0
kde x znadi Lebesgueovu miru. Tento obor Jarnikovy tviréi védecké ¢innosti
by potieboval zvlastniho rozvedeni a zhodnoceni jak pro svoji rozsahlost,
tak pro vynikajici vysledky, ke kterym zde Jarnik dospél. Touto problematikou
se zabyvé i zndmy Jarnik@v dodatek k Cechovym ,, Bodovym mnoZindm”.

Clanek 41 navazuje na price BanacHOVY a YouNcovy, ve kterych jsou stu-
dovany vlastnosti mnozin bodd, ve kterych derivace spojité funkee f'(z) je co.
Jarnik zde v jistém smyslu obraci jejich vysledky, nebot (zhruba fedeno) uka-
zuje, Ze k mnoziné majici vliastnosti uvedené v onéch pracich existuji naopak
rostouci funkce spojité, pro které f(x) = oo prévé v bodech této mnozZiny.
Na tuto préci navazal ZAHORSKI, ktery tyto vysledky dovrsil.

V praci 49 vySetiuje Jarnik spolu s Landauem souvislost mezi souétem

b
™7™ g, piislusnym integrélem [e*™/) dx v piipadé, Ze jde o funkdi, jejiZ
asnsb . a
derivace f'(x) je v intervalu <{a,b) neklesajici a pro niz plati 0 < f'(z) < 3.
Van der Corput dokézal, Ze existuje absolutni konstanta C tak, Ze uvedeny
soudet a integral se vidy li8i nejvyse o C. V praci je ukazano, Ze za konstantu

e

. 1 1 1 1 iey
Ize volit hodnotu ; + - +VZ + i) Ze tuto konstantu nelze jiz obecné
snizit. Pro nékteré specidlni pifpady je uddna i niz& hodnota této konstanty.

Price 50, 51 navazuji na prdce SIERPINSKEHO, SCHREIERA a ULAMA.
Tykaji se vytvofovini funkei jistého typu (na pf. spojitych, definovanych
v intervalu <0, 1) a nabyvajicich hodnot rovnéz z intervalu {0, 1)) superposici
z jistého poétu (pokud mo#no minimélniho) funkei tolioto typu. :
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Price 57 zptesiiuje vysledek docileny M. ScamEISEROVOU (Fund. Math. 22)
a zkoumd vzdjemnou souvislost mnoZin limitnich éisel dané funkee f(P) =
=: f(x, y) pti pfiblizovéni se k jistému bodu P dané eukleidovské roviny ve dvou
riznych smérech. Jarnik ukazuje, Ze az na vyjimky v jistém smyslu nepatrné
kazdé dvé takové mnoziny maji alespori jedno limitni éislo spoleéné. Nazvéme
derivovanym ¢&fslem zprava (pozor! toto nazvoslovi nesouhlasi s obvyklym)
dané reédlné funkce F(x) definované pro viechna redlnd z v bodé z dislo d,
které 1ze napsat ve tvaru d = lim @+ ) — Flz)

’ n—sx hn i
nost {h,}, kde k, > 0, b, = 0. Obdobny nizev zavadime pro derivovani ¢isla
zleva. Pak z Jarnikovy véty na piiklad plyne, Ze v kazdém bodé = (aZ na
nejvyse spodetnou mnozinu) existuje derivované ¢&islo zprava, které je sou-
Gasné derivovanym dislem zleva.

pro vhodnou posloup-

Akademik E. Cech v &lanku ,»Topologické prostory* Casopis 66 (1937) za-
vadi obecné topologické prostory P tim, Ze kazdé mnoZiné M je piitazen uzd-
vér wM spliujici docela elementarni pfedpoklady:

up=0; MCP=>MCuM, MCNCP=uMCulN.

Neustalym tvorenim uzdvéra z uzavért piedchéazejicich mnoZin dospivéame
obecné k mnozinam Sir$§im. Existuje vSak pro dané M C P nejmensi ordindlni
&islo &, pro které uf+1M = uiM. Jarnik v praci 61 studuje. vlastnosti mnoziny
&isel &, probiha-li M vSechny &asti prostoru P.

V élanku 79 uvadi Jarnik osm rlznych, nazoru odpovidajicich definic
kruznice kiivosti dané kiivky, zkouméa jednak podminky existence kruznice
kiivosti v jednotlivych piipadech, jednak vzajemné implikace téchto definic.
Jejich diskuse mé v elementarni diferencidlni geometrii velky vyznam, nebot
v literature na]deme u riznych autorii nejrozmanitéjsi definice kruznice
kfivosti a d&tendf nedovede nékdy ihned odhadnout ekvivalenci nebo ne-
ekvivalenci téchto definic. '

V édlanku 82 fe$i Jarnik problém poloZeny J. MikusiXskim, zdali totiZ lze
nalézti dvé spojité funkee (z), y(z) v intervalu <0, ¢> tak, aby jejich konvo-

ag

luce, t. j. funkce z(o) = [#(c — ) y(7) d7 v intervalu 0 < ¢ < ¢ neméla nikde
0

derivaci. Jarnik skuteéné takovou dvojici funkei konstruuje a dokonce uka-
zuje, %e skoro vSechny (ve smyslu kategorii) dvojice spojitych funkef (z),
y(t) maji tuto vlastnost.

Vieobecnd znam4 je véta: Jestlize Wronského determinant W(f,, fs, ..., f.)
(element v k-tém F4dku a i-tém sloupei je (k — 1)-nf derivace fi ', 1 < k < =,
1 <4 < n), ktery ptisludi k funkeim f,(x), fo(x), ..., f.(%) definovanym v jistém
intervalu (e, b) mé v intervalu («, b) hodnost I < » tak, Ze jisty pevny deter-
minant I-tého ¥4du utvoteny z prvych [ ¥4dkd je rizny od nuly v (a, b), pak
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funkece f,(z), fo(®), ..., fo(x) maji’'v intervalu (a, b) stupen zavislosti n — I,
t. j. existuje » — I linedrnich kombinaci (s konstantnimi koeficienty) t&chto
funkei identicky rovnych nule tak, Ze koeficienty téchto kombinaci tvofi
matici hodnosti n — /. Jarnik v praci 85 podstatné zobeciiuje tento vysledek,
nebot ukazuje, Ze k platnosti uvedeného tvrzeni stadi pfedpoklidat, Ze deter-
minant W(f,, fs .., f.) M4 ve vSech bodech intervalu (@, ) tou? hodnost,
totiz 1.

Pokusili jsme se aspoii zhruba na téchto strankich nastinit hlavni sméry
védecké produkce naSeho jubilanta a prosime &tenafe za prominuti, Ze p¥i
obsahlosti jeho literdrni dinnosti nemiize byt tento referat ani zdaleka tplny
a dokonaly. Pokud se tyc¢e rozboru a hodnoceni ostatni publicistické, pedago-
gické a organisadn{ éinnosti Jarnikovy, zejména pokud se tyée jeho obsdhlych
monografii z diferencidlniho a integralnfho poétu a nékterych jeho.velmi do-
konalych a Gplnych kritickych studii (B. Bolzano, D 6, D 34), odkazujeme
étendie na Clanek, ktery k Sedesatinam jubilantovym vyjde v Pokrocich mate-
matiky, fysiky a astronomie, rod. 3 (1958).

Zéavérem bychom chtéli vyzvednout jesté nékolik povahovych ryst Jarni-
kovy osobnosti. ’

Akademik Jarnik je Glovékem skromnym, nékdy az p¥ili§ skromnym, ktery
vidy a za vSech okolnosti jednd s nevSednim taktem. Nikdy a nikomu neda
najevo svou védeckou pievahu. Je trpélivy, nékdy az p¥ili§ trpélivy v jednéni.
V situacich, kdy daleko mlad§f a daleko méné odborné fundovani pracovnici
ztraceji rozvahu, Jarnik zachovavd klid. Je v tom kromé& vysoké dulevni inteli-
gence a schopnosti posuzovati viechny véci se Sirokého hlediska také kus vy-
péstované osobni discipliny a sily vule, kterd neni kazdému dana. Pro tyto
vzacné vlastnosti je Jarnik nejen vSemi svymi prateli ctén a uznavan, ale také
skute¢né velmi obliben.” M4 znaény rozhled po kultute, viely vztah k hudbé
a je po nékolik desitileti pravidelnym navitévnikem prazskych koncertnich
sini. Hraje dobfe tennis, je zdatnym lyZafem, miluje p¥irodu a turistiku.

Mluvime jisté jménem celé teskoslovenské matematické obce a mnoha jeho
zahraniénich védeckych ctitelli a pratel, jestlize prejeme akademikovi Jarni-
kovi pevné zdravi a mnoho tspéchii v dalii praci k prospéchu nasi matematické
védy.

SEZNAM VEDECKYCH PRACI AKADEMIKA VOJTECHA JARNIKA

Zkratky:

Casopis. . ......... Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky do roé¢. 75, 1950—51
Casopis pro péstovéni matematiky od roé. 76, 1951 —

Yex. MaT. H. ..... YexocaoBanKuil MATEMATHYECKHUIL HyPHAT —

Czechoslovak Mathematical Journal
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Rozpravy ........ Rozpravy IIL ti. Ceské akademie v8d a uméni

Bulletin .......... Bulletininternational de I’Académie des sciences de Bohéme
Véstnik .......... Véstnik Krél. ées. spol. nauk

COOpPHUK ......... Maremarnuecknit Coopruk (MockBa)

Tpyner T6umucu. .. Tpymsl TOUIMCCKOrO MaTeMaT. HHCTUTYTA (Tﬁnmacn)
Acta Ar. ......... Acta Arithmetica (Warszawa) .

Fundam. ......... Fundamenta mathematicae (Warszawa) -

Prace -........... Prace matematyczno-fizyczne (Warszawa)

M.Z. ............ Mathematische Zeitschrift (Berlin)

M.A ..., Mathematische Annalen (Berlin)

Monatsh. ......... Monatshefte flir Mathem. und Physik (Le1pz1g und 'ern)
Tohoku .......... The Téhoku Mathematical Journal (Sendai)

Studia ........... Studia mathematica (Warszawa-Wroclaw)

A. Pavodni védecké price

Préce vyslé dvogmo (na pf. origindl v Rozpravéch-a vyta,h v Jmem Ja,zyku v Bulletmu)
jsou uvedeny pod tym &islem jako a) b) a pod. -

1. O kotenech funkef Besselovych, Rozpra.vy 29 (1920), ¢&. 28, 6 stran.
2. O funkei Bolzanové, Casopis 571 (1922), 248 — 264.
3. Poznémka k method$ postupnych approximaci, Casopis 52 (1922), 51—55.
4. O dislech derivovanych funkei jedné redlné proménné, Casopis 53 (1923), 98—101.
5. a) O derivaci funkef jedné proménné, Rozpravy 32 (1923), &. 5, 8 stran.
b) Sur la dérivée des fonctions d’une variable, Bulletin 1923, 4 strany.
6. a) O rozsiteni defini¢ntho oboru funkef Jedne proménné, pti némz ziistdvé zachovéna,
derivabilita funkce, Rozpravy 32 (1923), &. 15, 15 stran.
b) Sur I'extension du domaine de définition des fonctions d’une variable qui laisse
intacte la dérivabilité de la fonction, Bulletin 1923, 5 stran.
7. a) O m¥iZovych bodech v roving, Rozpravy 33 (1924), &. 36, 23 strany.
b) Sur les points & coordonnées entiéres dans le plan, Bulletin 1924, 12 stran.
8. a) Nékolik pozndmek o rrﬁ'liovyﬁh bodech v kruhu, Rozpr&vy 34 (1925), &. 27, 13 stran.
b) Quelques remarques sur les points & coordonnées entiéres & I'intérieur d’un cercle,
Bulletin 1925, '3 strany.
9. Ueber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven, M. Z: 24 (1925), 500—518.
10. a) O funkeich prvni t¥{dy Baireovy, Rozpravy 35 (1926), é. 2, 13 stran.
- b) Sur les fonctions de la premiére classe de Baire, Bulletin 1926, 11 stran.
11. Ueber bedingt konvergente Reihen, M. Z. 24 (1926), 715— 732.
12. Ueber die Gitterpunkte auf homothetischen Kurven, M. Z. 26 (1927), 445—459.
13. Umordnungen von bedingt konvergenten Reihen, M. Z. 28 (1928), 360—371.
14. Ueber die Umordnung unendlicher Reihen, Véstnik 1927, ¢. 8, 45 stran.
15. O integrovéni nekonednych ¥ad, Casopis 57 (1928), 103—113.
16. O mif%ovych bodech ve vicerozmérnych koulich, Casopis 57 (1928), 123—128.
17. a) O miiZovych bodech ve vicerozmérnych elipsoidech, Rozpravy 37 (1928), . 27,
19 stran.
b) Sur les points & coordonnées entiéres dans les elhpsmdes 4 plusieurs dimensions,
Bulletin 1928, 10 stran.
18. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, M. A. 100 (1928), 699—721.
19. Ueber Gitterpunkte in mehrdlmenmonalen Ellipsoiden. 2. Abhandlung, M. A. 101
(1929), 136—146.
20. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, M. Z. 27 (19‘)7) 154—160.
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31.

32.

23
o

37.
38.
39.
40.

41.

44.

45.

46.
47.
48.

49.

. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Mitteilung, M. Z. 28

(1928), 311—316.
Pozndmka. Price 18, 19 jsou zcela odli¥né od praci 20, 21 pres stejny ndzev. TotéZ

plati o jinych pracich stejného ndzvu, pokud jsou uvedeny pod rtznymi poradovymi
Gisly.

. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Tohoku 30 (1929), 354—371.
. Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen

Reihen, Annali di matematica pura ed applicata, ser. 4, sv. 6 (1928—29), 7 stran.
Spoletné s K. Grandjotem, E. Landauem a J. B. Littlewoodem.

. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, M. Z. 30 (1929), 768 —786.
. Ueber das Riemannsche Integral, Véstnik 1929, ¢é. 1, 14 stran.
. Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, Prace 36 (1928 —29),

16 stran.

. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, M. Z. 32 (1930), 152—160.

Spoletné s A. Walfiszem.

. a) Nékolik pozndmek o Hausdorffové mite, Rozpravy 40 (1930), &. 9, 8 stran.

b) Quelqgues remarques sur la mesure de M. Hausdorff, Bulletin 1930, 6 stran.

. O jistém problému miniméalnim, Prdce moravské prirodovédecké spoleénosti, sv. 6,

spis 4, 1930, 57—63.

. Diophantische Approximationen und Hausdorffsches Mass, Coopuur 36 (1929),

371—382.

Sur les points & coordonnées entiéres dans les ellipsoides & plusieurs dimensions,
Véstnik 1930, &. 6, 11 stran.

Sur une fonction arithmétique, Véstnik 1930, ¢. 7, 13 stran.

. Ueber die Mittelwertsdtze der Gitterpunktlehre, M. Z. 33 (1931), 62— 84.
34.

Ueber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre. 2. Abhandlung, M. Z. 33 (1931),
85—97. i

. Ueber die simultanen diophantischen Approximationen, M. Z. 33 (1931), 505— 543.
36.

Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen. Prace 39
(1932), 135—144.

Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Monatsh. 39 (1932). 403 —438.
Ueber die Mittelwertsidtze der Gitterpunktlehre, Véstnik 1931, ¢. 20, 17 stran.

Ueber die Differenzierbarkeit stetiger Funktionen, Fundam. 21 (1933), 48— 58.
Ueber die Mittelwertsidtze der Gitterpunktlehre. 3. Abhandlung, M. Z. 36 (1933),

581 — 617.

Ueber die Menge der Punkte, in welchen die Ableitung unendlich ist, Tohoku 37
(1933), 248—253.

. O jedné t¥idé funkei spojitych, Casopis 63 (1934), 135— 146.
43.

O minimélnich grafech, obsahujicich n danych bodt, Casopis 63 (1934), 223 —235.
Spolu s M. Kosslerem.

Sur la dérivabilité des fonctions continues, Spisy piirodov. fakulty univ. Karlovy,
¢ 129 (1934), 7 stran. :

Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden: eine Anwendung des Haus-
dorffschen Massbegriffes, M. Z. 38 (1934), 217 —256.

Sur les nombres dérivés approximatifs, Fundam: 22 (1934), 4— 16.

Ueber die stetigen Abbildungen der Strecke, Monatsh. 41 (1934), 408 —423.

Sur la dérivée approximative unilatérale, Véstnik 1934, &. 9, 10 stran. ‘
Untersuchungen iiber einen van der Corputschen Satz, M. Z. 39 (1935), 745—767.
Spole¢né s E. Landauem.
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50.

51.

54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
G8.
69.

70.

71.

1

[V V]

74.

75.

76.

717.
78.
79.
80.

Sur I'approximation des fonctions continues par les superpositions de deux fonctions,
Fundam. 24 (1935), 206 —208. Spoletné s V. Knichalem.

Sur les superpositions des fonctions continues non déeroissantes, Fundam. 25 (1935),
190—197. Spoleéné s V. Knichalem.

. Remarque sur les nombres dérivés, Fundam. 23 (1934), 1—8.
53.

a) O simultdnnich diofantickych aproximacich, Rozpravy 45 (1935), ¢. 19, 16 stran.
b) Sur les approximations diophantiques simultannées, Bulletin 1935, 8 stran.
Ueber einen Satz von A. Khintchine, Prace 43 (1935), 1—16.

Sur une propriété des fonctions continues, Casopis 65 (1936), 53— 63.

Ueber einen Satz von A. Khintchine. 2. Mitteilung, Acta Ar. 2 (1936), 1 —22.

Sur les fonctions de deux variables réelles, Fundam. 27 (1936), 147— 150.

Ueber die angeniihrte Losung der Gleichung 2,0, + ... + 2,0, + 2, = 0 in ganzen
Zahlen, Casopis 66 (1937), 192— 205.

Eine Bemerkung iiber lineare Kongruenzen, Acta Ar. 2 (1937), 214— 220.

Spoletné s P. Erdosem.

Neuer Beweis eines Khintchineschen Satzes, Casopis 67 (1938), 109—113.

Sur un probléme de M. Cech, Véstnik 1938, &. 6, 7 stran.

Zum Khintchineschen ,,Uebertragungssatz‘, Tpyxst T6umucu, 3 (1938), 193 —216.
Sur les solutions approchées de 'équation ¢,0, + 2,0, + x, = 0 en nombres entiers
Ty, @y, T, Vestnik 1938, &. 7, 26 stran.

Sur un théoréme de M. Mahler, Casopis 68 (1939), 59— 60.

Remarques & I'article précédent de M. Mahler, Casopis 68 (1939), 103—111.

Ueber einen p-adischen Uebertragungssatz, Monatsh. 48 (1939), 277— 287.

Eine Bemerkung zur Gitterpunktlehre, Casopis 69 (1940), 57— 60.

Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide x;(u2 + ... + u%l) + ocg(ugl_}_l +oFud) S
Véstnik 1940, &. 3, 63 stran.

Ueber die Mittelwertsatze der Gltterpunktlehre 5. Abhandlung, Casopis 69 (1940),
148 —174.

Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide x,(u? + ... + uil) + 0‘2(%‘;‘;1 +oo+ul) Sa.
Zweite Abhandlung, Casopis 70 (1940), 1—33.

Véty o sttedni hodnoté z teorie m¥fZovych bodu. 6. pojednani, Casopis 70 (1941),
89—103.

. Dvé poznamky ke geometrii ¢isel, Véstnik 1941, ¢&. 24, 12 stran.
. a) O linedrnich nehomogennich diofantickych aproxunacmh, Rozpravy 51 (1941),

¢, 29, 21 stran.

b) Sur les approximations diophantiques linéaires non homogénes, Bulletin 1946,
16 stran.

a) K hlavni vété geometrie ¢isel. Rozpravy 63 (1943), &. 43, 15 stran. Spoleéné s V.
Kmnichalem.

b) Sur le théoréme de Minkowski dans la geometrle des nombres, Bulletin 1946,
15 stran. Spoleéné s V. Knichalem.

Sur les approximations diophantiques des nombres p-adiques, Revista de Ciencias,
Lima, 47 (1945), 489—505.

On the main theorem of the Minkowski geometry of numbers, Casopis 73 (1948),
1-8.

On the successive minima of arbitrary sets, Casopis 73 (1948), 9—15.

On Estermanni’s proof of a theorem of Minkowski, Casopis 73 (1949), 131 — 140.

O kruZniei ktivosti, C‘&sopis 73 (1949), D 37—D 51.

Sur la symétrie des nombres dérivés approximatifs, Annales de la société polonaise
de mathématique, Krakéw, 21 (1948), 214 —218.

490



81.

82.
83.

84.
85.
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Une remarque sur les approximations diophantiennes lindaires, Acta scientiarum
mathematicarum, Szeged, 12 (1950), 82— 86.

Sur le produit de composition de deux fonctions continues, Studia 12 (1951), 58 —64.
K Teopum OpHOPORHHLIX JMHeHHBIX JIuOPaAHTOBHIX NpubamRenuft, Uex. mar. k. 79
(1954), 330—353.

H meTpuueckoit Teopuu nenauix apobeit, Yex. mar. »x. 79 (1954), 318-—329.

Linedrn{ zévislost funkef jedné proménné, Casopis 80 (1955), 32— 43.

B. Kongresové referdty

. Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, Sprawozdanie z I. kongresu mate-

matykéw krajéw stowianiskich, Warszawa 1929, 244 —245.

. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Verhandlungen des Internat.

Mathematikerkongresses, Zurich 1932, sv. II, 24— 25.

. Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Comptes rendus du Congrés in-

ternational des mathématiciens, Oslo 1936, sv. II, 11.
Sur quelques points de la théorie géométrique des nombres, Zpravy o 2. sjezdu mate-
matikt zemi slovanskych, Praha 1934 (té2 Casopis 64 (1934 — 35)), 26 —48.

. Ueber lincare diophantische Approximationen, Bericht tiber die Mathematikertagung

in Berlin 14.—18. 1. 1953, 189—192.

C. KniZni publikace

. Uvod do theorie mno#stvi, Dodatek do K. Petra Integralniho po&tu, 2. vyd., JCMF,

Praha 1931, 655—725.

. O derivovanych &islech funkef jedné proménné, Dodatek do knihy E. Cecha, Bodove

mnoziny, JCMF, Praha 1936, 245— 265.

. Uvod do integralniho pottu vydala JCMF ve sbirce I&ruh sv. 12, 1938, stran 168.
. Uvod do pottu diferencidglniho, 1. vyd., JCMF, Knihovna spisti materatickych a fysi-

kdlnich, sv. 22, 1946, stran 448.

. Uvod do poetu integralniho, 1. vyd., JCMF, Knihovna spistt matematickych a fysi-

kalnich, sv. 22, 1948, stran 324.

. Uvod do poétu diferencidiniho, 2. vyd., Pi{rodovédecké vydavatelstvi, 1951.
. Uvod do poétu diferencidlniho, 3. vyd., NCSAV, 1953, stran 449.
. Diferencidlni poéet, Pokra¢ovéani Uvodu do poétu diferencidlniho, 1. vyd., NUSAV,

1953, stran 595.

. Uvod do poétu integrélniho, 2. vyd., NCSAV, 1954, stran 295.
. Integralni pocet IT, 1. vyd., NCUSAV, 1955, stran 760.

11.
12.
13.

Diferencidlni pocet I, 4. vyd., NCSAV, 1955, stran 451.
Integralni podet I, 3. vyd., NUSAV, 1956, stran 299.
Diferencidlni pocet 11, 2. vyd., NCSAV, 1956, stran 609.

D. Studie referativni a kritické

. Recense: G. H. Hardy and M. Riesz, The General Theory of Dirichlet's Series, Caso-

pis 51 (1922), 339— 340.

. Felix Klein T, Casopis 55 (1925), 105— 108. _
. Recense: G. Valiron, Fonctions entiéres et fonctions méromorphes d'une variable-

P. Lévy, Analyse fonctionnelle, Casopis 55 (1926), 191.

. Recense: E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie I—1II, C‘asopis a7 (1927),

62— 63.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

18.

19.
20.

31.
32.
33.

34.

35.

. Mengerova teorie dimensi, Casopis 58 (1929), 367— 374.
. Bolzanova ,,Functionenlehre®, Casopis 60 (1931), 240—262.
. Recense: Pozpnamky k &lénku prof. Fr. Rédla: Odpovéd k recensi prof. Petra, Caso-

pis 61 (1932), 211— 223.

. Recense: Jesté k ,,Uéebnici‘‘ prof. Fr. Rédla, C‘asopis 62 (1932), 68— 74.
. Recense: W. Sierpifiski, Wstep do teorji funkeji zmiennej rzeczywistej, Casopis

63 (1933), 53.

Novy matematicky éasopis (Compositio mathematica), Casopis 63 (1934), 312—313.
Recense: Tti knihy o funkeich skoroperiodickych. 4. S. Besicovitch, Almost periodic
functions - H. Bohr, Fastperiodische Funktionen - J. Favard, Lecons sur les fonctions
presquepériodiques, Casopis 64 (1935), D 89— 91.

Recense: E. Landau, Grundlagen der Analysis — E. Landau, Einfithrung in die
Differentialrechnung und Integralrechnung, Casopis 64 (1935), D 91 —92.

Novy matematicky &asopis (Acta arithmetica), Casopis 64 (1935), D 122—123.
Recense: 4. Zygmund, Trigonometrical series — S. Kaczmarz a H. Steinhaus, Theorie
der Orthogonalreihen, Casopis 65 (1936), D 117— 122.

Recense: E. C. Titchmarsch, The Zeta-Funktion of Riemann — A. E. Ingham, The
Distribution of Prime Numbers, Casopis 67 (1937), D 54— 56.

. Bdmund Landaut, Casopis 67 (1938), D 215— 216.
. Recense: E. Landau, Uber einige neuere Fortschritte der additiven Zahlentheorie —

J. M. Vinogradov, Novyj metod v analitieskoj teorii ¢tisel, Casopis 67 (1938),
D 303—306.

Recense: S. Saks, Theory of the Integral, Casopis 68 (1939), D 111—113.

Névod ke studiu analysy pro za¢dteéniky, Casopis 70 (1941), D 109—116.

Recense: 0. Haupt, G. Aumann, Differential- und Integralrechnung, Casopis 70
(1941), D 224227,

. Recense: 4. J. Chinéin, Tt perly theorie #isel, Casopis 74 (1949), D 87—88.

. Recense: I. M. Vinogradov, Uvod do theorie &isel, Casopis 74 (1949), D 88—89.

. Novy dukaz vty o rozddleni prvoéisel, Casopis 74 (1949), D 51— 54.

. Recense: C. L. Siegel, Transcendental Numbers, Casopis 75 (1950), D 436 — 440.

. Recense: T¥i sovétské knihy o analytickd theorii ¢isel, Casopis 76 (1951), 35— 65.

. Pied ustavenim Ceskoslovenské akademie véd, Casopis 77 (1952), 205—207.

. Pted ustavenim Ceskoslovenské akademie v&d, Casopis Ustiedniho tistavu astrono-

mického 2 (1952), 1.

. Recense: A. Apfelbeck, Ptispévek k Chin¢inovu principu pienosu, Casopis 77 (1952), 93.
. Recense: J. Kurzweil, Piispévek k metrické theorii diofantickych aproximaeci,

Casopis 77 (1952), 94.

. Recense: Z. Zuhorski, O kiivkéch, jejichZ teéna nabyvéd na kaZdém oblouku vsech

smérii, Casopis 77 (1952), 94—95.

Recense: A. J. Chinéin, Retézové zlomky, Casopis 78 (1953), 113—116.

Védecks prace M. Kosslera, Casopis 80 (1955), 106—115.

a) Deset let matematiky v osvobozeném Ceskoslovensku, Casopis 80 (1955), 261 — 273.

b) HdecAars JeT MaTeMaTHKH B 0¢BOOOKIeHHONH YexocmoBakuu, Yex. mar. . 80 (1955),
291 —307.

Bernard Bolzano a zdklady matematické analysy, Sbornik ,,Zdetku Nejedlému

Ceskoslovenskd akademie véd*, 450 —458.

Né&co o problémech a methoddch moderni matematiky, vyslo v publikaci ,,XX. §toleti

a co dalo lidstvu®, III. svazek, 12—46.

V tomto seznamu nejsou uvedeny recense pro riizné referativni dasopisy a hesla, kte-

réd Jarnik zpracoval pro nauéné slovniky a pod.

49

2

4



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T15:19:36+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




