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Casopis pro péstovdni matematiky, rot. 84 (1959) , Praha

O JEDNOM TYPU DOBRE ORIENTOVANYCH GRAFU

JIRI SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 4. fijna 1957) DT : 519.51

Tento &lanek si vSimé dobie orientovanych graft, jejichZ vSechny
cykly prochézeji tymz uzlem.

0.OrE[4]apo ném F. BiBLER [1] studovali pfed ¢asem neorientované eule-
rovské grafy, jejichz viechny kruZnice prochdzeji tym# uzlem c¢. K témto
grafim dospéli modifikaci klasické Eulerovy tlohy o konstrukei souvislého
neorientovaného grafu jednim (uzavienym) tahem. Ukazuje se totiZ, Ze Oreho
a Biblerovy grafy lze charakterisovat téz existenci uzlu ¢ s touto vlastnosti:
Vyjdeme-li z ¢ a prochdzime-li grafem, p¥i ¢emz dbadme jen toho, abychom po
74dné hrané nesli dvakrét, potom vidy, kdykoliv se
octneme v ¢ tak, Ze nemuZeme uz dale, jsme prosli
v8echny hrany gratu. V tomto p¥ispévku se zabyva-
me analogickou problematikou pro dobfe orientované
grafy.l) Existuje-li v dobfe orientovaném grafu G
uzel ¢, ktery je uzlem kazdého cyklu grafu G, pakc \/
nazveme centrem grafu G (viz obr. 1). Chceme zde
zejména pojednat o téch konednych neorientova- Ob: 1
nych grafech @, jejichZ kazdy uzel lze poklddat za '
centrum dob¥e orientovaného grafu G, ktery vznikne vhodnou volbou orientace
hran grafu G. Je vidét, Ze k tomu tdelu stadi prostudovat jen neorientované
grafy bez dvojthelnikii, bez smyéek a bez isolovanych uzli.

1. Nez pfistoupime k jadru této prace, je uziteéné pripomenout nékolik
pojmu a provést nékolik pomocnych dvah.

Necht z, y jsou dva rizné uzly neorientovaného grafu G. Protoze kazdy uzel
grafu @ nalez{ vice nez jednomu resp. pravé jednomu jeho élanku pravé tehdy,
je-li to jeho artikulace resp. neni-li ([3], str. 226, véta 2), je moZno zavést tako-

1) Graf je dobfe orientovany, lze-li z ka¥dého jeho uzlu dosp&t po dréze do kaZdého
dalstho (viz [2], [5]).



vyto pojem: Priichodem?) cesty C nazveme ten jeji uzel u (existuje-li), ktery
inciduje se dvéma hranami cesty C, z nichZ ka?dé pat¥i jinému &lanku grafu G.
Podle véty citované z D. Koniea je kazdy prichod cesty C artikulaci grafu G.

V préci [5] jsme bez dikazu uvedli (str. 197), Ze vlastnosti artikulaci a élanka
je moZno studovat pomoci theorie strom.3) Zde nyni dokdzZeme tuto vétu:

Lemma 1. Budif G souvisly neorientovany graf s asport jednow artikulaci.
Sestrojme graf H, jehof mnoZinu wzld tvofi jednak vSechny artikulace grafu G
(uzly 1. typu), jednak uzly 2. typu, z nich% kafdy nahrazuje jeden Slanek grafu G.
Hrany grafu H definujme takto: Je-li a artikulace grafu G leZict v jeho Eldncich
@y, Gy, ..., G, a jsou-li gy, Gy -..r g, PFislusné uzly z H, zavedme hrany ag;
(1 =7 < 7). Pak H je strom.

Dikaz. Je tteba dokdzat, e H a) je souvisly, b) neobsahuje Zddnou kruz-
niei.

a) Graf H mé aspon tii uzly. Budtez z, y dva jeho razné uzly; chceme do-
kézat, ze v H existuje cesta I" spojujici z, y.

Necht z, y jsou oba 1. typu. Pfejdéme ke grafu G, v némz z, y jsou artikula-
cemi, tedy predstavuji dvojici riznych uzlh. Z pedpokladu souvislosti grafu ¢
plyne existence cesty C v G spojujici uzly z, y. Podle jedné véty dokézané
Konigem ([3], str. 229, véta 10) maji v8echny takto definované cesty C tuto
vlastnost: bud nemaji Zddny prichod nebo viechny maji tytéZ prichody (po
tadé) a,, @, ..., a, (s = 1). V prvnim p¥ipadé patii oba uzly «, y témuz élanku
grafu G (plyne z [3]; str. 228, véta 8) a Zddana cesta I" v grafu H ma dvé hrany.
V druhém pripadé poloime je§té x = a,, ¥y = a,,,. Artikulace a;, a;,, omezuji
na C cestu 0; (0 < ¢ < s), pfi demz z definice prichodu plyne, Ze C; leZi celd
v jednom &ldnku @] grafu G. Staéf nyni nahradit kazdé @; uzlem g; a snadno uZ
odtud plyne existence cesty I' v H. '

Jsou-li z, y oba 2. typu, oznaéme X, Y dva razné &lanky grafu @, jim% z, y
odpovidaji. Maji-li X, Y spoleény uzel, je to jejich jediny spoleény uzel ([3],
str. 228, véta 7), tedy je to artikulace ([3], str. 226, véta 2) a véc je zFejma.
Jsou-li X, Y disjunktni, zvolme v X uzel £ a v Y uzel . Volbu lze za¥idit tak, e
&, n jsou (dvé ruzné) artikulace grafu G. ProtoZe v H lze &, n uZ (podle pfedcha-
zejiciho) spojit cestou I, existuje i Zddana cesta I" pro dvojici z, .

Analogicky lze uvaZovat i v p¥ipads, je-li z uzld z, y kazdy jiného typu. Tim
je souvislost grafu H dokazana.

b) Necht nyni v grafu H existuji kruznice; zvolme jednu z téch, které maji
minimdlni podet hran, a oznatme ji O. M4 sudy podet uzld, a to vice nez 4.%)

) D. Konia ([3], str. 228) wiivé gro prichod cesty ndzvu ,,Durchgangsartikulation®‘.

%) Tam jsme té% upozornili (v pozn. %)), Ze Konigem popsand interpretace grafu G je
nespréavna.

4) Ptipad dvou uzla je vylouden podle definice grafu H, pfipad 4 uzld odporuje vé&ts
7, [3], str. 228.
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Oznaéme tyto uzly po Fadé
al’ gl’ 52’ 52? T ar’ 57” (—1'1 * (l)
Pre]deme ke grafu G; v ném at uzlim g; odpovidaji &ldnky G,, pii emz uzly
a; a,ﬂ jsou artikulace lezici v &lanku G; (1 =1,2,...,7,0,,, = @,). Uzly
a, , @41 1ze spojit v @ cestou O, jejiz viechny hrany lezi v G V posloupnosti cest
Cy, 0y, Cs, ..., C,_, vidy jedna mé svij poésteéni uzel spoleény s koncovym
uzlem predohaze]ml jinak viak zddné dvé zde nemaji zadny uzel spoleény.?)
Uzly a,, @, grafu G 1ze tedy spojit jednak cestou C, bez prichodd, jednak cestou
(slozenou z C,, C,, ..., C,_,) s prichody @, @, ..., @,_; to viak je spor s cito-
vanou uz vétou ([3], str. 229, véta 10). Dikaz je podan.

Necht z, y jsou dva rtzné uzly aspoil 3. stupné v neorientovaném grafu G
a necht existuje cesta Z spojujici z, y. Skldd4-li se Z bud z jediné hrany nebo
jsou-li véechny vnit¥ni uzly cesty Z druhého stupné v G, pak Z nazveme Zebrem
grafu G.%) Uzly z, y jsou koncové uzly Zebra Z. Slovnim obratem ,,odstranit
tebro Z z grafu G“‘ popisujeme v dal§ich tvahdch konstrukei podgratu grafu @,
ktery vznikne z G tak, Ze vynechdme v8echny hrany Zebra Z a viechny jeho
uzly a% na uzly koncové. Je-li graf @ kruZnice, pak v ném nelze najit z4dné
zebro; v kazdém jiném grafu bez artikulaci v8ak z¥ejmé 1ze najit aspon t¥i riznd
Zebra.?)

Jestlize nazveme koncovym é&lankem souvislého grafu @ ten jeho élanek,
v némz lezi jediné artikulace grafu G, pak z lemmatu 1 (a z véty 4, [3], str. 49)
plyne, Ze kazdy souvisly graf s aspoii jednou artikulaci mé aspoil dva koncové
élanky. Souvisly neorientovany graf, ktery mé pravé dva koncové &lanky,
nazveme Fetézcem. Retézci odpovida (podle lemmatu 1) strom, ktery mé dva
uzly koncové, zatim co ostatni jeho uzly jsou 2. stupné. Lezi tedy kazdé artiku-
lace Yetézce pravé ve dvou jeho ¢lancich a kazdy élanek Yetézce, ktery proil
neni koncovy, obsahuje pravé dvé artikulace fetézce. Dokdzeme nyni vétu:

Lemma 2. BudiZ G souvisly neorientovany graf bez artikulaci a Z budi jeho

Zebro. Oznatme G* podgraf grafu @, ktery venikne odstranénim Zebra Z. Pak G*

je bud souvisly graf bez artikulact nebo Fetézec (pii Cems koncové uzly Sebra Z leZi
kazdy v jednom koncovém Eldnku, nesplyvaji vdak s artikulact).

Dikaz. Nejprve dokazeme souvislost grafu G*. Pfedpoklddejme naopak, ze
v G* existuji dva uzly v, w, které v G* nelze spojit Zddnou cestou. V grafu @

8) Vzhledem k minimalit§ kruZnice O neexistuje totiZ v posloupnosti (1) #4dny uzel a;
spojeny s jinym nesousednim uzlem této posloupnosti. Neexistuje vSak ani uzel w e H
leZici mimo (1), z n8ho¥ by §ly dv& hrany ke dvéma riznym uzlam z (1). To tedy vyluduje,
aby na n8které cestd O, le¥ela jind artikulace ne% @;, @;., a také aby cesta C,; m8la jisty
uzel spoleény s nékterym. ,,nesousednim‘‘ glénkem.

%) Srovnej pojem suspended chain v préci [6], str. 340.

") Mezi souvislymi grafy bez artikulaci je kruZnice charakterisovdna vztahem u = 1,
kde u je index souvislost grafu (viz [6], str. 344, v&ta 10). P¥i tom rozumime indexem
souvislosti souvislého grafu @ &islo p = h — u + 1, kde 2 (resp. ) je polet hran (resp.
uzl) grafu G.
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spojuje v, w cesta, jejiz Gasti je tedy Zebro Z. Kazd4 hrana Zebra Z je proto
mostem v G, kazdy uzel Zebra je tedy artikulaci ([3], str. 2245), coZ je spor.

Necht nynf graf G* m4 artikulace. Budiz Gy jeden jeho koncovy &lanek
s artikulaci a¥. Uzel a¥ necht inciduje s dvéma riiznymi hranami h, b’ grafu G*,
které nelezi v z4dné kruznici grafu G*; pii tom necht % je hranou &lanku Gf.
V grafu G lze vSak najit kruznici, v niz A, A" leZi; jeji 6asti je proto Zebro Z.
Jeden koncovy uzel zebra Z splyvé tedy s jednim uzlem &ldnku Gy riznym od
ay. Protoze Z m4 dva koncové uzly, plyne odtud, 7e G* mé dva koncové &lanky.
Dikaz je podan.

Lemma 3. BudiZ G neorientovany souwvisly graf bez artikulaci, jehoZ index
souvislosti®) je u > 1. Pak existuje Zebro Z takové, Ze plati: Odstranime-li z G Zebro
Z, vanikne souvisly graf, ktery je rovné% bez artikulaci a md index souvislost

u—1
Dikaz lze najit v [6], str. 349, véta 18.

Zebro, o jeho# existenci mluvi lemma 3, nazveme reguldrnim. Existuji grafy
(bez artikulaci) s uzlem z takovym, Ze Zadné z Zeber incidujicich s uzlem  nent
reguldrni.?)

2. Pripomenime nékolik potfebnych pojma z theorie orientovanych grafi.
Pramenem (resp. protipramenem) orientovaného grafu G rozumime ten jeho
uzel, ktery nenf poéateéni (resp. koncovy) pro Zadnou hranu z G. Orientovany
graf je acyklicky, neobsahuje-li Zadny cyklus (viz [2], [5]). DokéaZeme tuto vétu:

Véta 1. Necht G je sowvisly neorientovany graf bez artikulact; necht p, q jsou
libovolné dva rizné uzly z G. Pak lze volit orientact hran z G tak, Ze vanikne acy-
klicky graf Gs jedinygm pramenem (uzlem ) a jedinym protipramenem (uzlem gq).

Dikaz. M4-li @ jen uzly p, ¢ (a hranu p9), je véc zfejm4. Necht nyni G m3s
kromé p, q jedté daldi uzly. ProtoZe to nenf strom, je podle véty 14, [3], str. 54
jeho index souvislosti x4 = 1. Diikaz nyni poddme indukei podle .

Ptipad x = 1 znamend, Ze @ je kruznice ([6], str. 344, v&ta 10). Tu rozdéluji
uzly p, ¢ na dvé cesty, p¥i dem# kazdou z nich Ize orientovat jako drahu vedouct
z p do g; Zadané konstrukce je provedena.

BudiZ déle 4 > 1 a necht tvrzeni plati pro grafy, které maji index souvislosti
nejvySe u — 1. Necht G md index souvislosti u. Podle lemmatu 3 lze v G najit
regulérn{ Zebro Z s koncovymi uzly «, y takové, Ze po jeho odstranéni vznikne
souvisly graf G’ bez artikulaci s indexem souvislosti x4 — 1.

a) Necht uzly p, q leZi na %ebru Z (napf. v pofadi z, p, ¢, ¥, p¥i cemz ovsem
pfipoustime bud # = p nebo ¢ = y). Pak G lze podle indukéniho piedpokladu

8) Definici indexu souvislosti jsme uvedli v pozn. 7).
%) Prikladem muZe byt graf, ktery (v jiné souvislosti) uvadi KoNta [3], str. 28, obr. 14.
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orientovat tak, Ze vznikne acykhcky graf , & s jedinym pramenem z a jedinym
protipramenem y. Dopliime nyni , @ ebrem Z orientovanym tak, Ze cestu mezi
p, q orientujeme jako drdhu poéinajici v p a konéici v ¢ (drdha D,), cestu mezi
p, %) jako drdhu D, a cestu mezi y, q*°) ja,ko drahu D, (vzdy v naznateném
pofadi uzld). Vznikne tak onentovany graf G, ktery mé jediny pramen p a je-
diny protipramen g. Graf dj je acyklicky: Kdyby v ném totiz existoval cyklus
0Q,, pak (zorientované) zebro Z by bylo éasti 2,. ProtoZe x je pramenem v G'
muselo by Z byt orientovéno jako draha vedouci z y do z (spor s existenci
dréhy D,).

b) Necht Zadny z uzld p, ¢ neleii na Zebru Z. Pak p, ¢ jsou uzly grafu ¢,
ktery lze podle indukéntho pfedpokladu orientovat tak, Ze vznikne acyklicky
graf , & s jedinym pramenem p a jedinym protipramenem g. V préci [5] bylo
dokézéno (str. 209, véta 12), Ze orientovany graf A onuzlech j je acyklicky praveé
tehdy, lze-li jeho uzly otislovat ¢isly 1, 2, ..., n tak, Ze z existence hrany i v 4
plyne i < j. Otislujme tak tedy uzly a,cykhckeho grafu , & » Pfi demZ necht uzel z
(resp. y) grafu , @ dostane slo 1y (resp. j,) a necht 44 < j,. Dopliime nyni , e%
Yebrem Z orientovanym jako draha D, s polateénim uzlem x a koncovym .
Vznikne tak orientovany graf G, ktery ma jediny pramen p a jediny protipra-
men ¢. Abychom nahlédli, Ze G je acyklicky, pfedpokladejme existenci cyklu
0, v G. Pak tasti 2, je draha D,. Musi tedy v C?’ existovat draha vedouei z y
do w; uzly této drahy necht maji p¥i sestrojeném uz oéislovani uzla grafu

,G' po Yads ¥sla k, < ky < ... <k, kde 7, = k,, 7, = k,. Odtud plyne spor
Jo < %o

¢) Necht uzel p lezi na Zebru Z a ¢ nikoliv. Oznaéem budiz tak voleno, Ze
p #+ y. Orientujme G’ tak, Ze vznikne acyklicky graf 3G’ s jedinym pramenem x
a jedinym protipramenem ¢. Dopliime nyni 4 G’ zebrem Z orientovanym takto:
Cestu mezi p a y orientujme jako drahu D; vedouci z p do y, zatim co cestu
mezi p, z jako drdhu D¢ vedouei z p do 2. O vzniklém grafu G se opét snadno
piesvédéime, Ze je acyklicky s jedinym pramenem p a jedinym protiprame-
nem gq.

d) Necht p neleZi na Zebru Z, zatim co ¢ ano. Orientujme & tak, Ze vznikne
acyklicky graf @ s jedinym pramenem ¢ a jedinym protipramenem p (odst. ¢))
a zmélhme orientaci u vSech hran grafu @. Vznikne graf 2] zddanych vlastnosti.
Dikaz je podan.

Souvisly orientovany graf s jedinym pramenem byl v praci [2] nazvan W-
grafem. Véta 1 tedy mluvi o jistém druhu acyklickych W-grafd, totiz o tako-
vych acyklickych W-grafech, z nichZz zménou orientace vSech hran dostaneme
opét acyklicky W-graf. Pfedpoklad o artikulaci je v ni podstatny. Obsahuje-li
totiZ souvisly neorientovany graf G.artikulaci, pak v ném nelze libovolné volit
dva razné uzly p, ¢ tak, aby vhodnou volbou orientace se G dal pfevést na

10) M4-li oviem nSjaké hrany.
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acyklicky graf s jedinym pramenem p a jedinym protipramenem g. Graf G mé
totiz asponi dva koncové 8lanky, pfi dem? lze dokazat vétu:

Lemma 4. Budit A acyklwky W- gmf s pramenem p; budig Ak jeden jeho kon-
covy Eldnek. Jestlize p neleft v 4,, pok 4, obsahuje aspoti, jeden protipramen grafu
4.

Dtikaz. BudiZ a, (jedin) artikulace grafu A leticl v Z Clanek Zk pred-
stavuje acyklicky graf, existuje v ném tedy pramen p, i protipramen g,.
Nelezi-li PV Ak, pak je a; = p. Emstu]e tedy protipramen g, == a, &ldnku
4 x @ ten je téz protlpramenem grafu 4 e

3. Acyklickym grafim jsme zde vénovali pozornost proto, Ze ziejmé plati
toto tvrzenf: Odstranime-li z dob¥e orientovaného grafu s centrem ¢ viechny
hrany, které poéinaji v uzlu ¢, dostaneme acyklicky graf.!l) Nez ptistoupime
ke studiu dob¥e orientovanych grafi s centrem, dokaZeme je$té jednu po-
mocnou vétu.

Lemma 5. Budif 4 acyklicky graf s jedingm pramenem p a jedinygm proti-
pramenem ¢. Spoyme uzly p, ¢ novou drahou B pocmaym v q @ konéict v p, kterd
md s grafem A spoletné pravé jen uzly p, q. Venikne graf D, ktery je dobie oriento-
vany.

Dikaz. Pfedné lze konstatovat, Ze pro kazdy uzel x grafu A (z * ¢) existuje
draha vedoudi z z do ¢. Kdyby totiZ takové dréha pro néktery uzel z + ¢ ne-
existovala, odislujme uzly grafu 4 (podobné, jak jsme to provedli vdikazu
véty 1, bod b)) a vyhledejme uzel z_,,, s max1malmm ¢islem, pro néjZ tato draha
neex1stu]e ProtoZe z,, neni protipramenem grafu 4, vychézi z ného hrana do
uzlu z', ktery je tedy odislovan &islem vétsim nez uzel ,,,.. Z uzlu 2’ uz existuje
dréaha do g, tedy z uzlu z inax také vede draha do ¢ (spor). Podobné nahlédneme,

Ze pro kazdy uzel y grafu 4 (y + p) existuje draha vedouci z p do y.12)

Zvolme nyni v D dva rézné uzly z, y.

a) Lezi-liz, y oba v 4, sestrojme drédhu B, (resp. B,) vedouci z z do ¢ (resp.
z p do y).*) Podle véty 1 ve [3], str. 88 plyne z existence drah B,, B, B, exis-
tence drahy vedouci z x do y v grafu D.

b) Le%i-li 2,y oba v B v pofadi ¢ z,y, p, je véc zfejmi. Jde-li o poFadi
4, ¥, %, p, postupujeme nejprve z x do p, pak sestrojime v 4 dréhu vedouci z P
do g a koneéné jdeme z ¢ do y.

¢) LeZi-li 2 v B aynikoliv, jdeme z 2 do p a pak z pdoyvgraqu Lezi-li y
v B a x nikoliv, jdeme z z do ¢ v grafu 4da pak z g do y po &asti drahy B.

11) Srovnej také 5. a 6. pozndmku v praci [1], str. 84.

12) Z toho tedy jako vedlej§i vysledek méme: Acyklicky graf s jedingm pramenem
i protipramenem je souvisly.

13) B, a B, se ovSem mohou redukovat ka%dé jen v jediny uzel.

12



Z kazdého uzlu grafu Dlze tedy dojit po draze do kazdého dal§iho — proto D
je dobie orientovany graf.

Véta 2. BudiZ D souwvisly neorientovany graf bez artikulact s aspoti tfems wzly
a necht ¢ je libovolny jeho uzel. Pak lze volit orientact hran grafu D tak, Ze vznikne
dobte orientovany graf D s centrem c.

Dikaz. Graf D nemuze byt strom, nebot kazdy strom s aspon t¥emi uzly
mé artikulaci. Proto index souvislosti grafu D je 4 = 1.

Je-li D kruznice (éili @ = 1), je tvrzeni trividlni. Necht tedy x > 1. Lze najit
(asponi jedno) Zebro Z s koncovymi uzly z, y, na némz lezi ¢. Odstranénim Zebra
Z at vznikne z D graf D* popsany v lemmatu 2.

a) Nemé-li D* artikulaci, orientujme jej jako acyklicky graf s pramenem x
a protipramenem y (véta 1), zatim co Zebro Z necht je orientovano jako driha
vedouci z y do . Podle lemmatu 5 vznikne tak dobie orientovany graf, pfi éem?z
kazdy jeho cyklus ziejmé obsahuje (zorientované) Zebro Z. Tedy ¢ je centrum
takto vzniklého grafu.

b) Je-li D* fetézec, pak lze uzly z, y a viechny artikulace a, grafu D* srovnat
do posloupnosti z, a4, @, ..., ¢, Y (r = 1), pti éem?Z a, (resp. a,) leZi ve stejném
koncovém élanku jako x (resp. ), zatim co artikulace a;, a;,, lezi obé v témz
¢lanku grafu D* (pro 1 < j < r — 1). PoloZme z = a,, y = a,,;. Podle véty 1
Ize kazdy ¢lanek grafu D* orientovat jako acyklicky graf s (jedinym ) pramenem
a; a (jedinym) protipramenem a,,, (0 < ¢ < 7). Provedeme-li to, vznikne
acyklicky'4) graf D* s (jedinym) pramenem z a (jedinym) protipramenem y.
Ten opét doplnime Zebrem Z orientovanym jako drdha vedouei z y do z, aby
vznikl graf Zddanych vlastnosti. Dikaz je podéan.15)

Cheeme si je$té viimnout, Ze v orientaci grafu D popsané v dukaze véty 2
existuje vidy vice neZ jedno centrum; snadno oviem sestrojime dob¥e oriento-
vany graf i s jedinym centrem (v obr. 1 existuje jediné centrum ¢). Ma-li viak
graf D z predpokladid v&ty 2 kazdy uzel nejvyse 3. stupné, pak p¥isluny graf
D mé vidy asponi dv¥ centra. Koneéné ke kazdému p¥irozenému &islu s > 3
lze najit graf D s uzlem ¢ stupné s-tého takovy, Ze kazdy graf Dz véty 2 mé
kromé ¢ jesté dal§i centrum. Prenechdvame &tenéii, aby se o téchto tvrzenich
presvéddéil.

4, Mezi dobfe orientovanymi grafy zaujimaji dilezité postaveni souvislé
rovnovazné orientované grafy.'®) Orientovany graf nazyvame rovnovdiné

14) Plyne napf. z pfipominané u¥ v8ty o oéislovani uzli acyklického grafu.

15) K vét8 2 je nutno poznamenat, e predpoklad o artikulaci je v ni podstatny.

16) Nazev rovnovdéné orientovany graf pochazi od A. Korziga. V literatufe neni pro
tento pojem jednotné pojmenovéini: Konig [3] neuzivé Zaddného ndzvu, kdeZto u jinych
autort lze najit nap¥. pojmenovani T-graph (N. G.pE BrUWN), simple graph (W. T.
TurTE) atd.
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orientovanym, jestlize v kazdém jeho uzlu pravé tolik hran konéi, kolik v ném
poéind. Ukézalo se, Ze souvislé rovnovazné orientované grafy hraji analogickou
tlohu mezi orientovanymi grafy, jakou v pfipadé neorientovanych grafh maji
souvislé eulerovské grafy (viz [3], str. 29, véta 7; odtud také snadno plyne, Ze
souvisly rovnovazné orientovany graf je zvlastnim piipadem dobie orientova-
ného grafu)
Budi¥ dén orientovany graf @. Lze- li sestrojit posloupnost
Uy, Uyl Ug, Ugllg, Us, «- - U, Unlhy, Uy (2)

kde u; jsou uzly a u,,, hrany grafu G, pak (2) nazveme tahem kompletnim
vzhledem k u,, jestliZze (2) obsahuje v8echny hrany grafu G poéinajici v u,.

Véta 3. Rovnovdzné orientovany graf G md uzel ¢ za své centrum prdvé tehdy,
jestlize kazdy tah kompletni vzhledem k ¢ obsahuje véechny hrany grafu G.

Dikaz. Budiz @ rovnovazné orientovany graf s centrem ¢ a necht existuje
tah kompletn{ vzhledem k ¢, ktery neobsahuje hranu vwe G. Sestrojme
viechny hrany v s uvedenou vlastnosti; vidime Ze (spolu s po¢ateénimi a kon-
covymi uzly) tvorf podgraf G* ktery je téZ rovnovainé orientovany. Uzel ¢
oviem neleZi v G* zatim co v G* lze sestropt cyklus (viz [3], str. 29, véta 8). To
v8ak je spor s tim, Ze ¢ je centrum grafu @Q.

Necht obricené v rovnovazné orientovaném grafu G kazdy kompletni tah
vzhledem k ¢ obsahuje viechny hrany z @. Necht existuje v ¢ cyklus 2, ktery
neprochézi uzlem ¢. Odstraiime z G vSechny hrany cyklu  a piipadné viechny
uzly, jeZ by pak byly isolované. Vznikne tak (event. nesouvisly) graf H, ktery
je rovnovazné orientovany. Zvolme v H tu komponentu K v niz lezi uzel c;
tato komponenta ziejmé obsahuje vSechny ty hrany z G, kters vychézeji
z uzlu ¢. Podle Kénigovy véty zminéné na potdtku odst. 4 existuje v K tah
kompletni vzhledem k ¢ (obsahujicf dokonce vSechny hrany z K )- To je tedy
také kompletni tah vzhledem k ¢ i v pivodnim grafu G, ktery vSak neobsahuje
Zéddnou hranu z @ (spor).
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Pesome

OB OOHOM TUIIE XOPOIIO OPUEHTUPOBAHHLIX TI'PAO®OB

UPHU CEOJIAYEK (Jifi Sedlasek), Ilpara
(Tocrymmao B pepaknmio 4/X 1957 r.)

Hogreunslit opueHTHpOBaHHBI Tpad D Ml massBacu XOpOIIO OPHEeHTUPO-
BagEHEEIM (cM. [2], [5]), ecrm U3 KasKOOM ero BepmIMHELI BeleT IYTh K KAaMIOM U3
OCTallbHEIX BepmuH. Ecllg B XOpOIIO OpueHTHPOBaHHOM rpade D CYIIecTBYeT
BePIIAHA ¢, ABIANINAACA BePMUHOK KajkIOT0 IMUKIA rpada D, 10 msI HazoBeM
¢ meETpoM rpada D. T'nasnas TeopeMa Haimeil craThy raacur (reopema 2):

Iyemv D — ceaswuiii Heopuenmuposannuii epag 6es 0eyyeonvHukos, 6e3
nemenab U 6€3 APMUEYAAYUL, UMelowuil no kpalinelt mepe mpu eepuiunbl. ITycmo
¢ — npousgoavras sepwuna epaga D. Tozda momcuo nodobpams opuenmayuio

-
pebep epaga D mak, umo noayuumcs ropowo opuenmuposarmiil epag D ¢ yewn-
mpon c.

Zusammenfassung

UBER EINE SPEZIELLE KLASSE WOHLGERICHTETER
GRAPHEN

JIRI SEDLACEK, Praha
(Eingelangt am 4. Oktober 1957)

Ein endlicher gerichteter Graph D heisst wohlgerichtet (siehe [2], [5]), wenn
von jeden Knotenpunkt aus zu jedem anderen eine Bahn fahrt. Existiert in
einem Wohlgeuchteten Graphen D ein solcher Knotenpunkt ¢, der in jedem
Zyklus des Graphen D liegt, dann bezeichnen wir ¢ als Zentrum des Graphen D.
- Der Hauptsatz der vorliegenden Arbeit ist der Satz 2:

Es sei D ein zusammenhingender nichtgerichteter artikulationsloser Graph ohne
Zweiecke und okme Schlingen, der mindestens drei Knotenpunkte besitzt; es sei ¢
sein beliebiger Knotenpunkt. Dann gzbt es eine solche Orientierung der Kanten
von D, dass ein wohlgerichieter Graph D mit dem Zentrum c entsteht.
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