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Čas opis pro pěstování matematiky, roč. 87 (1962), Praha 

ОДНА ПРОБЛЕМА, КАСАЮЩАЯСЯ ВЫПУКЛЫХ 
МНОГОГРАННИКОВ 

ВАЦЛАВ ПОЛАК (Уас1ау Ро1ак), Брно 

(Поступило в редакцию 29/1V 1960 г.) 

Профессором К. Коутским было мне дано задание исследовать выпук­
лые многогранники в Еп, у которых существуют некоторые из (л — 1)-
шаров К0,Ки ...,1ГИ_1 (Кт касается всех /я-мерных граней многогран­
ника). В работе показано, что в Ел существует лишь конечное число (вплоть 
до подобия) выпуклых многогранников, у которых существуют первые 
три (п — 1)-шара, причем первых два концентричны. Поставлена проблема 
отыскания всех этих многогранников. 

Определение 1. Пусть П — выпуклый многогранник в евклидовом простран­
стве Е3 такой, что существуют: описанный шар (т. е. проходящий через все вер­
шины), приписанный шар (касающийся всех ребер) и вписанный (касающийся 
всех граней). Обозначим эти шары по очереди через К0, Ки К2 и их центры че­
рез 50, 5Х, 52. Мы скажем, что П — многогранник типа ($), если # 0 = З ^ 

Замечание 1. Все ребра многогранника типа ($) одной и той же длины. Все 
его грани — правильные выпуклые многоугольники. 

Замечание 2. Выпуклый многогранник является правильным (все грани 
и вершины правильного многогранника конгруэнтны1), если и только если он 
принадлежит типу ($) и все три его шара К0, Ки К2 концентричны. 

Замечание 3. Ко всякой вершине многогранника типа (5) прилегает грань, 
являющаяся не более чем 5-угольником. (Пусть у какой-либо вершины лежат 
грани, являющиеся по крайней мере 6-угольниками. Согласно замечанию 1 
каждая грань представляет собой правильный многоугольник. Угол между 
двумя соседними ребрами правильного п-угольника равен для п ^ 6 по мень­
шей мере 120°. Так как у каждой вершины расположены хотя бы три грани, то 
сумма углов, определенных всеми парами соседних ребер при нашей вершине 
равна по крайней мере 3 . 120й = 360°, что невозможно, ибо сумма этих углов 

! ) См. [2], стр. 5. 
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при вершине выпуклого многогранника должна быть меньше 360°.) Если много­
гранник П принадлежит типу (5), то выпуклой оболочкой вершин всех его 
3-, 4- и 5-угольников являесгя многогранник П. 

Теорема 1. Многогранников типа ($) имеется (вплоть до подобия) конечное 
количество. 

Для доказательства теоремы воспользуемся несколькими леммами. 

Лемма 1. Пусть дан единичный шар. Тогда существует концентричный с ним 
шар К так, что каждый выпуклый многогранник, грани которого являются пра­
вильными выпуклыми многоугольниками, причем указанный единичный шар вписан 
в этот многогранник, содержится внутри шара К. 

Доказатеьлство. Пусть шар с указанными свойствами не существует. 
Тогда существуют многогранники с приведенными в лемме свойствами и такие, 
что хоть одна их вершина достаточно удалена от указанного единичного шара. 
Так как углы между двумя соседними ребрами больше или равны 60° (ибо 
грани — правильные многоугольники), то у таких многогранников некоторые 
ребра лежат достаточно далеко от вписанного единичного шара, т. е. некото­
рые их двугранные углы достаточно малы. (Двугранный угол — это угол, обра­
зованный двумя соседними гранями; его внутренние точки лежат внутри много­
гранника. Величины таких углов мы считаем положительными.) 

Доказательство будет завершено, если мы докажем, что у выпуклых много­
гранников, грани которых — правильные выпуклые многоугольники, и которые 
обладают вписанным шаром, не может быть ни одного сколь угодно малого 
двугранного угла. Очевидно, можно ограничиться рассмотрением лишь таких 
многогранников, все ребра которых единичной длины. Итак, пусть П — много­
гранник с указанными свойствами и пусть при его ребре ХУ имеется подходя­
щий достаточно малый двугранный угол (образованный гранями ах> а2). Хоть 
одна из граней ах> а2 является треугольником. (Пусть р, соотв. ^9а1 Ф р ф а2> 

ах Ф ^ Ф а2> есть грань, исходящая из вершины X, соотв. У. Если <(ах> а2) 
достаточно мал, то и вписанный шар К2 достаточно мал, и если ни одна из гра* 
ней аг> а2 не является треугольником, то грани р, ^ не могут, очевидно, одно­
временно касаться шара К2> что противоречит допущению.) Пусть, напр., ах~ 
треугольник, ах = (ХУХ). Так как К2 достаточно мал и касается всех граней, 
то К2 лежит достаточно близко к точке X. 

Если а2 не является треугольником, а2 = (ХУ11 ... V), V Ф V, то двугранный 
угол при ребре ТО (между гранями а2> аъ) достаточно мал и, следовательно 
(согласно предыдущему рассуждению), а3 является треугольником (третью его 
вершину мы обозначим через Т, так что аъ = (УЛТ)). Так как <к(?2, УТ) < 60% 
имеем Г == 2. Но тогда а2 будет 4- или 5-угольником. Оба случая, однако, ис­
ключаются, так как в обоих случаях двугранные утлы при ребрах ХУ9 УХ! не 
могли бы быть достаточно малыми. 
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Пусть а2 — треугольник, а2 = (ХУ2'). Пусть аъ = (1У^ ...) — грань, сосед­
няя с гранью а1 при ребре *2У. Так как шар К2 достаточно мал и лежит достаточ­
но близко к точкам 2, 2 •', то двугранный угол при ребре У& (между гранями 
а3, а4) достаточно мал. По предыдущему, а3, а4 — треугольники и, очевидно, 
а3 = (2У17), а4 = (2'У17). Аналогично и далее. При вершинах 2, 2 ' лежат толь­
ко треугольники (при каждом из них не больше пяти треугольников). Возмож­
ны, самое больше, три случая: В обеих вершинах 2, 2' сходятся три, четыре или 
пять ребер. Во всех трех случаях двугранный угол при ребре X Уне был бы доста­
точно малым, что противоречит условию. Лемма доказана. 

Лемма 2. Множество радиусов шаров К0 всех многогранников типа (5), в ко­
торые вписан единичный шар, ограничено сверху. 

Доказательство. Шар К2 является по условию единичным шаром. По лем­
ме 1 существует концентричный с ним шар К так, что все рассматриваемые мно­
гогранники лежат целиком внутри шара К. Пусть наше утверждение неспра­
ведливо. Тогда можно из рассматриваемых многогранников выделить после­
довательность {Я(1)}П-1 т а к> ч т о радиусы соответствующих шаров К^ беспре­
дельно возрастают. Начиная с некоторого индекса каждый шар К^ пересечет 
шар К по окружности, определяющей на шаре К$ шаровой сегемнт, на кото­
ром лежат все вершины многогранника Я (1). Итак, шаровой сегмент седержит 
наш единичный шар К2. Это, однако, невозможно, так как высоты шаровых 
сегментов образуют нулевую последовательность. Утверждение доказано. 

Лемма 3. Пусть О < п < 1 — произвольное число. Тогда существует лишь 
конечное число неконгруэнтных многогранников типа (5), которые вписаны в еди­
ничный шар, и длины ребер которых ^ И. 

Доказательство. Обозначим множество рассматриваемых многогранни­
ков через ^. Так как длина ребер ограничена снизу положительным числом, 
существует натуральное число п так, что грани многогранников из $ будут не 
больше чем ^-угольниками. Кроме того, существует число р > О так, что пло­
щадь каждой грани не меньше р. Так как поверхность каждого многогранника 
из ^ ограничена сверху числом 4п (поверхность единичного шара), существует 
натуральное число N так, что число вершин любого многогранника из ф не пре­
вышает N. Итак, в множестве ф существует лишь конечное число неизоморфных 
друг другу многогранников. (Два многогранника изоморфны, если существуют 
взаимно однозначные отображения между его вершинами, ребрами и гранями 
так, что паре инцидентных элементов соответствует пара инцидентных же эле­
ментов.) По теореме Коши о вьшуклых многогранниках (два изоморфных вы­
пуклых многогранника, соответственные грани которых конгруэнтны, являют­
ся и сами конгруэнтными) два изоморфных многогранника из *Р конгруэнтны. 
Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 1. Без ограничения общности можно пред­
положить, что шар К0 (с центром 50) — единичный. Пусть наша теорема не-
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•справедлива. Тогда существует последовательность {Я(|)}^=1 многогранников 
типа (5) такая, что никакие два из них не конгруэнтны и К(

0

1) = К0. Без ограни­
чения общности можно предположить, что центры 8(

2

[) соответственных впи­
санных шаров лежат на фиксированном отрезке 50Х, где X — фиксированная 
точка на шаре К09 и что существует точка 82 е 80Х так, что 52

1) -+ 82. 

По лемме 3 длины реб^р Нг многогранников Я ( 1 ) образуют нулевую последо­
вательность. 

Очевидно, 82 Ф X, ибо в противном случае радиусы шаров Х(

2° образовали 
бы нулевую последовательность, что противоречит лемме 2. 

Пусть 82 лежит между X, 5 0. Тогда шары К(

2

1) стремятся к шару с центром 
в 52, проходящему через точку X (это следует из замечания 3 и из соотношения 
Н1 -> 0). Отсюда следует (опять из замечания 3), что все вершины многогранни­
ков Я ( 1 ) для достаточно больших г лежат достаточно близко к точке X, что про­
тиворечит обстоятельству, чтоЯ ( 0 содержат шары К(

2\ 

Итак, пусть 82 = 80. Так как Н1 -* 0, по замечанию 3 будет К(

2

1) -> К0. Без 
ограничения общности (в силу замечания 2) можно предположить что всегда 
Зг"* + ^о- Д л я достаточно больших I грани, образованные 3-, 4- и 5-угольни-
ками, достаточно малы. Очевидно, образованные п-угольниками грани много­
гранника Я ( , ) касаются шара Х2

г) только в точках некоторой окружности (мы 
обозначим ее через &(1)), которая лежит на шаре К(

2\ и плоскость которой пер­
пендикулярна прямой 80Х. Из замечания 3 следует, что хоть одна из окружнос­
тей к(

3

1\ к%\ 1с(

5° существует. Итак, для достаточно больших X вершины много­
гранника Я ( 1 ) лежат достаточно близко к окружностям \6Ъ

Х\ к(^\ к(

5

1) и, следова­
тельно, Я ( 0 не содержит весь шар К(

2

{); это — противоречие. Теорема 1 доказана. 

В последующем изложении мы займемся обобщением теоремы 1 на простран­
ства любой размерности. Обобщением понятия выпуклого многогранника для 
п-мерного евклидова пространства Еп является п-мерный многогранник Я„.2) 
Многогранник возникает как пересечение конечного количества замкнутых по­
лупространств, причем это пересечение должно быть ограниченным и должно 
содержать хоть одну внутреннюю точку. Граница множества Пп состоит из 
конечного числа выпуклых (п — 1)-мерных многогранников Яп_!. Мы их на­
зываем гранями многогранника, а также (п — 1)-мерными гранями. Грани этих 
последних являются, далее, (п — 2)-мерными многогранниками Я п _ 2 . Они но­
сят название (п — 2)-мерных граней многогранника Пп. Можно ввести и общее 
понятие /с-мерной граниПк многогранникаЯп, к = 0, 1, 2, ..., п (многогранни­
ки Я 0 представляют собой вершины, Я х — ребра, аЯ„ - сам многогранник). 
Трехмерные многогранники суть выпуклые многогранники. 

2 ) См. [2], стр. 127. 
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Pиc. 1. 

Так же для этих многогранников можно ввести понятие изоморфизма. Для 
выпуклых многогранников высших размерностей справедлива теорема Коши: 

(1) Пусть п ^ 3 — натуральное число, Пт П'п — два п-мерных выпуклых изо­
морфных друг другу многогранника. Пусть все соответствующие друг другу 
грани конгруэнтны. Тогда конгруэнтны и многогранники Пт Щ. 

Однако, справедливо даже более 
сильное утверждение: 

(2) Пусть п ^ 4 — натуральное 
число, Я„, П'п — два п-мерных выпу­
клых многогранника, А е Пп, А' е П'п 

— две их вершины, являющиеся изо­
морфными. (Две вершины изоморф­
ны, если существуют взаимно од­
нозначные отображения между гра­
нями, исходящими из этих вершин, 
и между всеми их /с-мерными гра­
нями (к = 0, 1, ...,« — 2) так, что 
паре инцидентных элементов соот­
ветствует пара инцидентных же эле­
ментов.) Пусть соответственные грани конгруэнтны. Тогда и вершины А, А' 
.конгруэнтны (то есть, конгруэнтны множества, образованные указанными гра­
нями). 

Доказательства утверждений (1) и (2) приводятся в добавлении.3) 

Приведем еще одно утверждение: 

(3) Пусть Яй, П'п — два выпуклых п-мерных многогранника, причем первый 
лежит целиком внутри второго. Тогда сумма (п — \)-мерных объемов всех гра­
ней первого многогранника меньше суммы (п — \)-мерных объемов всех граней 
-второго. 

Доказательство проведем лишь для плоскости. Пусть- Р, Р' — два вы­
пуклых многоугольника, первый внутри второго. Пусть а — одна из сторон 
многоугольника Р. Спроектируем ее в направлении ее внешней нормали на 
многоугольник ?' (см. рис. 1). Эта проекция (мы ее обозначим через а') есть 
ломанная линия, длина которой не меньше длины стороны а. Спроектируем та­
ким образом каждую сторону многоугольника Р. Без ограничения общности 
можно допустить, что Р обладает собственными вершинами (две соседние сто­
роны лежат на различных прямых). Тогда соответственные ломанные линии а' 
на ?' дизъюнктны и не покрывают весь периметр многоугольника Р'. Итак, 
ясно, что периметр этого многоугольника больше. Таким же образом утвержде­
ние доказывается и для общего случая любой размерности. 

3 ) См. также [1], стр. 178. 
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Если для данного л-мерного вьшуклого многогранника Пп существует 
{п — 1)-шар ((п — 1)-шар есть геометрическое место точек в Еп, лежащих на 
равном расстоянии от некоторой фиксированной точки — его центра) так, что 
этот шар касается всех т-мерных граней многогранника, то этот (л — 1)-шар 
мы обозначим через Кт (его центр через 5т) и скажем, что для многогранника 
Пп существует его (п — 1)-шар Кт. В последующих рассуждениях мы будем 
предполагать п ^ 3. 

Определение 2. Мы скажем, что выпуклый «-мерный (п _̂ 3) многогранник П№ 

принадлежит типу (5), если существуют его (п — 1)-шары К0, Кг, К2 и если 
первые два из них концентричны. 

Следующее утверждение обобщает теорему 1 на случай любых размер­
ностей: 

Теорема 2. Многогранников типа (5) имеется для каждой размерности 
п !_: 3 конечное количество (вплоть до подобия). 

Прежде чем приступить к доказательству, мы проведем еще несколько пред­
варительных рассуждений. 

Замечание 4. Свойство (5) наследственно (т. е. каждая грань л-мерного< 
(п ^ 4) многогранника типа (5) также принадлежит типу (5)). Действительно, 
каждая грань Яп_ х лежит в гиперплоскости, пересекающей указанные (п — 1)-
шары К0, К19 К2 многогранника Пп в (п — 2)-шарах, из которых первый про­
ходит через все вершины многогранника # п _ 15 второй (концентричный с первым) 
касается всех его ребер, и третий всех его 2-мерных граней. Итак, Дп_ х принадле­
жит типу (5). 

Замечание 5. Все ребра многогранника типа (5) одинаковой длины (следует 
непосредственно из замечаний 1 и 4). 

Замечание 6. Выпуклый многогранник Пп является правильным (Много­
гранник правильный, если его грани и вершинные фигуры правильны.4) При 
помощи математической индукции нетрудно доказать, что многогранник будет 
правильным, если и только если он вписан в (п — 1)-шар и все его грани пра­
вильны и конгруэнтны одна другой.), если и только если существуют (п — 1)~ 
шары К0> Ки ..., К„..и причем все они концентричны. 

Необходимость условий очевидна. Достаточность их докажем по методу ма­
тематической индукции: Для п = 2 и п = 3 утверждение справедливо (замечание 
2). Пусть п ^ 4 — какое-либо натуральное число и пусть утверждение справед­
ливо для размерности л — 1. Так как указанное свойство наследственно (т. е. 
все грани многогранника Пп имеют это свойство), грани многогранника Пп — 
правильные многогранники. Так как для многогранника существует (л — 1)-шар 
Кп~1> кошз;ентричнь1й с (л — 1)-шаром К0, радиусы всех (п — 2)-шаров, описан­
ных вокруг граней многогранника П„ равны. Отсюда уже следует, что все грани: 

4 ) См., напр., [2], стр. 128. 
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являются конгруэнтными правильными многогранниками и что, следовательно, 
Пп — правильный многогранник. 

Лемма 4. Пусть Пт П'п — два многогранника типа($), изоморфные друг другу, 
и пусть длина ребер первого равна длине ребер второго. Тогда эти многогранники 
конгруэнтны. 

Доказательство проведем по методу математической индукции по п. 
Пусть п = 3. По замечанию 1 соответственные грани многогранников Я 3 жП3 

конгруэнтны. Согласно (1) конгруэнтны и сами многогранники. Итак, лемма 
справедлива для размерности 3. Пусть теперь п ^ 4; наше утверждение спра­
ведливо для размерности п - 1, а Ял, П'п — многогранники со свойствами, ука­
занными в лемме. По предположению индукции и по замечанию 4 соответствен­
ные грани конгруэнтны, и в силу (1), конгруэнтны и Яп, Яй, ч. т. д. 

Определение 3. Пусть Пп — многогранник типа (5), А — любая из его вершин, 
-^г __ множество концевых точек всех исходящих из точки А ребер (не считая 
точки А). Из замечания 5 следует, что множество "У лежит на (п — 1)-шаре 
с центром в А. Этот (п — 1)-шар пересекает (п — 1)-шар К0 цо (п — 2)-шару, 
на котором лежит и множество У. Итак, это множество лежит в некоторой 
гиперплоскости. Отсюда следует, тчо множество центров всех ребер, исходящих 
из А, лежит в некоторой гиперплоскости, пересечение которой с многогранни­
ком Пп является (п — 1)-мерным выпуклым многогранником в(А), который 
мы называем вершинной фигурой многогранника Пп при вершине А.5) Этот 
многогранник, очевидно, вписан в (п — 2)-шар и каждая его грань является вер­
шинной фигурой при вершине А некоторой грани многогранника Ял, для кото­
рой точка А служит вершиной. 

Лемма 5. Пусть Пп — многогранник типа (5). Тогда существует число N(Пп) 
так, что в каждой вершине каждого многогранника Я„ + 1 типа (5) существует 
не более N(Пп) граней, изоморфных многограннику Пп. 

Это утверждение непосредственно вытекает из того факта, что при каждой 
вершине выпуклого п-мерного многогранника сумма сферических (п — 2)-мер-
ных площадей всех прилегающих к этой вершине (п — 1)-мерных граней 
меньше (п — 2)-мерной площади поверхности единичного (п — 2)-шара.6) 

Дадим самостоятельное доказательство. Построим множество вершин­
ных фигур всех (п + 1)-мерных многогранников типа (3), обладающих ребрами 
единичной длины. Определим для каждой вершинной фигуры сумму (п — 1)-
мерных объемов всех ее граней. Множество этих чисел ограничено сверху. 
(Каждая из вершинных фигур вписана в (п — 1)-шар, радиус которого меньше 
единицы. Отсюда уже при помощи (3) нетрудно построить указанное ограни­
чение сверху.) Некоторые грани указанных вершинных фигур изоморфны с вер­
шинными фигурами многогранника Я„. Многогранник Пп обладает лишь ко-

5) См. [2], стр. 128. 6 ) См. [3], стр. 121. 
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нечным числом вершин, а, следовательно, и конечным числом неизоморфных, 
фигур. 

Пусть рассматриваемый многогранник Пп обладает ребрами единичной дли­
ны. Так как ребра многогранников Я й + 1 также имеют единичную длину, из за­
мечания 5 и из леммы 4 следует, что каждая грань многогранника Пп+1, изо­
морфная с Яп, будет конгруэнтной с Яп. Так как (п — 1)-мерные объемы всех 
вершинных фигур многогранника Пп ограничены снизу положительным числом 
(хотя бы (п — 1)-мерным объемом вершинной фигуры с наименьшим (п — 1)-
мерым объемом), а множество сумм (п — 1)-мерных объемов всех граней лю­
бой вершинной фигуры из Пп+1 ограничено сверху, следует уже отсюда суще­
ствование числа ЩПп), ч. т. д. 

Доказательство теоремы 2 проведем по методу математической индук­
ции. Для и = 3 теорема справедлива (теорема 1). Пусть п ^ 4 — какое-либо на­
туральное число, и теорема справедлива для размерности п — 1. Без нарушения 
общности можно ограничиться исследованием лишь тех п-мерных многогран­
ников типа (5), которые вписаны в единичный (п — 1)-шар. Согласно замечанию* 
4 и по условиям индукции среди граней этих многогранников имеется лишь ко­
нечное число неизоморфных типов. Отсюда и из леммы 5 следует, что и среди 
вершин имеется лишь конечное число неизоморфных типов. Так как многогран­
ники Яй вписаны в единичный (п — 1)-шар, две изоморфные вершины кон­
груэнтны. (Ребра каждой из рассматриваемых вершин имеют одинаковую дли-~ 
ну. Если ребра одной вершины одинаковой длины с ребрами второй вершины,, 
то по лемме 4 соответствующие друг другу грани этих вершин конгруэнтны 
и, следовательно, согласно (2) эти вершины конгруэнтны. Пусть ребра первой 
вершины короче ребер второй вершины. Преобразуем с помощью гомотетии: 
первую вершину в вершину с той же длиной ребер, как ребра второй вершины. 
По доказанному выше, эти две вершины конгруэнтны, но первая вписана, 
в (п — 1)-шар с радиусом > 1, а вторая — в (п — 1)- шар единичного радиуса; 
получаем противоречие.) Отсюда следует, что имеется лишь конечное число 
всех возможных длин ребер у рассматриваемых многогранников Яп. Отсюда^ 
с использованием леммы 4 выведем, что среди граней рассматриваемых много­
гранников имеется лишь конечное число неконгруэнтных граней. Отсюда сле­
дует существование числа N так, что каждый рассматриваемый многогранник Пп 

может иметь не более N конгруэнтных граней. (Так как все рассматриваемые 
многогранники вписаны в единичный (п — 1)-шар, нетрудно построить вы­
пуклый многогранник, содержащий этот (п — 1)-шар, откуда уже в силу (3) вы­
текает существование числа ДО.) Итак, среди рассматриваемых многогранников 
существует лишь конечное число неизоморфных типов и, следовательно, (па-
лемме 4) среди рассматриваемых многогранников существует лишь конечное 
число неконгруэнтных многогранников. Теорема 2 доказана. 

Проблема. Отыскать все многогранники типа (5). 
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Добавление. Докажем утверждения (1), (2). Рассмотрим п-мерный выпуклый 
многогранник Яп. Две из его граней ЯП-1,ЯП_1 мы назовем соседними, если эти; 
два (п — 1)-мерных многогранника имеют общую грань Яп_ 2. Так как каждая 
грань многогранника Пп лежит в одной и только одной из ограничивающих 
гиперплоскостей, а две различные грани лежат в двух различных гиперплоскос­
тях, то каждая (п — 2)-мерная грань Я й _ 2 многогранника Пп лежит в двух 
и только в двух гранях Я„_1,ЯП„1 многогранника Яп (эти грани — соседние). 

Докажем теперь справедливость следующего утверждения: 

(4) Пусть Пп (п ^ 3) — выпуклый п-мерный многогранник, Я п _ 3 — какая-либо* 
из его (п — Ъ)-мерных граней. Тогда все грани многогранника Пп, содержащие 
Яп_ 3, можно упорядочить в виде цикла 

(ед я<1\, _<!>,., .... л » , 
так, что любые две следующие одна за другой грани Л^111, П^*^ (г т о ё к) явля­
ются соседними. 

Для п = 3 утверждение 4 справедливо, так как исходящие из одной и той же 
вершины грани выпуклого многогранника можно упорядочить в виде требуемо­
го цикла. Пусть п ^ 4 — какое-либо натуральное число и пусть утверждение (4) 
справедливо для (п — 1)-мерных многогранников. Пусть Яп, Я п _ 3 — много­
гранники, упомянутые в утверждении. Пусть А — какая-либо вершина много­
гранника Яп_ 3 (а, значит, и многогранника П„). Очевидно, существует гипер­
плоскость ^ так, что она пересекает все ребра многогранника Япэ исходящие из 
вершины А9 в их внутренних точках (гиперплоскость ^ „отрежет" вершину Л). 
Очевидно, гиперплоскость # пересечет многогранник Яп в (п — 1)-мерном много­
граннике Гп_1. Каждая /с-мерная грань Пк изЯп, исходящая из вершины А9 пере­
секается с гиперплоскостью ^в(к — 1)-мерной грани Гк„х многогранника Гп-г. 
Отображение /, Пк <-* ГЛ_Х сохраняет инцидентность. Отсюда уже легко следует 
утверждение. 

Из (4) следует, что и все (в — 2)-мерные грани из Яп, содержащие данную 
Яп_ 3, можно точно так же упорядочить в виде цикла 

(С2) ^ « - 2 » -^и-2 > •••> -^и-2 

так, что любые следующие одна за другой (п — 2)-мерные грани 

Я<_2, Я ^ > (г той к) 

являются соседними гранями многогранника Яи*_ г из цикла (сх). 

Справедливо следующее утверждение: 
(5) Пусть Пп (п ^ 3) — выпуклый п-мерный многогранник. Некоторым его 

(п — 2)-мерным граням припишем знак + или —. Это нельзя сделать так, чтобы 
у циклов (с2), у которых наблюдается хоть одна перемена знака, были по крайней 
мере четыре перемены знака. 
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При доказательстве воспользуемся математической индукцией. Для п = 3 
утверждение справедливо. (Лемма называется леммой Коши.)7) Пусть утверж­
дение справедливо для (п — 1)-мерных многогранников (п _̂  4) и пусть Пп — 
вьшуклый многогранник, приведенный в утверждении. Пусть некоторые его 
(п — 2)-мерные грани обозначены знаком + или —, причем так, что в каждом 
(с2), в котором имеется хоть одна перемена знака (при прохождении цикла 
в указанном порядке), имеется по крайней мере четыре перемены знака. Пусть 
(с2) — какой-либо цикл, содержащий ненулевое число перемен знака, и пусть 
А — одна из вершин многогранника Яп__3, который определяет цикл (с2). Отре­
жем вершину А гиперплоскостью д. (Гиперплоскость д построим так же, как 
и в конце доказательства утверждения (4) — она пересекает все ребра много­
гранника Яп, исходящие из А, в их внутренних точках.) Обозначим (п — Замер­
ные грани многогранника пересечения Гп_ г при помощи отображения/знаками 
-г- или —. По предположению шщукции произвести такие обозначения в много­
граннике Гп„! невозможно; ч. т. д. 

Доказательство утверждения (1) проведем следующим образом. Пусть 
Лп, П'п — два изоморфных многогранника, упомянутых в утверждении (1). Если 
двутранные углы равны друг другу, то эти многогранники конгруэнтны. Пусть 
это не имеет места и пусть П(

п

12и П{22и П^2иПп

221 — грани многогранников 
П„,ПП такие, что для их двугранных углов аи а[ имеет место аг < а'и Пара гра­
ней Пп

12иП
(221 принадлежит, очевидно, хоть одному цилку (сх). Обозначим 

изоморфный ему цикл в Пп через (с'х). Пусть Я„_3, Я п _ 3 суть (п — 3)-мерные 
грани, определяющие циклы (сг), (с[). Возьмем внутриЯп_3, соотв. Я„_3 какую-
либо точку X, соотв. Х\ Пусть Е3, соотв. Е3 есть трехмерное пространство, про­
ходящее через точку X, соотв. X', и тотально перпендикулярное кЯ„_3, соотв. 
Яп_3. Пространство Е3, соотв. Е3, пересечет многогранникЯп, соотв. Яп, в выпук­
лом многограннике, который мы обозначим через Г3, соотв. Г3. Точка X, соотв. 
X', является вершиной Г3, соотв. Г3. Отдельные грани многогранника Г3, исхо­
дящие из вершины X, высекаются из простанства Е3 теми гранями многогран­
ника Яп, которые принадлежат циклу (сх). Двугранные углы при вершине X 
многогранника Г3 являются двугранными углами между соответственными 
гранями цикла (сх). Угол между соседними ребрами той грани вершины X, ко­
торая соответствует грани Я^_х цикла (сх), является двугранным углом тех 
двух соседних граней многогранника Яп'21? которые содержат многогранник 
Яп_ 3. Отсюда следует, что вершины X, X' многогранников Г3, Г 3 изоморфны, 
соответственные грани конгруэнтны, а соответствующие друг другу двугран­
ные углы не все одинаковы (ах < а[). По известной теореме о вьшуклых много­
гранных углах8) в цикле чисел (а± — а'и а2 — а'2, ...,ак — а'к) имеются по край­
ней мере четыре перемены знака. Числа а( и а[ имеют значение двугранных углов 
многогранников Я„ и Яп. Сопоставим теперь знак + такой (п — 2)-мерной грани 

7 ) См. [1], стр. 85. 
8 ) См. [1], стр. 151. 
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Я л _ 2 многогранника Ял, для которой а - а' > 0 (угол а - двугранный угол 
между содержащими Я л _ 2 гранями, а' — угол, соответствующий углу а при 
данном изоморфизме). Аналогично обозначим некоторые (п — 2)-мерные грани 
знаком —. Но согласно (5) произвести такие обозначения невозможно — полу­
чаем противоречие; ч, т. д. 

Утверждение (2) следует из (5) так: Отрежем вершину А подходящей гипер­
плоскостью д и построим многогранник пересечения Гл_!. Все (п — 2)-мерные 
грани многогранника Ял, исходящие из вершины А, обозначим знаком •+•, если 
а — а' > 0 (аналогично обозначим некоторые (п — 2)-мерные грани знаком —). 
Эти обозначения перенесем на (п — 3)-мерные грани Гл_3 многогранника Гл^х. 
Для многогранника Гп^х из (5) и из8) следует, что всегда а = а' для соответ­
ствующих друг другу двугранных углов многогранников Ял, Пп при вершинах 
А, А'. Доказательство закончено. 
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Уу*ап 

^Е^ЕN РКОВЕЁМ О КОКУЕХМСН М ^ Н 0 8 Т Ё Ш С Н 

VАс̂АV РОТАК, Вгао 

Копуехш тпопо81:ёп V Ел зе пагууа Vу2паспу г^о^8^^ейоVу9) )ъ&й\г5 ех18Т.и]1 )о\ю 
(п — 1)-кои1е К0, Къ К2 (Кт $е сЫ:ука у.5есп ^епо т-гогтётусЬ 81хап) а ргуё ёуё 
8̂ои зоизйеёпё. V ргас1 ]е ёокагапо, ге рго каМои сИтеш! п ^ 3 ехлзиуе роиге 

копеспё тпопо уугпаспусЬ 1гоз81хедоуусп тпоЬозЙпй (а2 па роёоЪпоз!:). РгоЫё-
т е т е̂ па1ё21: узесЬпу 1у1:о тпоЬо81:ёпу. 

З и т т а г у 

ОN А РКОВ^ЕМ <ХтСЕ1ШШО СОNVЕX РО^УТОРЕ8 

УАСТАУ РОТАК, Вгпо 

А сопуех ро1угоре ш Ел 131егтеё сИзйпдшзпей ХгхсепХгхс йЧЬеге ехгз! гЬгее (п — 1)-
•<Цтеп5юпа1 зрпегез К0, Кх, К2 (Кт {оиспез а11 т-(Нтеп8Юпа1 81<1ез) $исп Ша* 
К0> Кх аге сопсепйис. II: 18 ргоуей Ша1 (ир Хо $11ш1ап1:у) Гог еуегу ёнпепзюп п ^ 3 
1Ьеге ех1818 оп1у а ппке питЬег оГ оизйпёшапес!1псеп1пс ро1у1орез. ТЬе ргоЫет оГ 
гшо!т§ а11 зисЬ. ро1у1оре8 18 розес!. 

9 ) Иккм паV̂ 1̂1 V. НАVЕ .̂ 
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