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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 88 (1963), Praha

O EXISTENCI MNOHOUHELNIKA S PREDEPSANYMI SMERY STRAN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Doslo dne 29. prosince 1961)

Existence mnohothelnika s danymi sméry stran a pfibuzné otdzky jsou
vySetfeny na zdkladé elementdrnich poznatkl z geometrické mechaniky.
Clanek velmi tizce souvisi s pracemi [8], [2], [4] a [5] s [6]; posledni dv& byly
publikovany pfi recensnim fizeni tohoto piispévku.

Uvod. K. LoWNER [7] dokézal, Ze nejmensi konvexni obal sférického obrazu k
teden prostorové spojité diferencovatelné uzaviené k¥ivky I obsahuje st¥ed jednotkové
kulové plochy jako vnitfni bod. W. FENCHEL [3] zjistil, Ze i obriceni je spravné: Je-li k
uzaviena rektifikovatelna kfivka na jednotkové kulové plose, jejiZz nejmensi konvexni
obal obsahuje stfed kulové plochy jako vnitini bod, existuje uzaviend prostorova
spojité diferencovatelna k¥ivka I' se sférickym obrazem k teCen. SALKOWSKIHO ditkaz
Lownerova tvrzeni, ktery uvadi Fenchel v [3], 1ze snadno pfizpusobit i pro nereguldarni
kiivky I' véetn€ mnohouhelnikti. Vznikd pak pfirozend otazka, lze-li i Fenchelovu
vétu rozsifit. Odpovéd je positivni.

Podrobné budeme diskutovat jen rovinny pfipad: Na jednotkové kruZnici se stfe-
dem O zvolme soustavu S bodi

(1) S1, 8, ...,8, (n23),

z nichZ Z4dné dva sousedni nesplyvaji anebo neleZi na témZe priiméru; body S; a S,
povaZujeme za sousedni. O soustavé S prohlasime, Ze je usporddana vzestupné, ma-li
tuto vlastnost: Ob&hneme-li jednotkovou kruZnici v témZ jistém smyslu, je za bodem
S, bod S,, za bodem S, bod Sj, ..., za bodem S, bod S;. Dile zvolme lomenou aru L
s vrcholy Ay, 45, ..., Ay, A, 43 P A1 = Ay je C&ra L mnohothelnik, ktery ozna-
¢ime M a budeme o n€m predpokléddat, Ze Zadné tfi jeho sousedni vrcholy neleZi na
piimce. JestliZe pro kazdé i = 1,2, ..., n jsou u mnohouhelnika M vazané vektory
A;+1 — A; 2 S; — O souhlasné rovnobéZné, fekneme, Ze mnohothelnik M je uréen
soustavou S. Pak plati:

Véta 1. Soustava S uréuje mnohouhelnik M tehdy a jen tehdy, kdyZ jeji nejmensi
konvexni obal obsahuje stfed O jako svilj vnitini bod.
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Véta 2. KaZdd vzestupné uspoFddand soustava S, kterd spliiuje podminku z véty I,
uréuje jednoduchy mnohouhelnik.

S existenci naseho mnohothelnika je spjata i tato véta:

Véta 3. Necht je ddna soustava dvou rovnic on — 1 = 2 nezndmych z;
n—1 n—1
(2) Zaizi+a,,=0, Zﬁizi+ﬁ,,=0.
. i=1 i=1

Bod s pravouhlymi soufadnicemi [a;, B;] oznaéme R; (i = 1,2, ..., n). Soustava (2)
md FeSeni sloZené pouze z kladnych isel tehdy a jen tehdy, kdyZ nejmensi konvexni
obal bodii Ry, R,, ..., R, obsahuje poddtek soustavy souradnic jako vnitfni bod.

Vsecky véty dokaZeme jistou modifikaci Fenchelovy mySlenky z dikazu jeho véty.
Pro zékladni pojmy a véty z mechaniky soustavy hmotnych bodid odkazujeme na [1],
str. 152—157. Zv148t& jen vytkneme, Ze systém hmotnych bodi s kladnymi hmotami
ma t&Zist& uvnitf svého nejmensiho konvexniho obalu. Aby vynikla elementarnost
celého postupu a uZiteCnost i dosah Fenchelovy myslenky, provedeme diikazy po-
drobnéji neZ by bylo nutné tfeba.

V prostoru se jednotkova kruZnice nahradi jednotkovou kulovou plochou a véta 1
plati beze zmény. V jejim diikazu v odst. 1 je dimense prostoru zcela nepodstatna.

1. Dikaz véty 1. V soustav& pravodhlych soufadnic s polatkem ve stfedu O
budte [x,, y;] soufadnice bodu S;, (u;v;) soufadnice vektoru 4;;; — 4; a déle
ozna&me a; > 0 jeho velikost (i = 1, 2, ..., n). MnoZinu vnitfnich bodd nejmensiho
konvexniho obalu bodd S;,S;,4,...,S, (j=1,2,...,n — 1) oznaime je¥td
K(Sj, ..., S,)-

n

a) Necht mnohothelnik M je uréen soustavou S. Pak je Yu=0, Z v; = 0 a sou-
i=1 =1

Gasn@u; = ax, v; = a;y; (i =1,2,.., n), takZe Za x; =0, Za,yi = 0. Tyto rov-
nice znamenaji, Ze systém hmotnych bodd, ktery dostaneme kdyi body (1) opatfime

v,

postupné kladnymi hmotami ay,a,,...,a, ma t&Z§te€ v polatku O. Tedy .O €
€ K(S;, ..., S,).

b) Necht bod 0 e K(S;, ..., S,). DokaZeme, Ze pak lze body (1) opatfit kladnymi -
hmotami tak, aby vznikly systém hmotnych bodf m¥] t&Zi§té v podatku. — 1) Opatfme
bod S, libovolnou kladnou hmotou m,. Na prodlouZeni isetky S,0 za bod O exis-
tuje bod 0, € K(S,, .., S,); opatfme jej kladnou hmotou m} tak, aby t&i§t& hmotnych
bodi S,, O, byl bod 0. — 2) Na prodlouZeni tse¢ky S,0, za bod O, existuje bod
05 € K(S;, ..., S,). Opatfme body S, a 05 kladnymi hmotami m, a m} tak, aby jejich
t&%i§té byl bod O, s totlni hmotou mj3. — 3) ... — n ~ 2)Na prodlouZeni tuse¥ky
S,-20,-, za bod O,_, existuje bod O,_; € K(S,-, S,.), tj. bod oteviené usedky
'S,-4S,. Opatfme body S,_, a O,_, kladnymi hmotami m,__, a m}_, tak, aby jejich
t&%i%t& byl bod 0, _, s totalni hmotou my—,. — n — 1) Opatfme body S,_, a S, klad-

318



nymi hmotami m,_; a m, tak, aby jejich t&Zi§té¢ byl bod O,_, s totdlni hmotou
mr_,.

Pak systém hmotnych bodd (1) opatfenych postupnd kladnymi hmotami my
my, ..., m, podle vy$e uvedené konstrukce ma t&Zi§t€ v poéatku O. Je tedy Z mx; =
=0, Z m,yi = 0. Zvolme lomenou &aru L s vrcholy 4y, 4,, ..., 4,4+ tak, aby platilo
Ay — A: = mS; — 0); i = 1,2, ..., n. Pro soufadnice (u;, v;) vektord 4;,; — 4;
tedy plati u; = mx;, v, = myy; (i = 1,2,...,n), tak¥e Y, u; = 0, ). v; = 0. To viak

i=1 i=1
znamend A4, ., = A,, tak¥e lomena &ira L je vskutku mnohothelnik M urleny sou-
stavou'S.

Diikaz obsahuje i konstrukci v§ech mnohouhelnikd M urdenych soustavou S.

2. Dlikaz véty 2. V celém odst. 2 budeme pfedpokladat, Ze soustava S uréuje mno-
hotihelnik M. Opatfime-li body (1) postupn& kladnymi hmotami
(3) PO P
vznikne systém hmotnych bodd, ktery podle odst. 1 méa t&Zi§té¢ v bodé 0. Mnoho-
thelnik M nikoliv jednoduchy m4 budto a) dva vrcholy totoZné, nebo b) jedna strana

obsahuje vrchol jako vnitfni bod, nebo c) dv& strany maji spoledny vnitfni bod; jiné
moZnosti neni (viz [2], str. 417).

Podminku pro jednoduchost mnohouhelnika M lze pak vyslovit takto: BudiZ
4 St Siats e S;

libovolnd skupina alespori t¥f a nejvyse n — 1 po sobé& jdoucich bodii (1) v cyklickém
uspordddni®) a opatfenych pFislusnymi hmotami z (3). Té¥isté tohoto systému hmot-
nych bodii nesplyvd o) se stfedem O, a to ani po pFipadném zmenSeni B) hmoty
v jednom z bodi S;, S; nebo y) hmot v obou bodech S, S;.

Dikaz. Kdyby nenastal ptipad «) [resp. B) resp. Y)], doslo by podle odst. 1 k si-
tuaci uvedené vyse v tomto odst. 2 sub a) [resp. sub b) resp. sub c)]. (Eventuélni rovno-
béZnost dvou sousednich stran, kterd tu miZe nastat — a jiZ jsme d¥ive ptedpokladem
o soustavé bodi (1) vylutovali — zfejm& nevadi, nebof vz4jemna poloha bodi (1) byla
v dosavadnich tivahich zcela nepodstatna.)

Poznamenejme vyslovng, Ze v prostoru se podminka pro jednoduchost mnoho-
thelnika M urdeného soustavou S formuluje a dokéZe iplné stejns.

Necht nyni soustava S je uspofddéna vzestupné. — Pfedpokladejme pfedné, Ze nej-
men3{ konvexni obal bod (4) neobsahuje bod O jako sviij vnit¥ni bod; pak jist plati
viecky t¥i p¥ipady z vySe uvedené podminky. — Za druhé pfedpoklidejme, Ze bod O
je vnit¥ni bod nejmensiho konvexniho obalu bodd (4). T¥%8t¥ T systému hmotnych
bod (4) leZi — i po pfipadném zmenSeni hmot m,a m; — v té%e oteviené poloroving

1y Tedy napt. S,_,S,S, atp.
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vytaté spojnici S;S; jako bod O a v opacné oteviené polorovin€ leZi t€Zist€ T* systému
hmotnych bodd, ktery dostaneme, kdyZ z hmotnych bodi (1) odstranime hmotné

body (4) T&Zidt& T je tedy vZdy vzdalengjsi od spojnice S; S; neZ bod O. Opét plati
vSecky tfi pfipady z naSi podminky.

3. Diikaz véty 3. Snadno se nahlédne, e obecn& nehomogenni soustava (2) mi
feSeni sloZené pouze z kladnych &isel tehdy a jen tehdy, ma-li takové feSeni i homo-
genni soustava s n nezndmymi t;

©) i:ocjtJ-:O, iﬂjtjzo_

Necht soustava (5) ma FeSeni
(6) fotseentys ;>0 (j=1,2,..,n).

Opatfime-li bod R; kladnou hmotou ¢; (j = 1,2, ..., n), dostaneme systém n hmot-
nych bodi, jehoZ t&Zisté je podle (5) v poatku. To znamena, Ze pocatek je vnitfnim
bodem nejmensiho konvexniho obalu bodit R;, R,, ..., R,.

Naopak necht nejmensi konvexni obal té&chto bodi obsahuje podatek jako vnitini
bod. Pak je miiZeme — podle konstrukce v &sti b) odst. 1 — opatfit hmotami (6) tak,
aby vznikly systém n hmotnych bodd mél t&%st€ v po&atku. Pak viak plati (5).
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Pe3zroMme

O CYIIECTBOBAHMIM MHOI'OYI'OJIBHUKA C IPEOIINCAHHBIMUA
HATIPABJIEHVAMMU CTOPOH

3BBIHEK HAIEHUK (Zbynék Nédenik), IIpara

T €OMETPUA MATECPHAJIBHBIX TOYEK MCIIOJIb30BaHA K 3JICMCHTAPHOMY BBIPAXCHHUIO
YCIIOBHH, IO KOTOPBIM [OAHHBIC HAIIPABJICHUA SBJIAOTCA HANOPAaBICHUSIMH CTOPOH
MHOI'OYTOJIbHHKA.

Zusammenfassung

UBER DIE EXISTENZ EINES VIELECKES MIT VORGESCHRIEBENEN
SEITENRICHTUNGEN

ZBYNEK NADENIK, Praha
Die Geometrie der Massenpunkte wird zur elementaren Formulierung der Bedin-

gungen benutzt, bei denen die gegebenen Richtungen die Seitenrichtungen eines
Vieleckes sind.
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