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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 88 (1963), Praha

NEKTERE ZAKLADNI SMERY A PROBLEMATIKA
V DESKRIPTIVNI GEOMETRII

H. ®. YETBEPVXUVH a B. A. MAHEBIUY, Moskva
(Doslo dne 21. srpna 1962)

V ¢lanku jsou uvedeny nékteré sméry v deskriptivni geometrii a problema-
tika pfi studiu polohové a metrické tiplnosti s aplikacemi v teorii mnoho-
sténl a pfi studiu axonometrie a zobecnéného Cayleyova problému.

V souvislosti s mnoZstvim ndmétd v kaZdém sméru se zminime podrobnéji jen
o nekterych.

V poslednich letech pouZivali autofi v fad& praci z deskriptivni geometrie pro sestro-
jovani konstruktivnich zobrazeni projektivni aparat, ktery umoZiiuje feSit rozliéné
prostorové tlohy (3. A. Cromnen, B. A. Maresr1 aj.). Tak se stale vice rozviji smér,
ktery dostal nazev ,,projektivné deskriptivni geometrie*.

Stale castéji se ozyvaji hlasy o tcelnosti spojeni celého grafického cyklu disciplin
(deskriptivni geometrie, nomografie, grafické metody) v jeden celek. Takové naméty
byly udinény v SSSR i v zahrani&i (H. A. I'marones, E. Kruprpa, E. HOHENBERG aj.)
s navrhem nazyvat jednotnou disciplinu , konstruktivni geometrie*. '

Pokraduje se ve studiu polohové a metrické uplnosti zobrazeni a jejiho vicerozmér-
ného zobecnéni.

UPLNOST ZOBRAZENI MNOHOSTENU

UvaZujme nékolik problémi spojenych s rovno-
béZnym promitinim.

Vybereme z rovnobéZného primétu ¢’ obrazce &
&tyfi libovolné body A’, B', C’, D’, které zobrazuji
Ctyrstén ABCD obrazce @, a budeme promitat ostat-
ni body priimétu &’ z bodu 4’.

JestliZe pro bod M’ je urlen bod M = (B'C’'D")n
N (A'M")"), pak se nazyva bod M’ uréitym a bod
Obr. 1. M jeho stopou (obr. 1).

1y Zde znadi (B’C’D’), ptip. (4’M"), rovinu uréenou body B’, C’, D’, p¥ip. p¥imku uréenou
body 4’, M’ a obdobng dile.
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Prim&t @' se nazyva uplnym (pfesnéji ,,polohové tplnym*), jsou-li viechny jeho
body urgité. V opatném p¥ipads se nazyva neiplnym (viz [1], str. 47 a dalij). Podet
parametrdl k, které musi byt dodate¢n® zadany k primétu @', aby se stal uplnym, se
nazyva koeficientem neiiplnosti. Pro tplny primst je k = 0 (viz [1], str. 48 a zvIastg
str. 53 a dals).

Bud dén rovnobéZny primét sit€ mnohosténu. Tento primét miZe byt Gplny nebo
netplny. Jsou znamy tyto dv& vty (viz [2], str. 175—178):

1. Pramé&t mnohosténu, z jehoZ kaZdého vrcholu vychézeji tfi hrany (tak zvaného
,»obecného* mnohosténu), je vZdy uplny.

2. Je-lin > 4 podet vrcholi mnohosténu, ktery ma pouze trojuhelnikové sté€ny, pak
jeho priimét je neviplny s koeficientem netiplnosti rovoym n — 4.

Jejich disledkem je:

a) Priim&ty mnohost&ni, které maji sit¥ topologicky ekvivalentni se &tyrst&nem,
krychli nebo dvanactisténem, jsou tplné (z véty 1).

b) Priméty mnohostént, které maji sit¥ topologicky ekvivalentni s osmisténem
nebo dvacetisténem, jsou neuplné (z véty 2).

Problém urdéeni koeficientu neuplnosti pro danou sit mnohosténu neni zcela roz-
feSen, protoZe k sestaveni vzorci je tfeba pfedem grafické analyzy sité (viz [2], str.
178—179).

Zajimavy je také jiny problem zkoumdni projektivni a afinni tuhosti mnoho-
sténil.

Mnohostén se nazyva projektivné (afznne) tuhym, jestlize jakykoliv jiny k nému
topologicky ekvivalentni mnohostén, jehoZ st&ny jsou projektivni (aﬁnm) s piislus-
nymi sténami prvatho mnohosténu, je jeho. projektivnim (afinnim) obrazem.

Pokud je znamo, zabyva se touto otazkou pouze jedna prace [3], ve které je formu-
lovana nutna a postadujici podminka afinni tuhosti mnohosténi, spo&ivajici v tpl-
nosti rovnob&Zného primétu mnohosténu.

AXONOMETRIE A CAYLEYUV PROBLEM

Axonometrie je ¢ast deskriptivni geometrie, ktera zobrazuje na ndkresnu geometric-
ké utvary spolené se systémem soufadnic, ke kterému jsou vztaZeny.

1. Vezmeme-li za zobrazeni stfedové promitani, dostaneme sttedovou" axonometnl,
kterd mé velky vyznam pro feSeni praktickych uloh. Zakladni tdlohy sttedové axo-
nometrie jsou vyloZeny v praci [4]. V této oblasti dosud nebyla zkoumana existence
redlnosti feSeni pfi konmstrukci na obraze stfedové axonometrického systému
soufadnic, ktery ma nejvétsi volnost ve vybéru svych prvki.

S prvnim zobecn&nim dlohy stfedové axonometrie je moZno se seznmit v précx [5]-

UvaZujme zvldstni pFipady této ilohy:

a) Necht jsou dany dva ctyrstény ABCD a A;B;C,D, a pfimky ! a I,. Najdeme
takové body M a M, v prostoru, aby trsy M(ABCDI) a- M(4,B,C,D,l,) byly ko-
linearni.
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Vezmeme-li libovolny bod M prostoru, pak
(M)A (4BC)=m; (MB)n(ADC)=P; I, n(4,B,C;)=K.

Mezi rovinami ADC a A,D,C; urime svazek kolineaci I';:(4DCm) —
— (4,D,C;m}), kde m} jsou pfimky svazku |K|. Ve svazku kolineaci I'; odpovida
bodu P kuZelosetka, kterd prochizi body 4,, Cy, Dy, pfi¢emZ body P} této kuZelo-
seky (P} odpovida bodu P v kolineaci I';) tvofi Fadu, kter4 je projektivni se svazkem
|K| : Pi — m}. Tedy piimce B, P} odpovida rovina (I;mj). ProtoZe tento vztah je
projektivni, jsou body M} = (B,P}) n (I;m}) na prostorove kfivce m® tfetiho stupng.

Tedy kaZzdému bodu M odpovida prostorova kiivka m? tfetiho stupné.

b) Necht jsou dany dva &tyrstény ABCD a A;B;C;D, a dv& dvojice pnmek myna
my, ny, pfiemz m = (ABC), my; < (4,B,C,) (viz obr. 2):

D D,
¢ A; B,
A N —
B /Q/ N,
m

m N', / 1 N:

n,
Obr. 2.

Najdeme geometrické misto bodd P a P, takovych, aby trsy P(ABCDmn) a
Py(4,B,C;Dym n;) byly kolinerni. K tomu uréime kolineaci I :(ABCm)—
- (A1B1 C, ml)

Polofme n n (ABC) = N; ny 0 (4,B,C;) = N,. V kolineaci I odpovxda bodu N
bod N’. TudiZ pf¥imce NN; koresponduje v kolineaci I' pfimka N,N’.

Oznalme o rovinu NNin a a; rovinu N;N'n,. Tehdy zfejmé& hledané body P a P,
musi leZet v rovinach o a «;.

Budi P libovolny bod roviny o a dile (PD) N (ABC)= M, I : M -~ M,;(M,;D)n
N oy = P;. Tak je mezi rovinami o a o; stanovena kolineace, ve které jsou P a Py
odpovidajici si body.

c) Necht jsou dany dva &tyrstény ABCD a A,B,C,D, a dv& dvojice riiznobsZek
mnn= 0, m; nn; = 0,. Najdeme geometrické misto bodit P a P, takovych, aby
trsy P(ABCDmn) a Py(A,B,C;D;mn,) byly kolinearni. (OD)n (4BC)= K;
(0,Dy) N (44B,C;) = Ky; m n(ABC)= M; nn(ABC)= N; my n(4,B,C) =
= M,; n; n(4,B,C;) = Ny.

R. STURM dokézal (viz [6]), Ze geometricka mista bodii P° (v roving 4 BC) a bodt P?
(v rovin& 4,B,C,) takovych, Ze svazky

P°(4,B,C, M, N, K) X P{(4;, B;, C;, My, Ni, K,),
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jsou kfivky tfetiho stupng. Ozna&ime tyto k¥ivky y® a y}. Ka¥d4 dvojice odpovidaji-
cich si bodt P° a P{ indukuje kolineaci I :

(4, B, C, P°M, P°N, P°K) - (4;, By, Cy, P{M,, PIN,, PIK).
Vezmeme libovolny bod P na paprsku OP°.
(PD) N (ABC)=E < (P°K); I':E—E, c (P}K,); (D:E)n(0P))=P;.

Hledané body jsou P a P;. KaZzdému bodu P kuZele (0y?) zre_]me odpovida jediny
bod P, kuZele (0,7}).
Proto jsou hledana geometricka mista kuZele tfetiho stupng.

V tomto sméru neni feSena tato dloha:

Ctyrstén s bodem na hrané promitnout stfedové do obrazce shodného s jinym
danym étyrsténem s bodem na jeho hrané.

2. Z jinych dobfe znamych axonometrickych zplisobl je tfeba se zminit o axono-
metrii lineArni (E. KrRUPPA) a afinni (H. M. Beckun), které je vénovano mnoho praci
v Ceskoslovensku (V. HaveL, L. DRs aj.). Tyto prace pfedstavuji zijem o studium
jinych druhfi axonometrie.

3. Je znamo, Ze otézka promitani dvou pravouhlych systémi soufadnic O,x,y,z,
a 0,X,y,2, byla Felena v praci [7] (kde je ukdzina nutni a postatujici podminka).

Vznik4 tento problém: Najit nutné a postaéujici podminky pro promitdni na rovinu
dvou kartézskych systému soufadnic v prostoru. 4

Ztstaneme pfi tlloze o uréeni geometrickych mist bodd, z kterych by se promitaly
dva dané trojhrany a dvé& kuZelosecky kolinearnimi trsy.

V pfipadg, Ze by kuZelosecky splyvaly s absolutni kruZnici, dostaneme shodné trsy.

Necht jsou dany dva trojhrany O(a, b, ¢) a O,(ay, by, ¢;) a dvé kuZelosetky o® a of.
Najdeme geometrické misto bodt M a M, takovych, aby trsy M(a, b, c,o?) a
M,(ay, by, ¢y, of) byly kolinearni.

Poznamenejme, Ze kdybychom nasli takové body M a M,, pak libovolné body
pfimek MO a M0, by vyhovovaly poZadavkim ulohy.

Necht «, p¥ip. o, je rovina k¥ivky «?, ptip. of a nechf (MO) n a = P; (M;04) N
n oy = P,; ptimky a, b, ¢ protinaji « v bodech A4, B, C, pfimky a4, by, ¢, protinaji oty
v bodech A4,, B;, C;. Najdeme geometrické misto bodil P a P, takovych, Ze

(PA, PB, PC, «*) X (PyA;, P1By, P,Cy, 03).

Necht P je libovolny bod roviny «. VySetfime, kolik existuje odpovidajicich bodi P,
v roving «,. Z bodu P sestrojme tedny I, m k a?. V roving «, budeme hledat takové
body P,, aby ‘
Py(PyAy, P,By, P,Cy, 1y, my) A P(PA, PB,PC,1,m),
kde I,, m, jsou tedny k o (obr. 3).

Libovolny paprsek x > C; protina 4,B, v bodé X, kterému odpovida jediny bod Y
takOV}”, ze (AIBIXY) = (PA, PB, PC, l), tedy A1 Bl(X) _A_Al Bl(Y).
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Z bodu Ylze v¥ak vést dvé te¢ny k o2; oznadime je y a y,.

Mezi svazkem teen k o a svazkem |C;| je pfibuznost [2, 1], tj. kaZdému paprsku
svazku druhého stupné odpovida jeden paprsek svazku |C,|, ale kaZdému paprsku
svazku |C,| dva paprsky svazku telen. PriseCiky odpovidajicich si paprskd uréuji

kiivku tfetiho stupng y3, ktera prochazi body
P, Ay, By, C;.Bodu X lze pfifadit na 4,B; tako-

‘ vy bod Z, Ze (4,B,XZ) = (PA, PB, PC, n).

Obdobné dostaneme kfivku tfetiho stupng
83, kterd prochézi body A, By, C,. Priise-
&iky k¥ivek y® a 83, rfizné od 4, B, C;, jsou
hledanymi body. V bodech 4, a B, maji obg
kiivky y® a 6 spoledné te¢ny C;4, a C;B,,
C, tedy maji krom& A4,, B,, C; jeSt&¢ 9 — 2 ~

— 2 — 1 = 4 spole¢né body. Proto bodu P
roviny « odpovidaji &tyfi body P, roviny a.
Necht PA no®>=F,E; PiA, nai=F,,Ey;
Iam se dotykaji «® v bodech Za N; I, am,
Obr. 3. se dotykaji o? v bodech Z, a N;.
Mezi rovinami « a a, urdime kolineaci

PZNE.
P,Z,N,E, |

V této kolineaci si k¥ivky a? a a? odpovidaji. Kolineace

PZNF
P,Z\N\F,

ma stejnou vlastnost.

Tak kaZdému paprsku trsu |O| odpovidaji &tyfi paprsky trsu |0, | a naopak. Odpo-
vidajici si paprsky x a x, téchto trs maji tu vlastnost, Ze pro libovolné body M < x,
M, < x, jsou trsy M(a, b, ¢, «*) a M,(ay, by, ¢y, of) kolinearni.

Zavérem je nutno poznamenat, Ze bylo publikovano mnoho praci, které zobeciiuji
a roz§ifuji dfive ziskané vysledky trojrozmérné deskriptivni geometrie na n-rozmérné
prostory. Znacny poCet praci je vénovan aplikacim deskriptivni geometrie na inZenyr-
ské tlohy. Ve studiu v tomto sméru miiZe byt Gspésné pokracovano.
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Pesrome

HEKOTOPLIE OCHOBHBIE HAITPABJIEHMA
U ITPOBJIEMATUKA B OBJIACTM HAUYEPTATEJIBbHOM I'EOMETPUU

H. ©. YETBEPVXVH u B. A. MAHEBHIY, Mocksa

B craTbe coobiaercs 06 BcciaeqoBaHAIX BOPOCOB HOIHOMbI TIAPAILIEILHO-IPOSK-
IMOHHEIX U300pascenli TEOMETPIIECKHX GUIYp M, B YaCTHOCTH, MHOTOTDAHHUKOB.
OrmMmevaercs, 4To mpobiieMa OTHICKAHUS kK03¢hdHIMeHTa HEIOJHOTH H300pakeHAs
MHOTOTPaHHUKA II0 3aJaHHOH ero CeTKe €llie He BIIOJIHE pellleHa, T.K. COCTABICHUE
dopMy TpebyeT mpeaBapUTeIFHOrO aHaimu3a ceTku (cM. [2], crp. 178—179).

IlpencraBisgeT HHTEPEC Apyras MpobieMa: MCCIeJOBaHue ,, POSKTUBHOMN 1 adhuH-
HOH orcecmrocmu* MEOTOTPaHHAKOB [3].

B obnactu yenmpaavHoii akcoHoMempuy TaHbl KOHCTPYKTUBHBIE PEIICHUA psAla ee
BaXXHBIX 33124 [4]. OgHaKo OO cero BPeMEHHM HE HMCCIEIOBAHO CyLIECTBOBAaHWE NEH-
CTBUTEINIbHBIX PEIUCHUHA B 3THX CIIydasX.

0 HACTOSIIEro BPeMEHH HE MOJHOCTHIO pelligHa Cllenyromas 0000menHsas npo-
onema A. Kenu:

Hanvr 06a mempasdpa ABCD u A;B,C,D; u 06a KoHuyeckux ceuenus o> u o3.
Hatimu 2eomempuueckoe mecmo mouex M u. My maxux, 4mobblL c6A3KU M(ABCDa?)
u M,(A;B;C;D,0*) 6b11u KoAIUHEAPHBIMIL.

B HacTosmeR cTaThe peIleHbl YaCTHBIE CIYYaW STOH HpOﬁJ’IeMBI KOrJa BMECTO
IBYX IAHHbBIX KOHMYECKHX ceueHuii Gepyrcsa: 1. mBe mpsMele, 2. ABE Haphl NPAMBIX.
PaccMoTpeHa 3ajavya O HAXOXIOEHHH IE€OMETPHYECKHX MECT TOYeK, M3 KOTOPBIX
JaHHBIA TPEXOCHHUK H KOHUYECKOE CEYSHHUE, a TakKe OPYroH TPEXOCHUK ¥ KOHHYECKOE
CEYCHNE IMPOCKTHPOBAINCH OBl KOJUTHHEAPHBIMU CBA3KAMH.
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Résumé

SUR LES TENDANCES ET LES PROBLEMES FONDAMENTAUX
DE LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE

N. F. TCHETVEROUKHINE, V. A. MANEVITCH, Moscou

Dans ce travail, on examine les questions de savoir quand les projections paralléles |
de figures géométriques, en particulier de polyédres, sont complétes. Remarquons que |
le probléme de détermination du coefficient caractérisant P’état non-complet de la
projection d’un polyedre dont le réseau est donné n’est pas encore résolu compléte-
ment, car pour obtenir les formules il faut analyser d’abord le réseau (voir [2], p.
178—179).

Il y a encore un autre probléme intéressant: celui d’examiner la rigidité projective
-ou affine de polyédres [3].

Dans le domaine de I’axonométrie centrale, on a donné des solutions constructives
de plusieurs problémes importants [4]. Mais jusqu’a présent, on ne s’est pas intéressé
a étudier les problémes d’existence de solutions réelles dans ces cas.

On n’a pas encore résolu complétement le suivant probléme de A. Cayley géné-
ralisé:

Etant donnés deux tétraédres ABCD et A{B;CyD; ainsi que deux sections coni-
ques o et of, trouver lé lieu des points M et M, tels que les faisceaux M(ABCDu?) et
M;(A,B,C, D,a?) soient collinéaires. '

Dans le présent travail on résout quelques cas particuliers de ce probléme, & savoir
ceux ou I’on prend au lieu des deux sections coniques soit deux droites, soit deux
paires de droites. On envisage aussi le probléme de trouver le lieu des points tels que
triédre de référence et la conique donnée ainsi que l'autre triédre avec l'autre conique
soient projetés de ces points par des faisceaux collinéaires.
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