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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 89 (1964), Praha

UBER DAS VERALLGEMEINERTE RANDWERTPROBLEM
DER »n-TEN ORDNUNG

MicHAL GreGuUS, Bratislava

(Eingegangen am 10. November 1962)

In der Arbeit wird mit Hilfe der Greenschen Funktion das unhomogene
Randwertproblem der n-ten Ordnung mit verallgemeinerten Randbedingun-
gen gelost.

Einleitung. Es ist bekannt [1], dass wenn die lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung

L(y)=0
und n Randbedingungen
U(y) =0, i=12,...,n
in zwei Punkten a < b gegeben sind, dann kann man unter gewissen Voraussetzungen
zu einem beliebigen Punkt £ € (a, b) die sogenannte Greensche Funktion G(x, &) kon-
struieren, durch die Losung y des unhomogenen Problems
L(y) = r(x) > Ui(y) =0
in der Form

) = j "6, &) (&) d

ausgedriickt werden kann.

Dieses Ergebnis wird ferner zur Losung bestimmter Randwertprobleme mit Para-
meter in der Weise verwendet, dass das Problem auf eine bestimmte Fredholmsche
Integralgleichung zweiter Art iiberfiithrt wird.

In dieser Arbeit wird das angefiihrte Problem und die Randbedingungen ver-
allgemeinert.!)

1) Zuerst verallgemeinerte ich die Randbedingungen iiber m Punkte. Auf die in dieser Arbeit
angefiihrte Verallgemeinerung wurde ich von J. KURZWEIL aufmerksam gemacht.
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1. Es sei das Randwertproblem
n—1

d"y d 'y
1 L(y) = po =2 + oty =0,
¢y 0) = po 5+ P57 Py

Uy = Z y(’ Y(x)dey;, i=1,2,.

gegeben, wo ¢;; Massen mit endhcher Variation, und p, =+ 0, py, ..., p, stetige Funk-
tionen im Intervall {a, b) sind.

Setzen wir voraus, dass das Problem (1) unldsbar ist, d. h. dass seine einzige
Losung die Funktion ist, welche identisch verschwindet. Dann gilt folgender Satz:

Satz 1. Fiir einen beliebigen Punkt ¢ € (a, b) kann man die Funktion G(x, &)
konstruieren, welche folgende Eigenschaften hat:

1. G(x, &), 8/0x G(x, &) =.Gu(x, &), ..., " 7*ox""2G(x, &) = Gen-2(x, &) sind
stetige Funktionen von x € (a b>.

2. Die Funktion Gz-:(x, &) ist iiberall in {a, b) ausser dem Punkt ¢ stetig, wo stev
eine Unstetigkeit erster Art mit dem Sprung 1/po(€) hat, d. h

2 Gon-1 0,&) — Gen-s __0 -
@ (€+0,9 (¢ -0,9 0@)

3. Die Funktion G(x, &) ist die Losung der Differentialgleichung L(y) = 0 in den
Intervallen {a, £), {&, b) und erfiillt die RandbedingungenU (y) = 0,i =1,2,...,n
4. Die Funktion G(x, &) ist durch die Eigenschaften 1,2 und 3 eindeutig bestimmt.

Beweis. 3;(x), y2(x), ..., yo(x) sei ein Fundamentalsystem von Losungen der
Differentialgleichung L(y) = 0. Dann muss die Funktion G(x, &), welche wir kon-
struieren wollen, in den Igt;waﬂen {a, &), <&, b) die Form

G(x, &) = a1(§) y1(x) + () yo(x) + ... + (O yu(*) (@£x<9),
G(x, &) = by(&) y1(x) + ba(&) yo(x) + - + b(O) yu(X) (£ £ x Z D)

haben, wo a,(£), ..., a,(£), by(&), ..., b,(¢) Konstanten sind. Aus der Stetigkeit der
Funktion G(x, £) und ihren ersten n — 2 Ableitungen nach x im Punkte & und aus der
Bedingung (2) folgen fiir die Differenz ¢; = b; — a; n Bedingungen

i)+ ey O+ ...+ =0,
¢ Yi&) + 2 ¥28) + ... + e yad) =0,

et YT + cu Y"TO(E) + ... + ¥R =0,

e Y8OE) + ¢ ¥ + ..+ 6y I(E) =
Po(f)

Die Determinante dieses Systems ist die Wronskische Determinante des Funda-
mentalsystems der Losungen im Punkte &, und daher sind die Zahlen c; eindeutig
bestimmt.
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Wenn wir G(x, ) in die Bedingungen U,(y) = O einsetzen, wir bekommen fiir a;
folgendes System von Gleichungen:

n & . . prb i b .
» [ f I D(x) dpy; + j U= (x) dgoi,] S f W) g,
Jj=1 a & &

i=1,2,...,n

Die Determinante dieses Systems von Gleichungen ist von Null verschiedenen, weil
das Problem (1) unlsbar ist. Aus diesem System konnen also ay, a, ..., a, eindeutig
bestimmt werden und dann ist b; = ¢; + a;. (Wenn die rechte Seite dieses Systems
gleich Null ist, dann ist d¢; = 0 und b; = ¢;). Damit ist der Satz bewiesen.

2. Die Losung eines unhomogenen Problems in der Form eines Integrals. Es sei

3) L(y) =rx), U{y)=0, i=12,..,n

ein unhomogenes Problem. r(x) sei eine stetige Funktion im Intervall {a, b}. Setzen
wir voraus, dass das dem Problem (3) entsprechende Problem (1) unldsbar ist. Dann

gilt folgender

Satz 2. G(x, &) sei die zum Problem (1) gehorige Greensche Funktion. Dann ist die
Lésung y(x) des unhomogenen Problems (3) durch die Formel

¥x) = j "6x, &) (&) dz

gegeben.
Beweis. Aus der Stetigkeit der Ableitungen der Funktion G(x, &) nach x bis zur
Ordnung n — 2 eingerechnet im Intervall {a, b) folgt

W) = f 6, () dE, =12 un— 2,

YO~ 1(x) = 53[ f :Gxn-zoc, Hr()de + f

Gonea, ) 1(0) dé] =

x

- f G, € E + Goeal %) 7(x) +

a

+ bexn-l(x, &) (&) dé — Gn-2(x, x) 7(x) = bex"‘l(x> §r(das.
= ‘—%[ J:Gxn-l(x, &) ds + J:Gxn-l(x, &) (0 df] =
- f ben(x, () de + Gan-sx, x — 0) () —
Gan-i(x, x + 0) r(x) = f Gonlx, &) r(&) d + r((x ))
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weil
1

Gyn-1(X, X = 0) = Gn-s(, X + 0) = Gyn-1(x + 0, %) — Gpuos(x — 0, %) = .
Po(x)

Aus den so ermittelten Ableitungen folgt
. :
1) = [ 1166 A1 1O 4€ + 1) = 1(9).

Die Erfiillung der Randbedingungen U(y) = 0 reduziert sich jetzt zur Verwechs-
lung der Integrationfolge in den Integralen

b prb
Jijf—x(x, Hr(&)dédes;, i,j=12,..,n.

aJ a

Aus den Eigenschaften der Funktionen G(x, &) und r(¢) folgt, dass dies mdglich ist.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Bemerkung. Die bekannten Resultate iiber die Losung der Randwertprobleme der
Form

L(}’)=7‘(x), Ui(y):'Yi, i= 1,2,...,”,

wo y; Konstanten sind, und iiber die Aquivalenz der Randwertprobleme, welche vom
Parameter abhingen, gelten auch in diesem Falle und deshalb werden sie nicht ange-
fiihrt.
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Vytah
O ZOBECNENOM OKRAJOVOM PROBLEME #n-TEHO RADU

MicHAL GREGUS, Bratislava

V préci je rozrieSeny nehomogénny okrajovy problém n-tého radu so zovieobec-
nenymi okrajovymi podmienkami typu

n b
Lo) =r(x), UO) =3 Y9I U(x)dey;, i=1,2..,n,
J= a

kde ¢;; st miery s konednou varidciou. Rie§enie je prevedené pomocou Greenovej
funkcie.
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Peszome
OB OBOBIIEHHOI KPAEBOW 3AJAYE n-OT'O ITOPAIOKA

MUXAJI T'PET'YII, Bpatuciasa

B paboTe paspeimnena HEOQHOPOOHAS KpaeBas 3a/a4ya n-oro mopsaka ¢ 0000Imen-
HBIMH KPaeBBIMH YCJIOBHSIMH BHIA

n b
L(y) = r(x), Uu(y) =% Jy(j—l)(x) do;, i=1,2,..,n,
i=1)a

I1€ ¢;; — MEPHI C OTPAaHMYEHHBIM H3MEHEHHEM.
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