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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky astav CSAV, Praha
SVAZEK 89 # PRAHA 31.X.1964 % ClsLo 4

3AMEYAHUE K IIOCTPOEHUIO ITPABUMJILHBIX I'PA®OB
TPETBHEN CTEIIEHWA,
COJIEPXXKAIMNX TAMHUJIBTOHOBCKYIO OKPVXKHOCThH

\
\.

KAPEJI UVJIUK. (Karel Culik), ITpara
(TToCTYnMIIO B PEOAKIIAIO 24/1 1962 r.)

Onucano npocToe MOCTPOSHUE BCeX KOHEYHBIX IPABIILHEIX I'PadoB TpeThel
CTENeHH, COOePKAIIUX raMIIBTOHOBCKYIO OKPYXHOCTb.

B pa6oTe [1] u3moxeHO IOCTPOEHKE BCEX KOHETHBIX HEOPHHTHPOBaHHBIX I'pactoB
6e3 meTieit, KOTOpHIE:

(1) mpaBwILHBL B ABISAFOTCK TPadaME TPEThEH CTECHH,
(2) obmajaroT raMIILTOHOBCKOM OKPYXHOCTBIO U

(3) pasnoxuMbI Ha TAKHX TPH JHHEHHBIX (axTopa, YTO IPOM3BE/CHHE KaXIBIX
JBYX M3 HUX SBJIAETCS TaMUIbTOHOBCKOM OKPYKHOCTBIO.

PexyppeHTHBIE IOCTPOEHHA, HCHONB3yeMble B [1], COCTaBNEHBI M3 OCHOBHBIX
IOCTPOCHUH ABYX POJOB, ONKCAHUE KOTOPHIX CPaBHUTENBHO CIOXHO. B HacTosmie#
3aMeTKe MbI IOKaXeM, KakuM 06pasoM MOXKHO IPH IOMOIMM ONHOIO TOJIBKO,
COBEPIICHHO 3JIEMEHTAPHOTO NOCTPOCHMS, PEKYPPEeHTHO IIOJYYUTH Bce rpadsl,
ynoBnetsopsrome (1) u (2), T.e. BooGle Bce KOHeUHBIe NPaBIIbHEIC Ipadsl TpeThei
cremeHu (HEODHEHTHpOBaHHBIE M 0e3 merieif), copepXamiye IaMWIbTOHOBCKYIO
OKDYXHOCTb.

DTHM OJHAM BHIIIE YIOMAHYTHIM IIOCTPOSHHUEM SBIISIETCS. H3BECTHOE ,,COSTHHEHME
pebep* ([2], crp. 181), 9T0 3HaYWT ClEyIoulee: HA [BYX IPOM3BOJBHBIX peGpax
(wumz e Ha OHOM H TOM Xe pefpe) BHIGepeM IBe HOBBIX BEPIIMHEI, KOTOPhIE COE/H-
HEM HOBBIM peGpoM (IIpH STOM MEL AMeeM B BUIY BCe BpeMst IUIOCKHE IIPeCTaBIIe-
HUsA Bcex rpadoB, 9TO OYeHb YIPOILUAET ONMKCAHUE Koncrpyxuﬂﬁ). »»OOpaTHEIM
TOCTPOeHHEM K ,,COeTUHEHHIO pebep BEIOAST OOBIKHOBEHHO ,,pacleIlicHue
pebpa‘ ([2], cp. 183), uro Takxke sBiseTcst (IPE ONpPENENCHHON CIEIUHAA3aINM)
OJTHUM U3 OCHOBHBIX IOCTpOeHwi B [1].

Mz GymeM pa3yMmeTs ,,00paTHBIM®® ITOCTPOCHHEM K ,,COSTUHEHHIO pebep* T. Ha3.
»,OCBOOOXIeHue pebpa’‘, 9T0 3HAIAT: peOpO U BEPIIMHEL, KOTOPHIE OHO COSTUHSET,
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BHIOIYCTHM M B TOM MeCTe, Ile GBUIM paHbINE BEpPINMHEI, COCAWHHM OCTABIIMECS
mBa pebpa B 0fHO (Cle0BaTeNBHO, U3 BYX peGep BO3HMKHET BCEIla TONBKO OJHO,
puc. 1a), BO3MOXHO, 4TO M3 TpeX pe6ep BO3HHKHET TOJXBKO OXHO, puc. le)). Ilpu
aTOM Pebpo h, COeRMHSIOEE BEPIIKMHEL U, v = D) MOXEM BBIIYCTUTb TOILKO TOT-
I1a, €CIIH 5Ke HU OJTHA U3 BEPIIUH U, v He IPHHAIEKUT JBYXyTOJbHUKY, MK XKe B TOM
CIIydae, Korja obe BepIIMHEL ¥ peGpo h MpUHAIJIEXKAT JBYXYTOJBHUKY, HO U, U IPH
5TOM He COEJUHEHEI TpeMs MapajUlelbHBIMH pebpaMu W ocTaromuecs pebpa He

-
-
-
~—u

a c

a) _ b ¢

d) €)
Puc. 1.

BeyT W3 BepUIMH u,v B Ty ¢ BEpUIMHY (HCKIIOYEHHBIC CIyYad OCBOGOXIEHMS
pebpa h w306paxkensl Ha puc. 1b), ¢) u d)). JIerko BHgHO, 4TO IPHEBEAEHHBIE OrpPaHH-
9eHns OCBOOOXHeHHs pebep rapaHTHPYIOT, YTO B BO3HUKIIEM rpade He GymeT
‘meTae, T.e. 970 MBI GyaeM MMeTh Bce BpeMs JIeI0 ¢ KJIaccoM rpadoB, HecaeIyeMbIX
B [1].

Ecmu xe B rpade Henb3s 0CBOGOTATH HU OHO peOpo, TO MBI HA3EIBAEM €rO HENPH~
BomuMBIM. OUYEBHIHO, YTO ETUHCTBEHHBIM CBS3HBIM HEIPHBOAMMBIM rpadoM, yao-
BieTBOpstonmM (1), sBistercs rpad ra puc. 1d).
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Pebpa hy, h, MBI Ha3bIBaEM raMIJIbTOHOBCKOM Iapoii rpada, yaoBAETBOPAIOLIErO
(1), eciw wn xe hy = h,, wma hy, h, 06pasyroT ABYXYrONbEMK, WK hy, h, nexaT
Ha OJTHOH ¥ TOH XK€ TaMIJILTOHOBCKON OKPYKHOCTH.

Teopema. B xaxncdom zpadhe, komopetii gvinosnsem ycaoeua (1) u (2) u xomopwui
He ABAAEMCA HENpUBOOUMbIM, MONCHO 0C80600umb no Kpaiineii mepe 00HO pebpo
maxkum obpasom, umo eosnukwuil epag oname-maxu evmnosnsem (1) u (2) uau xce on
ceasen u Henpusooum. Haobopom, 6 xaxcoom 2page, xomoputii evinoansem (1) u (2)
AU KOMOpblii A6AAEMCA CBASHBIM U HENPUBOOUMBILM, CYUECMEYem 2aMULLIMOHOECKAA
napa pebep, u coeduHeHuem pebep 2aMUILIMOHOBCKOU napbl 5moz20 zpaga écez2oa
MOdICHO obpazosamb zpagh, yoosaemsoparowuil (1) u (2).

HMokasaTenscTBo. Ecmu jammsni rpad ymoBmersopser yomosuaM (1) u (2)
H eCJIi OH IIPH 3TOM HENPHBOJEM, TO B HEM HMeeTcs pebpo, CoeMHsrONee IBe
BEPILNHLI, KOTOPHIE HE SABIILIOTCA COCEOHUMH IO KpaifHe# Mepe B OHOM raMuJIbTO-
HOBCKO} OKPY>XHOCTH, IIJIH e B HEM TAaKOro pebpa HeT, T.e. KakIoe pe6po CoeaunsteT
TaKUX J(BE BEPIIMHEI, KOTOPHIE ABJIAIOTCS COCEJHMMIE Ha KaXIOH raMUIILTOHOBCKOMK
OKDPYXHOCTH JaHHOTO rpada. B mepBoM ciydae MOXHO, KOHEYHO, PACCMATPABAEMOE
pebpo ocBoGOAUTH (MMeeM JeNo C THIOM Ha puc. 1a)), Tax 4TO ONATH BO3HHKAET
rpad, semomEstommii (1) u (2), wm rpad, KoTOpEUA smBiseTcs cBsa3EbM (B3 (2)
BBITEKAE€T, YTO B PACCMAaTpHBAeMOM Ipade HET MOCTOB) M HEIPHBOJUMEIM. Bo
BTOPOM CiIydae JIaHHBIA Irpad COCTOMT M3 OTAEIbHBIX pebep M IOBYXyroJbHWKOB
TaxuM o6pa3oM, 9TO KaxIbIX J(Ba JBYXYTOJbHHKA COEJUHEHBI OTHMM pebpoM, Tak
9TO TPOH3BOJBHOE PeGpO MOXKHO OCBOGOMUTH, NPHYEM OIATH BOSHUKHET rpad,
KOTOpBIH Wi y/BoseTBopseT (1) ¥ (2) Wi sBIsETCS CBSA3HBIM M HENPUBOLUMBIM.

Manee o4eBUHO, 9TO B Kax/I0M Ipade, yaosrersopszomeM (1) u (2) mwm B xaxmzoM
CBA3HOM ¥ HENPHBOJAMMOM TIpade CyecTByeT TaMIILTOHOBCKas Iapa pebep.
Takoke DOCIEAHSL YACTh TEOPEMBI OUeBH/HA (Tak KaK HOBBIC BEpIUHHB! IIOMEILAEM
IpsAMO Ha peGpa NepBOHAYATBHOM IaMIIbTOHOBCKOH OKPYXHOCTH).

Cnepxcraue. Kaxmeii rpad, Bemomstommii yerosus (1) u (2) (4, creposaress-
HO, Taxke (3)), MOXHO HOJNYIHTH IOCHEHOBATEILEBIM COEMMHERNEM IaMIILTOHOB-
CKEX map pebep, ecii B KauecTBE HCXOJHOrO rpada BO3bMEM CBASHBUA HENPUBOIU-
MBI rpad, ymoBiaerBopstorymit (1), H TakuM 0Gpa3’oM IONYIHM TOJBKO Ipadsl,
Bemosastromge (1) u (2).

Jumepamypa

[1] 4. Koyuz: IlocTpOoeHME TraMIJIbTOHOBCKUX I'Pad)OB TPETHEH CTEICHH.
XKypran nia 3apsaTui mo MateM. 87 (1962), 148 —168.
[2] D. Kénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936.
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Shrnuti

POZNAMKA O KONSTRUKCICH PRAVIDELNYCH GRAFU
TRETIHO STUPNE,
KTERE OBSAHUJ{ HAMILTONOVSKOU KRUZNICI

Karer Curik, Praha

V [1] je udana konstrukce viech koneSnych neorientovanych grafii bez smyéek,
které spliiuji podminky: (1) jsou pravidelné tfetiho stupné, (2) obsahuji Hamilto-
novskou kruZnici a (3) piipoustéji takovy rozklad v linearni faktory, Ze komposice
kaZdych dvou je Hamiltonovskou kruZnici. UZité rekurentni konstrukce jsou dosti
sloZité, ale v zakladé& jsou to znamé konstrukce ,,spojovani hran‘ a ,,$t€peni hrany*
(viz [2], str. 181 a 183). Vezmeme-li misto ,,stépeni hrany* pfirozenou inversni kon-
strukci k ,,spojovani hran‘“ — tzv. ,,vypusténi hrany* — lze velmi jednoduse a skoro
trivialng konstruovat vibec vSechny kone&né neorientované grafy, které spliuji
1) a(2).

Graf se nazyva ireducibilni, kdyZ ma tvar jako na obr. 1, d). Hrany h, a h, tvofi
Hamiltonovsky par, kdyZ bud h; = h, nebo h, a h, tvoii dvojihelnik nebo h; i h,
patii téZe Hamiltonovské kruZnici.

V kaZdém grafu, ktery spliiuje (1) a (2) a neni ireducibilni, lze ,,vypustit alespoii
jednu hranu tak, %e vznikne bud zase graf spliiujici (1) a (2) nebo ireducibilni graf.
Naopak v kaZdém grafu, ktery spliiuje (1) a (2) nebo je ireducibilni, existuje takovy
Hamiltonovsky par hran, jejichZ ,,spojenim** vznikne graf, ktery spliuje (1) a (2).

Zusammenfassung

BEMERKUNG UBER DIE KONSTRUKTIONEN
DER REGULAREN GRAPHEN DES DRITTEN GRADES,
WELCHE DEN HAMILTONSCHEN KREIS ENTHALTEN

KareL CuLfk, Praha

In [1] wird eine Konstruktion der simtlichen endlichen, nichtgerichten Graphen
ohne Schlingen angegeben. Dabei sind die Graphen (1) regulir vom dritten Grad,
(2) enthalten einen Hamiltonschen Kreis und (3) besitzen eine solche Zerlegung in
drei lineare Faktoren, dass die Komposition von je zwei von ihnen ein Hamilton-
scher Kreis ist. Die benutzten rekursiven Konstruktionen sind ziemlich kompliziert
und stellen im Grunde die bakannten Konstruktionen des Verbindens der Kanten
und des Spaltens einer Kante (siche [2], S. 181 und 183) dar. Wenn wir anstatt des
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Spaltens einer Kante eine natiirliche inverse Konstruktion zum Verbinden der
Kanten — das sog. Entfernen einer Kante — benutzen werden, kann man iiberhaupt
* alle endlichen, nichtgerichteten Graphen, die (1) und (2) erfiillen, sehr einfach und
fast trivial konstruieren.

Ein Graph heisst irreduzibel, wenn er die Form von Abb. 1, d) hat. Die Kanten
hy, h, bilden ein Hamiltonsches Paar, wenn entweder h, = h, oder hy, h, ein Zweieck
bilden oder #, und h, demselben Hamiltonschen Kreis angehoren.

In jedem Graph, der (1) und (2) erfiillt und nicht irreduzibel ist, kann man min-
destens eine Kante entfernen, so dass ein Graph ensteht, der (1) und (2) erfiillt oder
irreduzibel ist. Umgekehrt in jedem Graph, der (1) und (2) erfiillt oder irreduzibel
ist, gibt es ein solches Hamiltonsches Paar der Kanten, dass durch das Verbinden
von ibnen ein Graph ensteht, der wieder (1) und (2) erfiillt.
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