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Casopls pro péstovini matematiky, ro&. 91 (1966), Praha

POLOGRUPA NEPRAZDNYCH PODMNOZIN CYKLICKE POLOGRUPY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo dne 29. prosince 1964)

V tomto &ldnku je popsdna pologrupa. jejimiZ prvky jsou neprdzdné podmnoZiny
cyklické pologrupy a ndsobeni je definovdno pomoci ndsobeni v této cyklické polo-
grupé.

Neprdzdné podmnoZiny dané pologrupy tvofi opét pologrupu. Touto pologrupou
se zabyval P. DUBREIL [1] a S. LAsos [2] a zmifiuje se o nich i E. S. LiapIN [3].
V tomto &ldnku je studovdna takovdto pologrupa v pfipadg, Ze vychozi pologrupa
je cyklick4.

BudiZ A cyklickd pologrupa vytvofend prvkem a, budiZ U systém vSech neprdzd-
nych podmnoZin (nikoli pouze podpologrup) pologrupy 4. Je-li Be %, C € U, pak
BC je mnoZina prvki pologrupy A, které lze vyjddfit jako soudin bc, kde b€ B,
ce C. Takto definované ndsobeni podmnoZin je zfejmé asociativni a v naSem pfi-
padé i komutativni, protoZe vychozi pologrupa A je cyklickd, tudiZ komutativni.

P. Dubreil uvaZuje systém vSech podmnoZin pologrupy A, pifiemZ OB = B) = 0
pro ka¥dé B — A. Prdzdnd mnoZina je potom nulovym prvkem pologrupy U, a to
zevn& pfipojenym, to jest neni soufinem ¥ddnych dvou prvkd z U réznych od @
(sougin dvou neprdzdnych podmnoZin je zfejm& neprdzdnd mnoZina). Tedy prédzdnou
mnoZinu nenf tfeba uva¥ovat, pokud ji nepotfebujeme (jako P. Dubreil) pro n&které
specidini uvahy. - -

DokédZ¥eme nékterd tvrzeni o pologrupé .

Véta 1. Je-li A nekonecnd nebo konecnd s predperiodou, pak nerozlofitelnymi
proky v ¥ jsou prdvé viechny podmnoZ%iny A obsahujici a a tyto proky tvorf systém
generdtorit pologrupy U. Je-li A koneind bez predperiody, pak U neobsahuje
nerozloZitelné proky. .

Diikaz. Je-li A nekone&nd nebo koneénd s pfedperiodou, pak a je jejim nerozloZi-
telnym prvkem. Tudi¥ mno¥ina BC, kde Be ¥, C € ¥, nemii¥e obsahovat a, nebof
a nelze vyjddfit jako soudin dvou prvkid b, c. Tedy prvek a mohou obsahovat pouze
nerozloZitelné prvky pologrupy U. Na druhé strang je-li B = {a*, a*, ...}, kde
viechny exponenty u a jsou alespofi rovny dvéma a k, je nejmensi z t&chto exponentd,
Ize vyjddfit B ve tvaru {a}*'"1. {a, a®7F1+1 ghs~ki*1 1} tedy jako soudin mnoZin
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obsahujicich prvek a. Je-li A kone&nd bez predperiody, je grupou, tudi? obsahuje
jednotkovy prvek e. Zfejm& mnoZina {e} je jednotkovym prvkem v ¥, tudiz U
nemiiZe obsahovat nerozloZitelné prvky.

Véta 2. Jedinymi idempotenty pologrupy U jsou prdvé vSechny podmnofiny A,
které jsou grupami.

Diikaz. Je-li G idempotent, pak G*> = G, co? je specidlni p¥ipad vztahu G* = G,
ktery charakterisuje podpologrupu. Ka¥dy idempotent z ¥ musi byt tedy podpolo-
grupou A. Nechf a* je mocnina a z G s nejmensim exponentem. Ponévad? G? = G,
lze a* vyjadfit jako soudin dvou prvki z G, tedy mocnin a s exponentem v&t¥im nebo
rovnym k. To v¥ak lze jen tehdy, je-li A kone&nd a a* nepati do jeji pfedperiody.
Tedy ani ostatni prvky z G, které maji vétsi exponent u a neZ k, nemohou patfit
do pfedperiody. AvSak podpologrupa koneéné pologrupy, kterd neobsahuje prvky
z jeji pfedperiody, je grupou, tedy G je grupa. Na druhé stran€ pro kaZdou grupu G
plati G* = G, tedy véta je dokdzdna.

Diisledek. Je-li A nekonecnd, pak U neobsahuje idempotenty a tudi¥ ani periodické
podpologrupy.

Véta 3. Je-li A koneénd pologrupa bez predperiody fddu n, pak U obsahuje
nulovy prvek A a jednotkovy prvek {a"}. Je-li A konecnd pologrupa typu (h, d)
(viz definici v [3]), kde h % 1, pak U obsahuje nulovy prvek G = {a", ..., a"*4"1}
a neobsahuje jednotkovy prvek. Je-li A nekonecnd, pak U neobsahuje ani jednotkovy,
ani nulovy prvek.

Dikaz. V prvnim pfipad€ 4 je grupou a tedy AB = A pro kaZdé B < A. Prvek a"
je jednotkovym prvkem A, tudiZ (jak bylo podotknuto uZ v diikaze véty 1) je {a"}
jednotkovym prvkem ¥. V druhém p¥ipad® aG = {a**!, ..., a"*9"1, 4"} = G, tudiz
a*G = G pro kazdé k, tedy BG = G pro ka?dé B sklddajici se z mocnin a. Ponévadz
v tomto pfipadé U obsahuje nerozloZitelné prvky, nemiize obsahovat jednotkovy
prvek. Ve tfetim piipadé U neobsahuje idempotenty, neobsahuje tedy ani nulovy,
ani jednotkovy prvek.

UvaZujme nyni A kone&nou typu (h, d). BudiZ e d&litel &sla d, budi¥ a? idempotent
pologrupy A. MnoZinu prvki a*, kde k = p( mod e), k 2 h, oznadime G,. MnoZiny
G, jsou, jak zndmo, prdv& v§echny mnoZiny v U, které jsou grupami. Oznaéme ddle
pro viechny délitele e &isla d symbolem U, mnoZinu prvkd z U, jejichZ n&kterou
mocninou je G,. KaXdy prvek z U ndleXi zfejm& prdav€ do jedné z mnoZin U,, nebot
generuje konednou cyklickou pologrupu, kterd md prdvé jeden idempotent a tento
idempotent je grupou, tedy patfi mezi G,.

Véta 4. Budi¥ B = {a", ..., a*"}.Plat{ B€ U, prdvé tehdy, je-li splnéno: k, = k;
(mod e) pro vsechna i,j(1 < i < m, 1 < j < m)ajeli e délitel d vétst ne? e, pak
ki % k;(mod e’) alesposi pro jednu dvojici ', j'.
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Diikaz. Necht plati podminka véty. ProtoZe se pfi ndsobeni prvkii z 4 exponenty
sitaji, budou prvky n-té mocniny B vyjddieny jako mocniny a, jejich¥ exponenty jsou
viechny moZné soudty n prvki z {k,, ..., k,}. Tyto soudty musi viak byt také kon-
gruentni modulo e. Idempotentem cyklické pologrupy generované prvkem B bude
tedy takové G,., kde je toto splné€no, to jest kde e” = e. Je-li nyni ¢’ > e a existuji
i, j’ tak, Ze k; % k;{mod ¢'), pak v B" existuji prvky s exponenty ky(n — 1) + ki,
ky(n — 1) + k;., které rovné% nejsou kongruentni modulo e’. Tedy i v G existuji
takovéto prvky a musi byt e” + e’. ProtoZe vSak jsme o e’ piedpoklddali pouze
e > e, musi byt ¢’ = e. Tedy Be ¥,. JestliZe podminka v&ty neplati, pak bud
existuji v B prvky, jejichZ exponenty u a nejsou kongruentni modulo e a tedy (analo-
gicky dokdzanému vyse) v kazdé mocnin& B jsou takovéto prvky a tudiz G, neni
mocninou B, nebo existuje e’ > e délici d takové, Ze k; = k;(mod ¢') pro viechna i, j
apak BE Y, kdee" = ¢ > e

Véta 5. Necht B = {a*,...,a*""} e U, a necht 0 < & < e, k; = ¢(mod e) pro
ka%dé i (1 < i £ m). Necht ¢" = (e, €'), to jest nejvétsi spolecny délitel e a e'. Pak
podpologrupa pologrupy U generovand provkem B md periodu délky efe”.

Dikaz. Je-li g délka periody cyklické pologrupy generované prvkem B, pak g je nej-
mensi pfirozené &islo takové, Z¢ B'G, = G,. VSechny exponenty u a prvki z B? jsou
kongruentni s e¢’q modulo e. VSechny exponenty u a prvki z G, jsou kongruentni
s p modulo e. Tedy exponenty u a prvki z B?G, jsou kongruentni s p + €’q, oviem
soucasné i s p, ponévadZz B'G, = G,. Je tedy p + €'q = p(mod e), tedy eq =0
(mod e). Je tedy e'q spoledny ndsobek e a e’. ProtoZe viak g je nejmensi &islo spliiu-
jici tuto podminku, je e’q nejmensi spoleény ndsobek e a €', tedy e'q.e" = e,
z toho g = efe”.

Véta 6. Je-li Be U, Ce Y,, pak BCe Y, ;).

Diikaz. Necht B = {a",...,a*}, C = {a",...,a"}. Necht BCe %, Tedy
viechny exponenty u a prvki z BC jsou kongruentni modulo g, tedy specidlng &isla
ky + 1, k, + 1y, ..., k, + 1, jsou kongruentni modulo g. Pak oviem jsou kon-
gruentni modulo g i &isla ky, k,, ..., k,. JelikoZ viechna tato Cisla jsou kongruentni
modulo e, jsou také kongruentni modulo [e, g], kde hranaté zdvorky oznaCuji
nejmen3 spoleny ndsobek. ProtoZe viak e i g jsou déliteli d, je i [e, g] d&litelem d
a musi byt tedy [e, g] < e, tudiZ [e, g] = e a g je délitelem e. Analogicky pomoci
gisel ky + Iy, ky + 1, ..., ky + I, dokd¥eme, Ze g je délitelem f. Cislo g je tedy
délitelem (e, f), aviak pondvady (e, f) je délitelem d, musi byt (e,f) < g, tudiz g =
= (e, f).

Specidlné G,G, = G, ;).

Véta 7. Je-li D podmno¥ina mnofiny délitelii éisla d, pak S = U U, je idedlem
ecD
v U prdvé tehdy, jestlize D obsahuje s ka¥dym svym prokem viechny jeho délitele.
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Dikaz. Jelli Be¥, = 3, Ce U, = U, pak BCe Y ;. Aviak je-li podminka
véty splnéna, je U, ) = 3, ponévad? je-li e € D, musi byt i (e, f) € D. Jestlize nyni
e€eD, ¢ ¢D a e je délitelem e, necht Be WU, < 3J, CeY,.c Y ~3J. Je BC'e
€U,y = Yo =« A = I a 3 neni idedlem v A,

Vyslovme je§t& vétu o idedlech U, je-li A nekonednd.

Véta 8. BudiZ A nekoneénd. Oznacéme M; mno¥inu vsech a’ proj Z i, oznacéme M,
systém viech M; pro i = k. KaZdé W, je idedlem v U a je-li I idedl v W, jehoZ
néktery prvek obsahuje proek a* (1 je pfirozené &islo), pak M., = 3.

Diikaz. Budiz M; e M;, to jest j = i, a budi Be Y. Nechf a* je prvek z B s nej-
men§im exponentem u a. Pak BM; obsahuje viechny prvky a’'*¥, kde j' = j, tedy
BM; > M;,,. Aviak prvek a’** md nejmensi exponent u a z prvkd BM;, protoZe
je to soucin prvki s nejmensimi exponenty v mnoZindch B, M;; tedy BM; = M, €
€M; a M, je idedlem v Y. BudiZ nyni I idedl v U a budiZ a' € C € 3. Budi¥ a™ prvek
s nejmen$im exponentem u a v C. Pak zfejm& CM; = M., pro viechna p¥irozend i,
tedy Cy, = M, (. Aviak M, , <« M,,;, =CM, =« CUc 3.

Koneéné dokdZeme jesté vétu o mohutnostech podmnoZin A4.

Véta 9. Necht' A je nekonecnd nebo konecnd bez pfedperiody. Je-li Be Y, C e ¥,
pak mohutnost BC je vétsi nebo rovna vétsi z mohutnosti mnoZin Ba C. Je-li A
koneénd s predperiodou, toto tvrzeni obecné neplati.

Dikaz. Necht plati pfedpoklad. Necht bez Gjmy na obecnosti B md mohutnost
v&tsi nebo rovnou mohutnosti C. Necht B = {a*, a*, ...}, a' € C. Pak mnoZina BC
obsahuje vSechny prvky a**! g**! . které jsou navzdjem réizné, pon&vad
ak, a*, ... jsou navzdjem rtizné. MnoZina prvké a**!, ¢®*! ... md ziejm& tuté’
mohutnost jako B a je podmnoZinou BC. Nechf nyni 4 je kone&nd pologrupa s pied-
periodou typu (h, d) a budi? k < 4h. Pak

2h+24—2k} = {aZh—Zk} ,

{ah-k’ ah+d—k}2 = {azh—Zk’ a2§+d—2k’ a

protoZe 2h — 2k = h a d je délka periody. Tedy soudinem dvou dvouprvkovych
mnoZin je tu mnoZina jednoprvkovd.
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Pe3ome

MOJIVIPVIIITIA HENIYCTBHIX ITIOIMHOXECTB
IWKJIMYECKON IMOJIYTPYIIIBI

b4

BOI'TAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JIuGepen

HUccnenyercs monyrpynna Y o6pazoBaHHask BCEMH HENMYCTHIMH MOJIMHOXECTBAMMU
(e TomBKO mMOXUOJYrpyNnaME) IMKIMYECKOH MONYrpymmbl A, NpuYeM IpOH3Bene-
Hue BC asyx mogmuoxecTB B M C onpeliesieHO KaKk MHOXECTBO Ipou3BeneHUH be,
rae b € B, c € C. Haiiiensl yCIOBHSA It TOTO, 9TOGHI 3J1eMeHT 13 Y OBLI HEPA3JIOXKAM
M 9TO6BL OH GBUI MeMmoTeHTeH. VIcCitefOBaHB! e€JMHMYHBIA ¥ HYJIEBOM 3JIEMEHTHI
noayrpymmsl Y. B ciayyae kxoBeuHOM monyrpynnsi A o6pasoBaHo pasioxenue U 1o
HOEMIIOTEHTAaM, HaWeHa IIMHA MEepHOJa IMINYeCKOH MOMHOJIYTPYIIBI MOJIyTpyH-
st Y. Hccnemyrores umeassl noiyrpynnsl Y u qoka3bsiBaeTcs 0[JHA TEOpEMa O MOLI-
HOCTH IPOM3BEHEHHUA JBYX ROJMHOXECTB A.

Summary

THE SEMIGROUP OF NON-VOID SUBSETS
OF A CYCLIC SEMIGROUP

BOHDAN ZELINKA, Liberec

One explores the semigroup % formed by all non-void subsets (not only subsemi-
groups) of a cyclic semigroup A4, while the product BC of two subsets B and C is
.defined as the set of products bc, where b € B, ¢ € C. The conditions for an element
of U to be indecomposable and to be idempotent are found. The unit and zero ele-
ments of the semigroup U are explored. In the case of a finite semigroup A4 the de-
composition of U according to idempotents is constructed, the length of the period
of a cyclic subsemigroup of the semigroup U is found. Ideals of the semigroup U
are explored and one theorem on the cardinality of the product of two subsets of A
is proved.
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