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éasopis pro péstovani matématlky. ro&. 91 (1966), Praha

UBER DIE KLASSE #,

LapisLAv MiSik, Bratislava

(Eingelangt am 8. September 1965)

1. Z. ZaHORSKI definiert in [5] die Klasse .#,. Eine Menge A = (— o0, o0) hat
die Eigenschaft M,, wenn sie entweder leer ist, oder wenn sie eine F,-Menge mit
folgender Eigenschaft ist: Es ist m(A n J) > O fiir jedes abgeschlossene Intervall J,
welches mindestens eines seiner Endpunkte aus 4 hat. Dabei bedeutet m das lebes-
guesche MaB. Die Klasse .4, ist die Klasse aller Funktionen f, fiir welche die Mengen
{x :f(x) > a} und {x:f(x) < a} fiir jede Zahl a die Eigenschaft M, haben. Die
Funktion f hat die Eigenschaft von Denjoy, wenn sie BorelmeBbar ist und wenn fiir
Jedes offene Intervall J und jede zwei Zahlen a und b, a < b, folgendes gilt: es ist
m({x:xeJ, a < f(x) < b}) = 0 nur in dem Fall, wenn {x :xeJ, a < f(x) < b}
leer ist. Dabei bedeutet J die abgeschlossene Hiille von J. Es ist bekannt, daB eine
Funktion aus der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux existiert,
welche die Eigenschaft von Denjoy nicht hat [4]. Das geht auch aus der Tatsache
hervor, daBl die Klasse .# aller Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse mit
der Eigenschaft von Darboux nicht mit der Klasse .#, identisch ist [S]. Es ist leicht
ersichtlich, daBB jede Funktion aus der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft
von Denjoy aus der Klasse .#, ist. In diesem Artikel werden wir beweisen, daB jede
Funktion aus der Klasse .#, die Eigenschaft von Denjoy hat. Wir werden hier ein
Problem aus [3], S. 429 16sen. Daraus wird unser Resultat iiber die Klasse .#, folgen.

2. Wir werden den n-dimensionalen euklidischen Raum E, betrachten. Das
System # wird eine Basis von offenen Mengen in E, bedeuten. Wir werden weiter
annehmen, daB die Basis & folgende vier Eigenschaften hat:

(1*) Zu jeder offenen Menge U, zu jedem Punkt x € E, und zu jedem B e 4, fiir
welche x € U und x e B gilt, existiert ein Ce Z#s0,daB CcUnBund xeC — C
ist.

(1¥*) Esist m(B — B) = O fiir jedes B e 4.

(1¥**) Fiir jedes B e 4, zu jedem x € B — B und jedem & > O existiert eine offene
Umgebung U von x so, daB B n U eine zusammenhéngende Menge ist und U in der
e-sphirischen Umgebung von x enthalten ist.
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_ (2) Fiir jede Zerlegung B = A, U A,, Be %, in zwei disjunkten nicht leere Teile
mit der Eigenschaft:

Wenn Ce &, C 4y, bzw. C = A, ist, dann ist Cn B = A, bzw. C n B < A,,
sind die Mengen A] N A; und A; N A) nicht leer.

Dabei bedeutet 4] die Ableitung der Menge A4,.

Diese vier Eigenschaften haben unter anderem die Basis aller offenen Intervalle
in E, und die Basis aller offenen sphirischen Umgebungen in E,.

Wir gehen zu der Definitionen der Klassen .#,(%#) und 2,(%) iiber. Die Klasse
./{’Z(Q) definieren wir als die Klasse aller BorelmeBbaren Funktionen f, fiir welche
die Mengen {x : x € B, f(x) > a} und {x : x € B, f(x) < a} fiir jedes Be # und fiir
jede Zahl a entweder leer oder von positivem lebesgueschem MaB sind. Die Klasse
2'(4) ist die Klasse aller BorelmeBbaren Funktionen f, welche die Eigenschaft von
Denjoy haben, d.h. fiir sie sind die Mengen {x : x € B, a < f(x) < b} fiir jedes Be #
und fiir jede zwei Zahlen a und b, a < b, entweder leer oder von positivem lebesgue-
schem MaB. Es ist evident, daB 9/(%#) = # (%) ist. Die Klasse .4 (#), bzw. 2,(%)
ist die Klasse aller Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse, die zugleich aus der
Klasse .#(%), bzw. (%) sind. Es gilt 2,(8) < # ,(B).

Unter der Klasse .# (%) verstehen wir die Menge aller Funktionen f, fiir welche
die Mengen {x : f(x) = a} und {x :f(x) £ a} folgende Eigenschaft haben: Wenn
Be ® ist und wenn B < {x : f(x) = a}, bzw. B < {x:f(x) < a} gilt, dann gilt
auch B < {x : f(x) = a}, bzw. B < {x : f(x) £ a}. Man beweist leicht, daB .#;(%) =
< M,(B)ist. Daraus und aus dem Satz 1 aus [2] geht kLervor, daB jede Funktion aus
der Klasse .#,(%#) die Eigenschaft von Darboux hat.

Die Klasse .#, ist die Klasse .#,(%) fiir den Fall, wenn # die Basis aller offenen

Intervalle in E; bedeutet. In diesem Fall werden wir die Klasse .#%(#) auch als .#}
bezeichnen.

Satz 1. Es gilt 9,(B) = #(F).

Beweis. Man muB nur die Relation .#,(%) = 9,(%) beweisen. Es sei also f ¢
€M(B) — 2 (). Wir werden zeigen, daB diese Annahme zu einem Widerspruch
fiihrt.
- Da f ¢ 9,(%) ist, existiert ein offenes Intervall (a, b) und ein Element B aus der
Basis # so, daB die Menge {x : x € B, f(x) € (a, b)} eine nicht leere Menge ist und
m({x : x € B, f(x) € (a, b)}) = 0 ist. Wir definieren jetzt zwei Mengen A, und A,
folgendermaBen: es ist 4, = {x :x€ B, f(x) < a} und 4, = {x: x € B, f(x) = b}.
Nehmen wir folgende Menge in Betracht: P = B — (intp A, U intz A4,), wobei
inty A;, bzw. inty 4, das Innere von der Menge A,, bzw. 4, relativ zu B bedeutet.
Die Menge P ist relativ zu B abgeschlossen, also ist sie auch abgeschlossen. Wir
werden jetzt zeigen, daB die Menge P eine nicht leere perfekte Menge ist.
- Zuerst gilt {x : xe B, a < f(x) < b} = P. Dadie Menge {x: x€ B,a < f(x) < b}
nicht leer ist, ist die Menge P nicht leer.
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Weiter muBB P < A} n A, sein. Wir werden zeigen, daB die Annahme x € P,
x ¢ A7 zu einem Widerspruch fithrt. Wenn x e P, x ¢ A} ist, existiert eine offene
Menge U, fiir welche x € U und U n 4, < {x} gilt. Betrachten wir ein beliebiges Ele-
ment u aus B n U. Dann existiert nach (1*) eine offene Menge C € # so, daB u e
€ C — Cund C = B n Uist. Dadie Menge C N A, in {x} enthalten ist, da fe M (B)
ist und weil die Gleichung m({x : x € B, a < f(x) < b}) = 0 gilt, muB f(u) = b sein.
Daraus folgt jetzt, daB BN U < A, ist. Also muB x € B n U < inty A, sein. Das
ist aber unmoglich, weil x € P ist. Ahnlich bekommt man ein Widerspruch, wenn
man x € P und x ¢ A}, annimmt. So haben wir beweisen, daBl P < A} n A} ist.

Wir werden jetzt beweisen, daB die Menge 4° = {x : x € B, f(x) = c} fiir jedes c
aus dem Intervall (a, b) eine dichte Teilmenge von P ist. Es sei x € P n B und C eine
solche offene Menge aus &, welche den Punkt x enthélt und welche in B enthalten ist.
Da P = A} n A}, x € P und x € C ist, existieren zwei Punkte » und v aus C so, daB3
f(u) £ aund f(v) = bist. Da die Funktion f die Eigenschaft von Darboux beziiglich
der Basis # hat, ist der Durschnitt {x : x € B, f(x) = ¢} n C nicht leer. Wenn xe
€ P n (B — B) ist, dann existiert nach (1***) zu jedem & > 0 eine offene Umgebung U
von x so, daB B n U eine zusammenhdngende Menge ist, und U in der ¢-sphérischen
Umgebung des Punktes x enthalten ist. Da die Menge B n U zusammenhéngend ist,
kann nicht B n U = ((intg 4;) n U) U ((intg 4,) n U) sein. Es muB also mindestens
ein Punkt u aus P in B n U enthalten sein. Aus der vorigen Betrachtung geht hervor,
daB in B n U mindestens ein z existiert, fiir das f(z) = c ist. Damit haben wir bewie-
sen, daB die Menge {x : x € B, f(x) = ¢} eine dichte Teilmenge in P ist. So ist die
Menge P eine nicht leere abgeschlossene und in sich dichte Menge, also ist sie perfekt.

Daraus folgt jetzt, dafl die partielle Funktion f auf P keinen Stetigkeitspunkt
beziiglich der Menge P in P hat. Das ist aber ein Widerspruch, weil die Funktion f
aus der ersten Baireschen Klasse ist.

Es gilt:

Folgerung. Jede Funktion aus der Klasse #, hat die Eigenschaft von Denjoy.
Der Satz 1 gibt in machen Fillen die Lésung des Problems aus [3], S. 429.

3. Satz 2. Es sei % eine Basis in E,, fiir welche folgendes gilt:

Fiir jedes Be # und jedes (xo, yo) € B enthdlt die Menge B fiir ein geeignetes
6 > 0 mindestens eine von diesen vier Mengen: {(u, y,):x, < u < Xy + 8},
{(u, yo) : X0 — 6 < u S x0}, {(X0,0):¥o SV <y + 8} und {(%p,v):yo — 6 <
<v £ yo}

Es sei f(x, y) eine Funktion auf E, definiert, welche fiir jedes y als Funktion von x
und fiir jedes x als Funktion von y stetig ist. Dann ist die Funktion f(x, y) aus der

Klasse 9,(%).

Beweis. Die Funktion f(x, ») ist aus der ersten Baireschen Klasse [1], S. 285. Fiir
jedes aund b, a < b, sind die Mengen {(x, y) : (x, y) € B, a < f(x, y) < b} fiir jedes
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B € # BorelmeBbare Mengen. Wenn {(x, y) : (x, y) a < f(x,y) < b} + 0 ist, dann
existiert ein Intervall J entweder an der x- Achse oder an der y-Achse so, dal entweder
m({y :(x,y)eB, a < f(x,y) < b}) > 0 fiir jedes xeJ oder m({x:(x,y)€B,
a < f(x, y) < b}) > Ofiir jedes y € J ist. Daraus folgt nun, daB m({(x, y) : (x, y) € B,
a < f(x, y) < b}) > 0 ist. Also ist die Funktion f(x, y) aus der Klasse 9,(%).

Die Basis 4, aller offenen Intervalle in E, und die Basis &, aller offenen sphiri-
schen Umgebungen in E, haben die Eigenschaft, welche im Satze 2 ist. Also ist jede
Funktion, welche fiir jedes x als Funktion von y und fiir jedes y als Funktion von x
stetig ist, aus den Klassen 2,(#,) und 2,(%#,). Aus den zwei Beispielen, welche in
[31, S. 429 gegebenssind, folgt, daB . ,(#,) — M ,(B,) +0 und A ,(B,) — M (B,) + 0
gilt. Wenn %, die Basis aller offenen Rechtecke bedeutet, dann ist .#,(%;) eine
echte Teilmenge von #,(%,).

Wir werden noch zeigen, daB eine solche Funktion aus der zweiten Baireschen
Klasse existiert, welche aus der Klasse .4 ist und die die Eigenschaft von Denjoy
nicht hat. Nehmen wir das Intervall <0, 1). Es sei K,; = <0, 1> — U{J;:
=1,2,3,...}, wobei J; = 3,3). J2 = (G5 32 I3 = (33, 32 Ja = (35 726) Js =

= (3%, 123) Jo = (S5 5) J7 = (i3 123) .-~ Jetzt werden wir die Mengen
K31, K15, K22, Ky3, Kp35 Kya K4, ... folgendermaBen definieren: K,; = U{J; n
NnefKyy):i=123,..} Kp=U{U{;n 0i(Ky) 1j=1,2,3,...} i =
=1,23,...}, Kp = U{U{U{Jix 0 oi(Kyy) 1k =1,2,3,..}:j=1,2,3,...}:
i=1,23 ..} Kis=U{UU{U{Viun oK) : 1=1,2,3,..} 1 k=1,2,3,...} :
j=1,23..3}:i=12,3,..},..., wobei die Menge J; — ¢{(K;,) die Summe
U{J;; :j = 1,2,3,...} von disjunkten offenen Intervallen, die Menge J;; — @;(K,)
die Summe U{J;x:k = 1,2,3,...} von disjunkten offenen Intervallen, die Menge
Jix — @(K1y) die Summe U{J ;11 = 1,2,3,...} von disjunkten offenen Inter-
vallen, ..., ist und wobei @;, bzw. ¢;;, bzw. ¢, ;, bzw. @, ... die lineare Abbildung
von {0, 1) auf J, bzw. J,;, bzw. J;j, bzw. J;j,, ... ist, welche die Zahl 1 in den
rechten Endpunkt und die Zahl O in den linken Endpunkt des Intervalls abbildet.
EsseiK, = U{K;;:i=1,2,3,...}und K, = U{K;;:i = 1,2,3,...}. Die Mengen
K, und K, haben folgende Eigenschaften: 1°. Sie sind F,-Mengen und 2°. fiir jedes
Intervall J<<0,1) gilt: m(JnK;)>0 und m(JnK,) >0 und m(J nK,) +
+ m(J n K;) = m(J).

Es sei f die reelle Funktion, welche auf (— oo, o) folgendermaBen definiert ist:
f(x) = 1 fiir xe Ky, f(x) = 0 fiir x e K, und f(x) = 3 fiir x¢ K; U K,. Die Funk-
tion f ist aus der zweiten Baireschen Klasse, sie ist weiter aus .4, und hat nicht die
Eigenschaft von Denjoy, weil die Menge {x : x €0, 1), + < f(x) < 2} eine nicht
leere Menge von lebesgueschem MaB Null ist.

Es besteht die Frage, ob eine solche Funktion existiert, welche zugleich zu der
zweiten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux und zu der Klasse ./
gehdrt und die Eigenschaft von Denjoy nicht hat.
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Vytah
O TRIEDE .,

LapisLav Misik, Bratislava

V préci sa dokazuje, Ze kazdd funkcia zo Zahorskeho triedy .#, md Denjoyovu
vlastnost, tj. pre kazdy uzavrety interval J a pre kazdé dve &isla a a b je mnoZina
{x: xe J,a < f(x) < b} bud prdzdna alebo kladnej lebesgueovej miery. Okrem toho
je tu priklad funkcie druhej triedy Bairea nemajicej Denjoyovu vlastnost, u ktorej
mnoziny {x:xeJ, f(x) > a} a {x:xeJ, f(x) < a} pre kazdé &slo a a kaZdy
uzavrety interval J st bud prdzdne alebo kladnej lebesgueovej miery.

Pesome

O KJIACCE .#,

JIAJUCIIAB MUIIUK (Ladislav Misik), Bpatuciasa

B paGote moxasbiBaeTcs, YTO Kaxnmas QyHKIUsS U3 Kjiacca 3aropckoro .#, obia-
IaeT cpoiicTtBoM [lanxoa, T. €. WA KaXIO0To 3aKphITOTo HHTepBaa I 1 I KaXIbIX
nByx wuced a H b MHoxecTBo {x: x €1, a < f(x) < b} ABASETCS WIH MYCTHIM, HIH
HMeeT ToJIoXHUTEIbHYI0 Mepy JleGera. Kpome Toro, 3aecs maercs npumep QyHKUMH
BTOpOro kiacca Bepa, HeoGiamaronieit cBoiicTBoM J[aHXo0a, I KOTODOH MHOXeE-
crea {x: x €1, f(x) > a} u {x: x €I, f(x) < a} W1 KAKAOro 3aKpsITOTO HATEPBasa I
SBJIAIOTCA MO0 NYyCTHIMH, JTHO0 HMEIOT HOJIOXUTEIbHYIO Mepy JleOera.
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