Casopis pro péstovani matematiky

Zbynék Nadenik
Analogie du lemme de Wirtinger pour une hypercirconférence
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 92 (1967), No. 1, 105--112

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117589

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1967

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117589
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ANALOGIE DU LEMME DE WIRTINGER POUR UNE
HYPERCIRCONFERENCE

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Regu le 30 décembre 1965)

Soit C une hypercirconférence unitaire dans 1’espace euclidien a quatre dimen-
sions et désignons par B ’arc et par b la longueur de C. Supposons que C se pro-
jette dans ses deux plans axiaux (voir [5], p. 8) suivant les circonférences A,-fois et
A,-fois comptées. Posons
(N li=2n;:b (i=1,2).

A Taide de la relation de PARSEVAL pour le systéme fondamental trigonométrique,
on a démontré dans [15] (voir le lemme dans I'introduction et n° 6) le théoréme
suivant (ici et au n° 2 constamment (.)" = d(.)/dp):

(*) Soit f(B) une fonction de la deuxiéme classe définie sur I' hypercirconféren-
ce C. Soit

(2) lzzll"‘"l

et la valeur moyenne de la fonction f(B) sur C soit nulle:

(3) f JBap=o.

Alors. il y a inégalité
(@ f F(B)dp — (2 + B) f £2(8)ap + BE2 J F¥(B)dB 20,
C C C

égalité n’a lieu que si

(5) f(B) - a,cos ;B + bysin ;B + a, cos I, + b, sin 1,8,

out a,, a,, by, b, sont des constantes arbitraires.
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De ce théoréme, dans lequel il suffit d’exiger f”(B) € L, résulte le théoréme
analogue:

(**) La relation (2) redevient valable. Lorsque f"(B) € L, et, au lieu de (3). la
fonction f(B). remplit ces conditions:

(6) f(0) = f(3b) = 0,

ona
b/2 ‘ b/2 b/2

(?) j ﬂwmw~aﬁ+mj.wmwﬁ+ﬁ@jf%mwgo,
0 0 0

le signe d’égalité ne peut avoir lieu que pour la fonction f(B) de (5) pour a, =
= a, = 0.

Car si nous posons

®) “ £(=B) = ~£(8),

nous élargissons, a I’égard de (6), la région de définition de la fonction f(p) sur toute
I’hypercirconférence C de sorte qu’il résulte (3) et que le coté gauche dans (4) égale
le double du c6té gauche dans (7); puis, d’aprés (1) et (2), la fonction extrémale (5)
remplit les conditions aux limites (6) seulement pour a; = a, = 0.

Assurément, on peut démontrer le théoréme (**) aussi directement de méme que (*).
Car P’extension faite d’apres (8) avec (6) facilite la dérivée terme A terme de la série
de FOUREER de f(B) qui contient seulement les termes de la forme sin (2nmp/b);
m=12,... .

Dans cet article, nous démontrerons sans la rélation de Parseval, en vertu d’une
certaine identité intégrale, un cas spécial du théoréme (**):

(***) Si toutes les suppositions de (**) sont valables et si encore
©) £0) = f(3b) = 0,

donc, lorsque la fonction f(B) n’est pas identiquement nulle, dans (7) a lieu toujours
Pinégalité aigué.

Nous introduirons au n° 1 quelques indications litteraires — aussi d’un caractére
historique — concérnant le lemme de WIRTINGER, aux analogies duquel nous pouvons
compter tous les trois théorémes, et ensuite nous démontrerons au n° 2 par le procédé
indiqué I’assertion (***) et nous la compléterons par de concises remarques du point
de vue du calcul des variations et des généralisations eventuelles.

1. D’apres [9] (chap. XX, § 1, article: ,,Quelques applications de la relation de la
fermeture*), V. A. STEKLOV, comme premier, a démontré et appliqué dans la physique
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mathématique les inégalités suivantes*) (dans article 1, nous omettons les supposi-
tions détaillées sur la dérivabilité; (.)" = d(.)/dx): Si (a) [ g(x) dx = O ou (b) g(0) =
= g(n) = 0,alors [§ g'*(x) dx = [§ g*(x) dx, I’égalité n’ayant lieu que, dans Ie cas (a),
si g = const. cos x et, dans le cas (b), si g = const. sin x.

L’inégalité plus générale est le lemme que W. BLASCHKE [4], p. 105, a attribué
a W. Wirtinger et au moyen duquel W. Blaschke [4] a déduit les inégalités de Min-
KOWSKI et de FROBENIUS pour les domaines convexes plans: Si g posséde la période 2x
et si [o%gdx =0, puis [3" g'*(x) dx = [37 g*(x) dx, le signe d’égalité n’a lieu que
si g = const. cos x + const. sin x. Du lemme de Wirtinger, on obtient I’inégalité
de Steklov dans le cas (a) ou (b) pour la fonction paire ou impaire (voir [9], I'article
cité ci-dessus). '

G. H. HArpy, J. E. LITTLEWOOD et G. POLYA [11], p. 184185, ont ajouté & ces
inégalités d’autres du méme type: Si g(0) = 0, alors [§/2 g'*(x) dx = [5/* g*(x) dx,
I’égalité n’ayant lieu que si g = const. sin x. La base de la démonstration a été une
certaine identité intégrale; ils ont procédé pareillement dans les démonstrations
nouvelles de I’inégalité de Steklov et du lemme de Wirtinger, mais ils attribuent la
démonstration de ce lemme & H. LEwy. Dans [11], p. 188— 193, les auteurs discutent
et démontrent (par diverses méthodes) aussi I'inégalité [3 (92 — g’* + ¢"%)dx = 0,
la recherche de I’égalité incluse.

A. DINGHAS [6], p. 5 et [7], p. 13, est parti aussi de I’identité intégrale sus-mention-
née et, dans le cas (b), il a démontré de nouveau I’inégalité de Steklov et il I’a appliqué
a I'amélioration de I’inégalité isopérimétrique classique. '

K. FAN, O. TAUssKY et J. Topp [8] ont complété les relations en question par les
inégalités dans lesquelles intervient la seconde dérivée: Si g(0) = g(n) = 0 ou g'(0) =
= g'(m) = Oet [ g(x)dx = 0, puis [§g">dx = |§ g*(x) dx; I’égalité a lieu, dans le
premier cas, seulement si g = const. sin x et, dans le deuxiéme cas, seulement si
g = const. COS X.

P. R. BEESACK [2] a déduit les inégalités d’une espéce plus générale (voir aussi [3]):
Si, sous condition d’orthogonalité |’ ® pg dx = 0, g est une solution d’un certain pro-

*) Dans un exposé, sur les travaux de Steklov dans la physique mathématique, fait par N. M.
GJIUNTER [10] au cours de la réunion de la société physico-mathématique de Leningrad en 1926,
aprés la mort de V. A. Steklov, exposé publié a I’occasion du vingtiéme anniversaire du décés
de Steklov, il n’y a évidemment aucune mention de ces inégalités. La remarque dans [9] est sans
citation. Au lemme de WIRTINGER et & ses diverses généralisations ou & de semblables inégalités
s’attache un grand nombre de travaux concernant la géométrie globale et la physique mathéma-
tique et il est donc intéressant de suivre ’origine de ce lemme. Celle-ci est contenue dans le travail
[12], déja classique, dans lequel A. HURWITZ a appliqué la relation de Parseval aux problémes de la
géométrie globale. Car les formules de MiNkowski [13] L = fhdpet F= 1 j'(hz — %) dp pour
le périmétre L et pour I’aire F d’une figure convexe plane avec la fonction d’appui A(p), permettent
d’exprimer I'inégalité isopérimétrique sous la forme de [*] ([ d¢)2 — 2% j'(hz - h’z) do = 0;
si ’'on renonce maintenant a la signification géométrique de la fonction A(p), ce qui n’a pas
d’influence sur le procédé de Hurwitz, et si ’on exige que la valeur moyenne de la fonction A(p)
sur la circonférence unitaire s’annule, il résulte de [*] tout de suite le lemme de Wirtinger.
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bléme aux limites de I'équation différentielle [a] y” + py = 0 ou [b] 'Y — py = 0,
alors [a] [g9?dx 2 [y pg®dx ou [Lg"*dx = [%pg®dx. E. F. BECKENBACH et
R. BELLMAN [1], chap. V, § 13 indiquent le cas [a] auquel conduit la généralisation
del’identité intégrale déja citée (voir [11], p. 185). A la classe des inégalités de Beesack
appartient aussi ce lemme amélioré de Wirtinger: [3*g'?dx = [3" g% dx +
+ 3n[g(0) + g(n)]* (I’égalité n’a lieu que si g = const. cos x + const.sin x +
+ const. [2 — =sin x|]) qui a été démontré dans [14] & I'aide de la relation de Parse-
val pour le systéme trigonométrique fondamental.

Le lemme de Wirtinger ainsi que quelques inégalités analogues découlent aussi
de la solution du probléme de STURM-LIOUVILLE; voir [1], chap. 5, § 11 et [3].

A T"aide de P’inégalité de Steklov (b), généralisée a un intervalle arbitraire, W. T.
REID [16] a obtenu, sur une surface dans I'espace 2 trois dimensions, une analogie
de Pinégalité isopérimétrique classique. L’inégalité de Reid et I’inégalité -isopéri-
métrique sont de forme identique sur chaque surface minima.**)

2. Retournons 2 la démonstration du théoréme (***). Considérons d’abord le
déterminant wronskien

(21) . W(B) = W(sin 1B, sin ) =

= l,sin I, B cos I, — 1, cos I, Bsin 1,8,
pour lequel assurément
(2,2) #(0) =#(3b)=0.

La fonction #7 (ﬂ) peut étre maximum ou minimum seulement dans les points ou
s’annulle sa dérivée premiére. A I’égard de (1) et (2), cela arrive dans le cas A, = 1
seulement pour f = bf4etdanslecasd; > lpourf = 3kb: 4, (k=1,2,...,4; — 1)
oufp=4lb:2,(I=1,2,...,4; — 1). Soit 4; > 1. En vertu de (2), on a nkd, : 4, €

€ (kn, kn + m)etnld, : A, € (In — n, In). Par conséquent, pour k pair (ou impair) on
obtient sin (nkl, : ;) > 0 (ou <0) et pour [ pair (ou impair) sin (nld; : 4,) < 0
(ou >0). Daprés (2,1) et (1), il résulte donc que la fonction #7(B) peut avoir dans
Pintervalle (0, 1b) pour A, > 1 seulement les maxima ou minima négatifs. Eu égard
4(2,2) et a inégalité % (3b) < O qui résulte tout de suite de (2,1), (1) et (2), on a donc
dans tous les cas ‘ '

(23) | Be(0,1b)=>w(p) <O0.

*#*) L’inégalité de Reid a été généralisée, & des variétés a deux dimensions dans ’espace euclidien
a m dimensions, par CHUAN-CHIH HSIUNG: Isoperimetric inequalities for two-dimensional Rieman-
nian manifolds with boundary. Ann. of Math., II. Ser. 73 (1961), 213—220.
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Par conséquent, d’apres (2,3), I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre,
avec le systéme fondamental sin [, 8, sin 1,8, est, dans l'intervalle (0, 4b), de la forme

(2,9) W(y,sin I8, sin L,B) : W (B) = 0;
notons ses coefficients de y’ et y
(2,5) AB) = (3 — B)w ~'sinl Bsin l,B,
B(B) = I1, w~'(ly sin [ B cos 1,8 — I, cos Iy Bsin [,) .
Soit 0 < ¢ < }b. A I'aide des intégrations partielles élémentaires, on trouve

b/2—¢ b/2—¢
(2.6) 'f [f" + Af" + Bf]*dp = j frdp +

&
b/2

+ f "TTar — 4 - 2B ap + f B + (B — ABY]fdp +

€ &

+ [Af? + 2Bff' + (AB — B))f*]2*™.

En utilisant (2,1) et (2,5), nous vérifions par un calcul assez long, mais, autrement,
élémentaire que, pour B € (0, 1b),

(2,7) A2~ A —2B= -1 -2,
B? + (B' — AB) = BI%,
De (2,1) et (2,5) il découle que les fonctions
(2,8) BA(B), B>B(B), B>B'(B)

sont bornées dans un voisinage du point 8 = 0. Parce que, d’aprés (1), sin I{3b — ) =
= (=1)**sin [;8, cos I{3b — B) = (—1)* cos I;B, ol i = 1, 2, on déduit de (2,1),
(2,5) et (2) facilement que A(4b — B) = — A(B), B(3b — B) = B(B). Donc, les fonc-
tions (2,8) étant bornées dans un voisinage du point g = 0, les fonctions

(2.9) BA(3b — B), B*B(3b — B), B°B'(3b — B)

Jouissent de la méme propriété.
Vu les suppositions de notre fonction f(B) et vu les conditions (9) et (6), on a
pour 8 — 0+

(2,10) f'(B) = o(BY), f'(3b— B) = o(B),
f(B) = o(B¥), f(3b— B) = o(B?).
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Puisque les fonctions (2,8) et (2,9) sont bornées dans un voisinage du point g ~ 0,
il suit de (2,10) que

(1) lim A(8)(8) = lim B(B) £ (5)1(6) =

-

=Jirg+[A(ﬂ) B(g) - B'(B)]f*(B) = 0,
Jim A(3 — B)f*(3b — B) = lim B(3b — §)1'(3b — f)/(3b — §) =
=p§1;1+[A(5b — B)B(3b — B) — B(3b — B)]f*(3b — p) = 0.

En tenant compte de (2,7) et (2,11), nous voyons tout de suite, que, dans (2,6),
le passage ¢ — 0 est possible:

(2.12) j "L + af + B ap =
0
b/2 b/2 b/2
=f f2dp - (1 + l%)f F2dp + lflij 2dp.
0 0 0

D’aprés (2,12), le coté gauche dans (7) est zéro ou positif et il n’est nul que si
f" + Af’ + Bf = 0 dans l’intervalle (0, 3b). Les fonctions 4 et B de (2,5) étant les
coefficients de I’équation différentielle linéaire (2,4), I'assertion du théoréme (***)
concernant I’inégalité aigué dans (7) est déja évidente.

Nous allons indiquer encore une approche générale a I'inégalité (7); cf. [11],
p. 182. Cherchons les fonctions A(B), B(B), M(B), N(B), P(B) pour lesquelles

=@+ B+ BEf* — (f + Af' + Bf)? = (Mf? + Nf* + Pf'f) .
Un calcul simple montre que nécessairement
(2,13) M +P=—+12+A4), N=B2-B;
= —A, 2N + P"=24B, P= -2B.

En éliminant M, N, P de (2,13), nous obtenons le systéme (2,7), dont une solution
est (2,5) avec (2,1).

Faisons remarquer pour finir que, 2 la fonctionnelle J(f) a gauche dans (4) ou (7).
appartient I’équation d’Euler /' + (I3 + 13) f” + 1}13f = 0, dont la solution géné-
rale est (5), tandis que la solution particuliére soumise aux conditions aux limites (6)
et (9) est la solution triviale. Par conséquent, I'idéntité intégrale (2,12) donne la solu-
tion du probléme des variations pour la fonctionnelle J(f).
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Vytah
WIRTINGEROVO LEMMA PRO NADKRUZNICI
ZBYNEK NADENfK, Praha

V [15] bylo pomoci Parsevalovy relace pro zdkladni trigonometricky systém dokd-
zano Wirtingerovo lemma pro nadkruZnici. V tomto Cldnku je na zdklad€ jisté
integrélni identity odvozena nerovnost, tizce spojend se zmin&nym tvrzenim z [15]:
Neckt nadkruznice C s obloukem f a celkovou délkou b ve &tyfrozmérném eukli- |
dovském prostoru se promitd ortogondln€ do svych dvou axidlnich rovin jako kruz-
nice A-krdt a (4 + 1)-krdt potitané. PoloZme I, = 27A:b, I, = 2n(A + 1) : b. Na
nadkruZnici C nectf je definovdna funkce f(B) takovd, Ze f"(B) € L, a f(0) = f(3b) =
=0, f'(0) = f'(3b) = 0 (ovem ()" = d( )/dB). Pak je spln&na nerovnost (7) a pokud
funkce f(B) neni na Cidenticky rovna nule, plati v (7) vZdy znameni ostré nerovnosti.
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Pe3omMme

AHAJIOI' IEMMbI BUPTUHTEPA OJIsI TUITEPOKPYXXHOCTH

. 3BBIHEK HAJIEHUK (Zbyn€k Nidenik), IIpara

ITocpeactBoM ¢GopMysibl JIsnyHOBA AJisi OCHOBHOU TPHTOHOMETPUYECKOM CUCTEMBI
IOKa3aHa B [15] memma Buprunrepa st runepokpyxHocty. Lleinb 3To# craTbu —
JI0Ka3aTeJbCTBO HA OCHOBAHWM OHOTO MHTETPAJbHOTO TOXAECTBA CIEIYIOLIEro
HEpPaBEHCTBA, KOTOPOE TECHO CBA3aHO C UTHPOBaHHOM semmoit w3 [15]: Ilycrs
«C — THIEPOKPYXHOCTh B Y2THIPEXMEPDHOM €BKIMIOBOM IPOCTPAHCTBE, 5 COOTB.
& — nyra, coOTB. AnuHA, KpuBoi C, 0 KOTOPOIA MPEANOJIATAETCs, YTO OHA IPOEKTH-
PYeTcsi OPTOrOHAJIBHO Ha CBOM JBE OCEBBIE IUIOCKOCTU KaK OKPYXKHOCTb A-KpaTHas
u okpyxHocTb (4 + 1)-kpatHas. Ilonoxum /; = 2nd: b, I, = 2n(A + 1) : b. IIycTs
f(B) — dyrxuus, 3amanHas Bmonb kpusoit C u Takas, uro f"(B)e L, u f(0) =
= f(3b) = 0, f'(0) = f'(3b) = O (pasymeercs, () = d( )/dp). IIpu 3THX ycrOBUSX
CMpaBeAMBO HepaBeHCTBO (7) U, MOCKoJbKY GyHKIUs f(f) He paBHA TOXIECTBEHHO
nymo Ha C, B (7) MM2eT MeCTO BCETAa 3HaK CTPOTOr0 HEPABEHCTBA.

112



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T23:09:50+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




