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Casopis pro p¥stovéni matematiky, rot. 92 (1967), Praha

UBER FRENET-POLYNOME DIE EINER WELTLINIE
BEIGEFUGT SIND

Joser TAUBER, Timigoara

(Eingegangen am 28. Mai 1966)

Die Frenetschen Formeln einer Weltlinie wurden von F. NoZI¢kaA [1] eingefiihrt.
Nach V. PETROV [2] erhalten diese Formeln eine einfachere Form, wenn der Para-
meter © in 0 = o(t) = 1/uc [ P(e) de iibergeht.

Bezeichnet man mit

K =<it; Ky=iy; Ke=1i%; Ki=i3; (x=1,234;i2= —1)
¢

und mit ¢ = Q/P, r = R/P so erhalten die Frenetschen Formeln folgende Form:

d_k-—l=ikz; 952: —iky + gk ;
do do

(1) dk : dk
_df = —qk, + rk,; Ef = —rk,,

wobei k,, k, k3, k, orthogonale Einheitsvektoren sind.

1. In einer vorhergehenden Arbeit [6] wurden die Darboux-Ribaucourschen Poly-
nome eingefiihrt. Ahnlich kann man auch die Frenetschen Polynome einer Weltlinie
einfiihren. :

Zu diesem Zweck nimmt man die Taylorsche Reihenentwicklung des Einheits-
vektors k; im Punkte P(c = a) an, aus der man die ersten p-Glieder beibehilt.
Bezeichnet man die so erhaltene partielle Summe mit

_¥ (0—af dkia)
@ | P

und zieht die Frenetschen Formeln in Betracht, so erhilt man:
() FKiyo) = 45(0) ky(a) + By(0) ki(a) + Cy(0) ks(a) + Do) ku(a).
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Die Funktionen Aj(c), Bj(c), Ci(0), D;(0) sind Polynome vom Grade p in bezug
auf ¢ und ihre Koeffizienten sind ganze Funktionen von q und r und ihrer Ableitun-
gen. Diese Polynome nennt man die erste Polynomgruppe von Frenet. Diese Bezeich-
nung wurde von A. ToNoLo [7] eingefiihrt.

Zur Berechnung der Koeffizienten werden Rekursionsformeln abgeleitet.

Angenommen wird
AYfo) = 3. al(o - a
B(o) = 3. pi(o - o
@ Cilo) = 3 1Mo - o
Do) = 3, 6}(c = af

als die erste Polynomgruppe von Frenet.
Nimmt man s = 0, so erhilt man aus (2) und (3) folgende Beziehung:

kyo(0) = ky(a) = A}(0) ky(a) + By(c) kx(a) + Co(o) ks(a) + Di(o) ky(a) .
Zieht man noch (4) in ﬁetracht, so erhilt man:
©) d=1, =0, y=0, & =0.

Im benachbarten Punkte P’(c) von P(¢ = a) werden auch die Koeffizienten der
Frenetschen Polynome Funktionen von ¢ sein.
Identifiziert man nun die Koeffizienten von (2) und (3) desselben Grades im

Punkte P’, so erhilt man:

.

©  LEEO ) E0) 4 1) o) + 1) o) + B0V )

und

)

(s .: 1)! d’;';k:SU) = ,+ 1(0') E;(O') + ﬂs+1(¢) Ez(a) + ’y”_l(a-) Ea(a-) + 5”_1(0-) E4(0').

Die Beziehung (6) wird einmal differenziert und die ersten Ableitungen von k,, k,,
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ks, k, werden aus den Formeln von Frenet eingesetzt. Identifiziert man das so erhal-
tene Resultat mit (7) so erhélt man:

1
s+1

[ %(0) i B:(0)]

o541(0) =

() = [10) + B(0) - () ()]

@) = [ 4 B(0) + 12(0) - r{e) (o]

(8)

5L, (o) = s—i—l[ () v(0) + ()]
(s=0,1,2,..) (= -1)

wobei man die Ableitung in bezug auf ¢ mit einem Punkt iiber dem Buchstaben

" bezeichnet hat.
Wird in den Formeln (8) ¢ = a gesetzt, dann fillt P’ mit P zusammen, und folglich
ergeben die Formeln (8) die Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten der ersten

Polynomgruppe von Frenet.

2. Geht man #hnlich mit den Einheitsvektoren k,, ks, k, vor, so erhélt man noch
drei Gruppen von Frenetschen Polynomen, welche dieselben Eigenschaften wie die
erste Gruppe aufweisen und #hnliche Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten

besitzen.

3. Durch das Einfiihren des Matrizenoperators

i —-i 00
do
1 i (-?— —-q 0
1= ) d s (i 1)
0 g — -r
do
00 r —d—
und der Matrizen
o o o« af
1 2 3 4
k] s ﬁ.! s
K, =
Vs Ve Vs Vs
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kann man die Rekursionsformeln der Koeffizienten in einer einfachen Matrizen-
rekursionsformel zusammenfassen.
Man kann leicht die folgende Beziehung

(9) 7’;+1'KS=KS+1; (S=0, 1,2,...)

iiberpriifen, wobei K, die Einheitsmatrix ist und af, B, 7}, 6} (I = 1,2, 3,4) die
Koeffizienten der vier Gruppen von Frenetschen Polynome bezeichnen. Die Be-
zichung (9) ist die Matrizenrekursionsformel der Koeffizienten.

4. Herr V. PetrGv beschéftigt sich in seinen Arbeiten [2], [3], [4], [5] mit den
Ldsungen der Formeln von Frenet einer Weltlinie.

Die Frenetschen Polynome geben eine einheitliche Methode an, die beim Integrie-
ren der Formeln von Frenet angewendet werden kénnen, falls die Kriimmungen
ableitbare Funktionen sind. Diese Methode fiihrt zu einer exakten oder zu einer
approximativen Losung, was aus der Formel (3) und dhnlichen Formeln ersichtlich
ist. Mit Hilfe dieser Methode kann man fast alle Resultate der Arbeiten [3] und [4]
ableiten. Ausserdem ermdglicht sie ein Integrieren der Formeln von Frenet, auch
wenn die Krilmmungen nicht konstant und klein sondern bloss ableitbare Funktionen
sind.

Anschrift des Verfassers: B-dul M. Viteazul Nr. 1, Timisoara, R.S. Roménia (Facultatea de
mecanicd).
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Vytah

O FRENETOVYCH POLYNOMECH ASOCIOVANYCH
JEDNE SVETOCARE

Joser TAUBER, Timisoara
V préci jsou uvedeny Frentovy polynomy (4) asociované jedné svéto&dfe. Ukazuje
se, 7e koeficienty téchto mnohoé&leni jsou raciondlnimi funkcemi svych derivaci.
Koeficienty je moZno vy&islit pomoci rekurentniho vzorce (9). Tyto mnohodleny se
uZivaji p¥i integrovdni Fenetovych vzorci (1) pro svétoddru.

Pe3momMme

OTHOCHUTEJIBHO MHOI'OYJIEHOB ®PEHE,
ACCOILIMPOBAHHBIX OJHOW JIMHUU BCEJIEHHON

MOCE® TEVEEP (Josef Tduber), Tumucoapa

B 3t0if paGoTe BBeLeHBI MHOrowIeHH (peHe (4), acCOMMPOBAHHBIE ONHON JIMHUH
Beesiennol. [Toxasano, 910 kK03 QUIMEHTH 3THX MHOTOYJIEHOB SBJISIOTCS PAI{HOHA b=
HBIME QYHKIMSIMM 110 OTHOLICHHKIO K X npou3BoansM. Ko3dduimeHTE MOXHO BHI-
YHCIIMTh NIPH NOMOIIX PeKyPPeHTHOro mpasuia (9). DTEH MHOTOWICHB! MONL3YIOTCS
npu maTerpEpoBanm PopMy dpene (1) A1 TMHAM BCeIEHHOI.
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