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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

ÜBER FRENET-POLYNOME DIE EINER WELTLINIE 
BEIGEFÜGT SIND 

JOSEF TÄUBER, Timitfoara 

(Eingegangen am 28. Mai 1966) 

Die Frenetschen Formeln einer Weltlinie wurden von F. NO2I£KA [1] eingeführt. 
Nach V. PETRÜV [2] erhalten diese Formeln eine einfachere Form, wenn der Para­
meter x in a = CT(T) = \\\ic ]\ P(Q) ÜQ übergeht. 

Bezeichnet man mit 

* 5 - ' * i ; k*2~i*2; fc"3 = f3; K = il; (a - 1,2,3,4; i2 = -1 ) 
C 

und mit q = QjP9 r -= RJP so erhаlten die Frenetschen Formeln folgende Form: 

^ - iќ • 

w 

—1 = -~q 2 + rќ4; 
da 

~-Л = - ř ^ + qќъ; 
àa 

— rк 3 , 
dcr 

wobei Uu ß2, £3, £4 orthogonale Einheitsvektoren sind. 

1. In einer vorhergehenden Arbeit [6] wurden die Darboux-Ribaucourschen Poly­
nome eingeführt. Ähnlich kann man auch die Frenetschen Polynome einer Weltlinie 
einführen. 

Zu diesem Zweck nimmt man die Taylorsche Reihenentwicklung des Einheits­
vektors JE! im Punkte P{<? = d) an, aus der man die ersten p-Glieder beibehält. 
Bezeichnet man die so erhaltene partielle Summe mit 

P) y.j-ffertf.^!) 
j-o s! der 

und zieht die Frenetschen Formeln in Betracht, so erhält man: 

(3) J E » = Afc) Ua) + ß » JEi(a) + C » £3(«) + J>J(a) Jc4(a). 
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Die Funktionen Al
p(a)9 Bp(a)9 Cl(a)9 D

l
p(a) sind Polynome vom Grade p in bezug 

auf a und ihre Koeffizienten sind ganze Funktionen von q und r und ihrer Ableitun­
gen. Diese Polynome nennt man die erste Polynomgruppe von Frenet. Diese Bezeich­
nung wurde von A. TONOLO [7] eingeführt. 

Zur Berechnung der Koeffizienten werden Rekursionsformeln abgeleitet. 
Angenommen wird 

(4) 

4W - I«J(a-
s--0 

-«y 

*ІM -ÍAІV 
s = 0 

-ay 

cjtø' 
s=-0 

•aУ 

->itø : 
s-*0 

-dy 

als die erste Polynomgruppe von Frenet. 
Nimmt man s = 0, so erhält man aus (2) und (3) folgende Beziehung: 

Jci0(a) = kx(a) = Al(a) Kx(a) + B\(a) R2(a) + Cl
Q(a) k3(a) + D\(a) U4(a). 

Zieht man noch (4) in Betracht, so erhält man: 

(5) « ä » l , $ - 0 , ^ = 0, <5* = 0. 

Im benachbarten Punkte P'(a) von P(a = a) werden auch die Koeffizienten der 
Frenetschen Polynome Funktionen von a sein. 

Identifiziert man nun die Koeffizienten von (2) und (3) desselben Grades im 
Punkte P', so erhält man: 

(6) i *!L£) = a i ( < r ) £ i ( f f ) + AH(r) w + yl(a) h{a) + , » w w 

5! da* 

und 

(?) 

1 ^ІP- - <чî+1(<r) ад + #.„(») ад + УÍ+1((Г) вд + ÒUІІ*) ад. 
(5 + 1)! da" 

Die Beziehung (6) wird einmal differenziert und die ersten Ableitungen von £., £2, 
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£3* £* werden aus den Formeln von Frenet eingesetzt. Identifiziert man das so erhal­
tene Resultat mit (7) so erhält man: 

s + 1 

(8) 

#+1(<r) = -±- [i « » + ßì(a) - # ) r . » ] 
S + 1 

TІ+. (<-) = ----- [ # ) Ä(a) + ÿl(a) - -(a) ОД] 
s + 1 

1 
ôi+ï(°)——í K^ríW + W ] S + 1 

(s = 0,1,2,...) ( i 2 = -1 ) 

wobei man die Ableitung in bezug auf a mit einem Punkt über dem Buchstaben 
bezeichnet hat. 

Wird in den Formeln (8) o = a gesetzt, dann fällt P' mit P zusammen, und folglich 
ergeben die Formeln (8) die Rekursionsformeln für die Koeffizienten der ersten 
Polynomgruppe von Frenet. 

2. Geht man ähnlich mit den Einheitsvektoren U2, ßa, ß4 vor, so erhält man noch 
drei Gruppen von Frenetschen Polynomen, welche dieselben Eigenschaften wie die 
erste Gruppe aufweisen und ähnliche Rekursionsformeln für die Koeffizienten 
besitzen. 

3. Durch das Einführen des Matrizenoperators 

^à+l — 
S+ 1 

und der Matrizen 

áa 
•i 0 0 

i — -q 0 
áa 

0 q - ! - -
áa 

0 0 
àa 

K* = 

„1 ~ - «3 ~* 
a í a j a í a 5 

A1 A2 A3 A4 

y \ r.2 r.3 yí 
A1 tf A3 # 

(ł* - -1) 

456 



kann man die Rekursionsformeln der Koeffizienten in einer einfachen Matrizen-
rekursionsformel zusammenfassen. 

Man kann leicht die folgende Beziehung 

(9) Tt+l.K, = Kt+1; (s = 0,1,2,...) 

überprüfen, wobei K0 die Einheitsmatrix ist und a', ßl
s, yl

s, ö
l
s (l = 1, 2, 3, 4) die 

Koeffizienten der vier Gruppen von Frenetschen Polynome bezeichnen. Die Be­
ziehung (9) ist die Matrizenrekursionsformel der Koeffizienten. 

4. Herr V. Petrüv beschäftigt sich in seinen Arbeiten [2], [3], [4], [5] mit den 
Lösungen der Formeln von Frenet einer Weltlinie. 

Die Frenetschen Polynome geben eine einheitliche Methode an, die beim Integrie­
ren der Formeln von Frenet angewendet werden können, falls die Krümmungen 
ableitbare Funktionen sind. Diese Methode führt zu einer exakten oder zu einer 
approximativen Lösung, was aus der Formel (3) und ähnlichen Formeln ersichtlich 
ist. Mit Hilfe dieser Methode kann man fast alle Resultate der Arbeiten [3] und [4] 
ableiten. Ausserdem ermöglicht sie ein Integrieren der Formeln von Frenet, auch 
wenn die Krümmungen nicht konstant und klein sondern bloss ableitbare Funktionen 
sind. 

Anschrift des Verfassers: B-dul M. Viteazul Nr. 1, Timi§oara, R.S. Romänia (Facultatea de 
mecanicä). 
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Výtah 

O FRENETOVÝCH POLYNOMECH ASOCIOVANÝCH 
JEDNÉ SVĚTOČÁŘE 

JOSEF TÁUBER, Timisoara 

V práci jsou uvedeny Frentovy polynomy (4) asociované jedné světočáře. Ukazuje 
se, že koeficienty těchto mnohočlenů jsou racionálními funkcemi svých derivací. 
Koeficienty je možno vyčíslit pomocí rekurentního vzorce (9). Tyto mnohočleny se 
užívají při integrování Fenetových vzorců (1) pro světočáru. 

Резюме 

ОТНОСИТЕЛЬНО МНОГОЧЛЕНОВ ФРЕНЕ, 
АССОЦИРОВАННЫХ ОДНОЙ ЛИНИИ ВСЕЛЕННОЙ 

ЙОСЕФ ТЕУБЕР (1озеГ Т§иЬег), Тимисоара 

В этой работе введены многочлены френе (4), ассоцированные одной линии 
вселенной. Показано, что коэффициенты этих многочленов являются рациональ­
ными функциями по отношению к их производным. Коэффициенты можно вы­
числить при помощи рекуррентного правила (9). Эты многочлены пользуются 
при интегрировании Формул френе (1) для линии вселенной. 
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