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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky Gstav CSAY, Praha
SVAZEK 93 # PRAHA 8.8.1968 # CISLO 3

NESPOCETNE SYSTEMY HRANOVE DISJUNKTNICH CEST V GRAFU

BoHDAN ZELINKA, Liberec
(Doslo dne 20. zafi 1966)

Je zndma tato véta:

Jsou-li a, b dva uzly grafu G a existuje-li systém 6 cest z a do b, kde 6 je prirozené
¢islo, a Zddné dvé z cest tohoto systému nemaji spolecnou hranu, existuje systém o
cest z a do b, z nichZ Zddné dvé nemaji spolecnou hranu a spoleéné uzly libovolnych
dvou cest se vyskytuji ve stejném pofadi, jdeme-li od a do b po obou cestdch.

G. A. Dirac[1] poloZil otdzku, zda tato véta plati i v pfipadg, kdy & je nekone&né
kardindlni &islo. V préci [2] je ukdzdno, Ze pro 6 = N, véta neplati. Zde budeme
vySetfovat dalsi nekoneénd kardindlni ¢isla. VSude pfedpokldddme platnost axiomu
vybéru a z né€ho vyplyvajici existenci dobrého uspofdddni kardindlnich &isel.

Véta 1. BudiZ d reguldrni kardindlni éislo rizné od NX,. Jsou-li a, b dva uzly
grafu G a existuje-li systém d cest z a do b a Zddné dvé cesty tohoto systému nemaji
spoleénou hranu, existuje systém d cest z a do b, z nichZ Zddné dvé nemaji spolecnou
hranu a spoleéné uzly libovolnych dvou cest se vyskytuji ve stejném poradi, jdeme-li
od a do b po obou cestdch.

Dukaz. Budiz G graf, a, b dva jeho uzly a necht existuje systém ¥ cest z a do b,
z nichZ Zddné dvé nemaji spoleénou hranu a necht card ¢ = b, kde d je reguldrni
kardindlni ¢&islo rtizné od N,. Délka kazdé cesty je koneénd. Oznaéme €, pro kazdé
pfirozené n podsystém systému € sloZeny ze vSech cest délky n. Ziejmé €,, N €, = 0

a0

Y. card ,. Kdyby bylo card €, < d pro
n=1
viechna pfirozend n, bylo by card ¥ < 9, protoZe d je reguldrni a v&t3i neZ NX,; dosli

bychom tedy ke sporu. Existuje tedy alespoil jedno pfirozené &islo p takové, Ze
card ¢, = D.

Budeme nyni sestrojovat posloupnost systémi cest {&,}, posloupnost cest {Di}
a posloupnost uspofddanych mnoZin uzld {M,}. PoloZime &, =€, M, = 0.

prom+na¥%=é%, tedy card ¥ =
n=1
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Dal§i ¢leny posloupnosti definujeme rekurentné. M&me definovdn systém cest &,;_,
a uspofddanou mnoZinu uzli M,_, pro I = 1. O systému &,_, pfedpoklddejme, Ze
md mohutnost b (pro &, to plati podle vySe uvedeného). Vezmeme-li libovolné dv&
cesty C,C’' z &,_,, pak K(C’) bude zna&it mnoZinu spoleénych uzli cest C a C’
(s vyjimkou a a b) uspofddanou podle toho, v jakém pofadi se vyskytuji jeji prvky,
jdeme-li po cesté C’ z a do b. Pfedpoklddejme, Ze pro kazdé dvé cesty C, C' z &,
je K(C’) = M,_,. (Pro M, to zfejm& plati.) Pfitom je-li ddna cesta C, po&et navzd-
jem riznych mnoZin K (C’) je zfejm& koneény. Pon&vadZ &,_; je mnoZina mohut-
nosti b, existuje alespoti jedna uspofddand mnoZina L > M,_, takovd, Ze K (C') = L
pro d riznych cest C' z &;_,. Zvolme takovou cestu D,_,, Ze existuje vlastni uspo-
fddand nadmnoZina M, mnoZiny M,_, tak, Ze K;,, (C') = M,prodcest C'z¥,_,
(pokud takovd cesta existuje). Systém cest C' z #,_,, pro které Kp,_(C') = M,,
oznatime &,. Neexistuje-li cesta D,_;, kterd by spliiovala podminku, neni M,
ani &, definovdno. Z definice vyplyvd, Ze M, (pokud je definovdna) je vlastni uspo-
fddanou nadmnoZinou mnoZiny M, a &, je podsystémem &, pro k < l. Vidime
také, Ze systém &, takto sestrojeny md op&t mohutnost d a Ze M, = K(C’) pro libo-
valné dvé cesty C, C’' z &, plati to tedy pro vSechna I. ProtoZe vSak vSechny cesty
systému &, maji délku p, je mohutnost kazdé z mnoZin M, nejvySe p — 1 a tedy
posloupnost {M,} nemiZe mit vice neZ p &lenii. TotéZ plati oviem i o posloupnosti
{&:}. Existuje tedy takové pfirozené &islo m < p, Ze k z4dné cest& C € &,, neexistu-
je b cest C’ takovych, Ze K (C') je vlastni nadmnoZinou mnoZiny M,,. Je-li C cesta
z &, budiz 2(C) systém cest C’ z &,, takovych, Ze K,(C') je vlastni nadmnoZi-
nou M, Sestrojime nyni transfinitni posloupnost cest {C,}. Cesta C, je libovoln&
- zvolend cesta z &,,. Mdme-li sestrojeny cesty C, pro % < ¢, zvolime za C, libovolnou
cestu ze systému &, = {J #(C,). Pokradujeme takto tak dlouho, dokud &, =

x<t

= U 2(C,) * 0. Je-li A ordindlni &slo nasi posloupnosti, dokdZeme, Ze card A = D.

x<i

Ztejm¢ &, - U 2(C,) = 0, tedy, ponévadz #(C,) < &,, podle definice, &,, =
) x<A
= U 2(C,). Podle definice &isla m je card #(C,) < d pro viechna ¢ < 1. Kdyby

1<i
bylo card A < b, bylo by card &,, < b, protoZe D je nespodetné reguldrni kardindlni
Cislo. Posloupnost {C,}L< ;, md tedy mohutnost d. Pfitom pro kazdé dvé cesty C,, C,
z této posloupnosti je K, (C,) = M,, a oviem i K (C,) = M,,. Tedy posloupnost
{C,},< 2 je hledanym systémem cest.

DokdZeme nyni, Ze véta neplati obecn& pro singuldrni ». BudiZ d kardindlni &islo
takové, Ze b = ) b, kde b; < D pro viechna i < w,. V [2] byl sestrojen graf G,

i<wo

obsahujici systém € = {Cl, C,, ...} mohutnosti R, cest z uzlu a do uzlu b, z nichZ
Z4dné dv&€ nemaji spole¢nou hranu; pfitom vSak v kazdém takovémto systému
existuji dvojice cest takové, Ze né&které jejich spoleCné uzly se vyskytuji v riizném
pofadi, jdeme-li podél obou téchto cest z a do b. Sestrojime z grafu G, graf G nésle-
dujicim zptsobem. BudiZ € = {Cl, C,, ...} systém N, hranové& disjunktnich cest
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v G,. Je-li h hrana cesty C,, kde n je ptirozené &islo, a x, y jeji kancové uzly, pfiddme
ke grafu G, systém Z(h) uzli mohutnosti d, a kaZdy z uzli tohoto systému spojime
s uzly x a y. Pro riizné hrany h bereme systémy Z(h) disjunktni a neobsahujici uzly
grafu G . Toto provedeme pro hrany vSech cest systému C.

Mé&jme nyni cestu D grafu G. Kazdy usek této cesty sestdvajici z uzlt x, z, y kde x
a y jsouuzly grafu G, spojené hranou k v G, a z € Z(h), nahradime hranou h; vysled-
nou cestu (kterd leZi v G,,) oznatme D*. Z¥ejm& pro kaZdou z cest C;, i = 1,2, ...,
existuje systém 9; sestdvajici z d; cest takovych, Ze D* = C; pro kazdé De 9,
a Zddné dvé cesty z 2, nemaji spoleénou hranu. Snadno bychom téZz ukdzali, Ze je-li
D'e9;, D"e€P;, i+ j, pak D’ a D" nemaji spolenou hranu. Potom systém 2 =

®

= |J 9, obsahuje celkem d cest z a do b, z nichZ Zddné dv& nemaji spole¢nou hranu.

i=1 '
Obecné ke kaZdé cesté C z a do b v G,, maximdlni moZny polet cest z a do b v G
takovych, Ze Zddné dvé z téchto cest nemaji spole¢nou hranu a pro kazdou cestu D
z t&chto cest plati D* = C, je d,, kde n je nejmensi pfirozené ¢islo takové, Ze C ma
spoleénou hranu s cestou C, € €. (Graf G, je sestrojen tak, Ze kazdd cesta z a do b
m4 spole¢nou hranu s n&kterou z cest systému %.) Pfedpoklddejme nyni, Ze existuje
v G systém & sestdvajici z D cest z a do b takovych, Ze Z4dné dv& z t&chto cest nemaji
spole¢nou hranu a spoleéné uzly kterychkoliv dvou z t&chto cest se vidy vyskytuji
v témZ potadi, jdeme-li podél obou téchto cest z a do b. BudiZ# systém cest E* pro
viechna E € &; vSechny tyto cesty leZi ov§em v G . Definujme nyni rekurentné cesty F;
pro i = 1,2,... a systémy cest &, &; pro i =0, 1,2, ... PoloZime &, = 0. Pfed-
poklddejme nyni, Ze mdme ddn systém &; = & mohutnosti d,, kde n; je pfirozené
&islo. Oznadime &; = & ~ &;, tento systém m4d zfejm& nohutnost d. Ddle &, bude
systém viech E* pro Ee &;. V &; vyberme libovolnou cestu E; a budiz F; = Ej, je
F;e% ;. Budiz &, systém cest z &; takovych, Ze pro E € &, ; cesta E* md spole¢nou
hranu s F;. Tento systém zfejm& md mohutnost nejvyse d,,,,, kde n;,; je nejvétsi
pfirozené ¢islo takové, Ze F; md spole¢nou hranu s C,,, ,. Pfi této konstrukci je mo-
hutnost &; pro kazdé celé nezdporné i mensi neZ d, tedy mohutnost &, je rovna .
Pro cesty F; takto definované ziejmé& plati, Ze F; nemd spole¢nou hranu se Zédnou
z cest EX, kde E € &; pro j > i, pfitom F; € &;. Viechny mnoZiny &; jsou neprdzdné,
Ize tedy zvolit F; pro kaZdé i. Oznadme #* = {F,, F,, ...}. Systém #* md mohut-
nost Ny, kaZzdd z jeho cest spojuje a a b a spoleéné uzly libovolnych dvou z nich se
vyskytuji v témZ pofadi, jdeme-li podél obou z a do b, nebot tato vlastnost se zacho-
vdvd pii pfechodu od E k E*. Rovng&Z Zddné dvé z téchto cest nemaji spolenou hranu.
To je oviem spor s tvrzenim dokdzanym v [2], Ze v G, systém t&chto vlastnosti
neexistuje.

Otevienym problémem zhistdvd, plati-li véta pro singuldrni d takové, které neni
soutem spocCetn€ mnoha kardindlnich €isel mensich neZ .

Véta 2. BudiZ d libovolné kardindlni ¢islo. Jsou-li a, b dva uzly grafu G a existu-
Jje-li systém d cest z a do b, jehoZ Zddné dvé cesty nemaji spolecnou hranu,ae <D,
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existuje systém e cest z a do b, z nichZ Zddné dvé nemaji spolecnou hranu a spolecné
uzly libovolnych dvou cest se vyskytuji ve stejném poradi, jdeme-li od a do b po
obou cestdch.

Diikaz. Systém d cest obsahuje podsystém mohutnosti e. Je-li ¢ koneéné, véta
zfejmé plati. Je-li ¢ = N,, pak z N, < D plyne X,,; < 9, existuje tedy systém N, .,

cest spliiujicich tvrzeni véty a tento systém obsahuje podsystém mohutnosti ,.

Véta 3. Jsou-li a, b dva uzly grafu G a existuje-li systém R, cest z a do b, z nichZ
Zddné dvé nemaji spolecnou hranu a délka Zddné z nich nepfevySuje prirozené
dislo p, existuje systém R, cest z a do b, z nich? £ddné dvé nemaji spolecnou hranu
a spolecné uzly libovolnych dvou cest systému se vyskytuji ve stejném poFadi,
jdeme-li od a do b po obou cestdch.

Dﬁka'z je obdobny jako u véty 1. Za &, bereme cely systém uvedeny v podmince
véty. Posloupnost {C,},.; musi byt nekonetnd, protoZe kazdé 2(C,) < N,, tedy
je koneéné.

Hypotéza. BudiZ d kardindlni ¢islo. Jsou-li a, b dva uzly grafu G a existuje-li

v v

systém ® cest z a do b, z nichZ 2ddné dvé nemaji spolecnou hranu a délka Zddné z nich
nepfevysuje dané pfirozené Cislo p, existuje systém ® cest z a do b, z nich? Zddné dvé
nemaji spolecnou hranu a spoleéné uzly libovolnych dvou cest systému se vyskytuji
ve stejném poradi, jdeme-li od a do b po obou cestdch.
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Summary

UNCOUNTABLE SYSTEMS OF EDGE-DISJOINT PATHS IN A GRAPH

BoHDAN ZELINKA, Liberec

A well-known theorem of the theory of graphs affirms:

Let two different vertices a and b of a graph be connected by & paths (& is a positive
intcger), each of which has a and b as its end vertices and none two of which have an
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edge in common. Then a and b are connected by 6 paths such that each of them has a
and b as its end vertices, none two of them have an edge in common and common
vertices of arbitrary two paths occur always in the same order while going from a to b.

In this paper the problem whether this theorem is also true for uncountable systems
of paths is studied. The proof is given that this theorem is true for regular cardinals
different from N, and that it is not true for such cardinals which are the sums of ¥,
cardinals smaller than they. It is true also when the lengths of the paths are bounded
and their number is ¥,. There is also proved that from the existence of the system
satisfying the assumption with an arbitrary cardinality the existence of the system
satisfying the assertion with an arbitrary smaller cardinality follows.

The study of these properties of graphs was suggested by G. A. Dirac.
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