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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 93 (1968), Praha 

ЗАМЕТКА К МАКСИМАЛЬНОСТИ НЕКОТОРЫХ АЛГЕБР ФУНКЦИЙ 

1АКОЗЬАУ РШСА, РгаЬа (Ярослав Фука), Прага 

(Поступило в редакцию 7/VI. 1967 г.) 

По известному результату Вермера, который является далекоидущим обоб­
щением теоремы Фейера, алгебра всех функций голоморфных в единичном 
круге и непрерывных вплоть до единичной окружности максимальна в алгебре 
всех функций непрерывных на единичной окружности. Если теперь X — вполне 
разрывное компактное множество на римановой сфере 5, то вопрос по макси­
мальности алгебры А(Х) всех функций голоморфных в 5 \ X и непрерывных 
вплоть до X в алгебре всех функций непрерывных на X далеко еще не решен. 
Показано лишь (Рудин [1], Гоффман и Зингер [2]), что эта алгебра содер­
жится в некоторой максимальной алгебре в предположении, что пересечение 
любого открытого круга с X или пусто или положительной лебеговой меры. 
В работе будет показано, что это предположение не в сути дела. Именно, будет 
показано, что если X — прямое произведение двух канторовых совершенных 
множеств, то А(Х) содержится в максимальной алгебре, хотя в етом случае 
X — множество нулевой лебеговой меры. 

1. Пусть X — компактное хаусдорффово пространство, С(Х) — банахова ал­
гебра всех непрерывных комплекснозначных функций на X с нормой ||/|| = 
= шах \/(х)\. Замкнутая подалгебра А(Х) с С(Х) называется максимальной, 

хеХ 

если А(Х) == В(Х) для любой собственной замкнутой подалгебры В(Х) <= С(Х), 
содержащей А(Х). А(Х) называется проникающей (регуаагуе, см. [1]), если для 
любой функции к, непрерывной на некотором собственном замкнутом под­
множестве К а X, 

т{ тах \к(х) — /(х)\ = О . 
/еА(Х) хеК 

Анализируя результат Рудина из [1], Гоффман и Зингер доказали следую­
щую теорему (см. теорему 4.3 из [2]): 

Пусть X — несвязное пространство, А(Х) собственная проникающая под­
алгебра С(Х). Тогда А(Х) содержится в некоторой максимальной субалгебре 
В(Х) с С(Х). Если/е В(Х), / = и 4- IV, то и(Х) — связное множество. 
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Всюду в дальнейшем X — нигде не плотное, несвязное компактное подмно­
жество римановой сферы 5, не разбивающее 5, и такое, что существует непосто­
янная функция, непрерывная в 5 и голоморфная в 5 \ X. Обозначим Ах алгебру 
всех функций непрерывных на 5 и голоморфных в .5 \ X. Так как функции из Ах 

разделяют точки X (см. [3]), то в силу принципа максимума мы можем Ах 

отождествить с собственной замкнутой подалгеброй А(Х) с: С(Х). Всюду 
в дальнейшем А(Х) обозначает именно эту алгебру. 

Если дополнительно предположить, что X обладает следующим свойством: 
пересечение любого открытого крута с X или пусто или положительной лебе­
говой меры, то можно доказать (см. например, [2]), что А(Х) будет проникаю­
щей и тем самым в силу приведенной выше теоремы будет содержаться в не­
которой максимальной подалгебре В(Х) а С(Х) (см. теорему 4.4 из [2]). 

2. Пусть теперь X — произведение двух канторовых множеств, т.е. множество 
точек 2 = х + гу, где хи у принадлежит совершенному канторову множеству П. 
Обозначим ^п — множество 4" квадратов п-того ранга, Сп — множество цен­
тров квадратов, составляющих ^п. Как показал П. С. Урысон (см. [4]), последо­
вательность функций 

т = тп1
 1 

4п ;5с»2-С 

сходится всюду к непостоянной всюду в 5 непрерывной функции /(г), голо­
морфной в 5 \ 1 , равной нулю на бесконечности, причем сходимость равно­
мерная внутри 5 \ X. 

Покажем, что А(Х) — проникающая алгебра. Пусть К — собственное зам­
кнутое подмножество X. Возьмем точку х0 е X \ К и обозначим 3 ее расстояние 
от К. Существует такое и0, что для всех п ^ п0 квадрат п-того ранга &п, содер­
жащий х0, не пересекается с 3/2 — окрестностью К. Обозначим 

Хп-Хпй», С™~Скъйп> к = 1,2,... 

К последовательности 

4* п {еС-ОО 2 - С 

можно, очевидно, применить все рассуждения Урысона и мы получаем, что 
последовательность /^п) всюду сходится к непостоянной непрерывной функ­
ции / ( п ), голоморфной в 5 \ Хп, равной нулю на бесконечности, причем сходимость 
равномерная внутри 5 \ Хя9 тем самым равномерная на К. Оценим сначала мо­
дуль разности К^ = 1/(2 - х0) - йп\г) для всех 2, расстояние которых от х0 

не меньше <5, и всех к *> п. Таккак для таких к С^ содержит 4к~п точек, то доста­
точно оценить модуль разности 1/(г - х0) - 1К2 ~ О» С е С$\ числом не за-
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висящим от ^ е С<п). Но так как \г — х0\ ^ 5, \г — ̂ | ^ \г — х0 | — |х0 — С| = 
;> 8 - <̂5 = | 5 , то 

i i 

Z .Xл z - Ç 
ç 

|(z - x0) (z - Q| 
^ І Ç - X o b 2 

«52 3 "<5 2 ' 

Отсюда видно, что |К^п)| -> 0 для п -> оо. Так как /к

(л) стремится равномерно 
&/Сп) вне 5 — окрестности точки х0, то отсюда следует, что 

Z - Z n 

/W(z) -л(:ч-) + rø-Who 

для п -> оо. Значит 

inf sup 
/ є A ( x ) zє 

/(z) = 0, 

Но так как X и тем более К не разбивает 5, то, в силу теоремы Мергеляна 
(см. [5]), всякую функцию из С(Х) можно равномерно приблизить с помощью 
полиномов от функции 1/(2 — х0) и тем самым для всякой функции ср е С(К) 
имеем тГ 8ир |ф(г) — /(г)\ = 0 значит, алгебра А(Х) проникающая. Итак 

/еА(Х) геК 

можно применить приведенную выше теорему Гоффмана и Зингера и мы 
можем заключить, что А(Х) содержится в некоторой максимальной подалгебре 
алгебры С(Х), хотя X — множество нулевой меры лебега. 

Заметим еще, что этот результат можно доказать тоже с помощью теории, 
развинутой в работе [6]. 
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