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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematickf ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 94 » PRAHA 19. 2. 1969 * Č(SLO 1 

O JISTÉM ZOBECNĚNÍ PICARD-LINDELÓFOVY METODY 
POSTUPNÝCH APROXIMACÍ ŘEŠENÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

y'=f(*.y) 

SVATOSLAV STANĚK, Olomouc 

(Došlo dne 5. června 1967) 

Buď dána Cauchyova úloha 

(1') y'=/(*,y) 

(1") y(*o) = yo • 

O funkci f(x, y) předpokládáme, že je spojitá na množině M = <x0, x0 + a> x 
x (— oo, oo) (a > 0) a splňuje zde nerovnost 

(2) \f(x, yO - f(x, y2)\ S L(x) \yi - y2\ 

kde L(x) ^ 0 na intervalu <x0, x0 + a> (další omezení funkce L(x) budou provedena 
v dalším textu). 

Písmenem 0t označíme prostor všech funkcí y = j;(x), které mají spojitou první 
derivaci na intervalu <x0, x0 + a> a y(x0) = y0. Jestliže y, z e 01 a pro x e <x0, x0 -f 
+ a> platí nerovnost y(x) á z(x)> budeme psát y 5* z (tím je na 0t definováno částeč
né uspořádání). V prostoru M definujeme operátor J 

J(y) = y'(*) - f(x, y) 

zobrazující 0t do prostoru spojitých funkcí na intervalu <x0, x0 4- a>. Každý prvek y, 
y e 01 vyhovující rovnici J(y) = 0 je řešením (1) a naopak každé řešení y = y(x) 
úlohy (1) vyhovuje rovnici J(y) = 0 a y 6 ^ . Buď dále K(x, t) > 0 funkce spojitá 
na kartézském čtverci N9 N = <x0, x0 + a> x <x0, x0 -F a> společně s parciální 
derivací dK(x, t)jdx; K(x, x) s 1. Funkci K(x, ř) nazveme jádrem operátoru U 

U(y) = У{x)- ľк(x,t)J(y(t))dt 
J XQ 



definovaném na prostoru 0t. Operátor U zobrazuje 3t do sebe. V dalším budeme 
mlčky předpokládat splnění všech výše uvedených předpokladů o funkcích /(x, y)9 

L(x) a K(x, ř). 

Lemma 1. Nechť existuje konstanta S9 že pro t9 xe <x0, x0 + a>, ř = x platí 

(3) sup {i«кM+ř-s^->}s 

Pak posloupnost funkcí {y„(x)} (yn e $) definovaná algoritmem: yo£0t libovolný 

(4) y.+ i - U(yn) 

konverguje stejnoměrně na intervalu <JX0, x0 + a} k jedinému řešení y(x) (y e $) 
úlohy (I). 

Důkaz. Derivací rovnice (4) dostaneme 

8K(x, t) 
dx 

8K(x, t) 

УU г(x) - У'n(x) - K(x, x) J(ya) - Г ^ l l l J(ya(t)) át 
Jx< 

= f(x,У„)- Г 
Jx< ÕX 

ĄУn(t))dt 

odtud 

õK(x, t) 
J(yn+1) = y'n+i(x) - / (*, ym+1) = f(x, ya) - f(x, yB+1) - f ^ ^ 1 J(ya(t)) át. 

Užitím nerovností (2) a (3) 

(5) \j(yn+í)\ š L(x) \yn+1(x) - ,„(x)| + f I ^ M . |j(Jn(0)| dr <; 
Jxo I 5 * I 

= £ JL(x)K(x, 0 + Ě ^ | I J(yn(t))\ dr ^ S j * | J(y„(0)| dí • 

Označme nyní R = max |j(y0(*))|. Pak |j(yi)| = KS(x - x0), |j(y2)| _á 
*o ^ x í£ xo + « 

£ RS2(x - x0)
2j2\, obecně 

| j ( j , „ ) | á K S » ( ^ - ^ . 
w! 

00 

Proto řada £ J(yk) konverguje na intervalu <x0, x0 + a> stejnoměrně. Dále platí 
*=o 

y»W - yoW + (yi(*) - yoW) + (y2M - y\(x))%+ ... + (y„(x) - y„-i(x)) = 

- y0(x) - I* K(x, i) {J(y0(t)) + J(yi(i)) + ... + J(yn.í(t))} dt. 
Jxo 

2 



Odtud plyne, že posloupnost {yn(x)} konverguje stejnoměrně na intervalu <x0,x0 + a> 
k funkci y(x) 

(6) y(x) = y0(x) - f" K(x, t) {J(y0(t)) + J(yi(t)) + ... + J(yn(t)) + ...}dt 
J xo 

o které dokážeme, že je řešením úlohy (l). Za tím účelem definujeme (n = 0,1, 2,...) 

zn(x) = yW - y*(*) + f [/(<> y„) - f(t, y)] dř + T J(yn(i)) át 
J*o Jx0 

kde za y(x) dosadíme pravou stranu rovnosti (6). Posloupnost funkcí {zn(x)} konver
guje stejnoměrně na intervalu <x0, x0 + a> k nule. zn(x) (n = 0, 1, 2,...) můžeme 
rovněž vyjádřit ve tvaru zn(x) = y(x) - y0 - $$0f(t, y)dt a limitním přechodem 
dostaneme y(x) = y0 + f*0/(*, y) át. Zbývající část tvrzení lemmatu (jednoznačnost 
řešení úlohy (l)) plyne z předpokladu (3), který zaručuje ohraničenost funkce L(x) 
na intervalu <x0, x0 + a> (K(x, x) == 1 a |3K(x, t)jdx\ je na N ohraničená). 

Poznámka 1: Klademe-li K(x, t) = 1, je algoritmus (4) tvaru: y0 e 0t libovolný, 
yn+i(*) = yo + fío/(ř' y») át> C(>ž je algoritmus Picard-Lindelóf. 

Algoritmus (4) zobecníme nyní takto. V algoritmu (4) operátor U je stejný pro 
výpočet všech funkcí yn(x) (n = 1, 2, 3,...). Nyní posloupnost funkcí {y„(x)} definu
jeme algoritmem 

(7) y0 e 0t libovolný , yn+ x = Un(yn) ; 

přitom operátor Un je na 0t definován takto 

Un(y) = y(x) - Г Kn(x, t) J(y(t)) dí 
J xo 

(operátory U a Un se liší pouze výběrem jader K(x, t) a Kn(x, t)). Pokud Kn(x, t) = 
= K(x, t) na N při libovolném n (n = 0,1, 2,...), je Un(y) = U(y) a algoritmus (4) 
splývá s algoritmem (7). 

Buď «£f cz 0t a označme písmenem ^ množinu všech funkcí y = y(x, t) definova
ných na kartézském čtverci N (N = <x0, x0 + a> x <x0, x0 + a>), které mají tyto 
vlastnosti: 

a) nabývají pouze kladných hodnot, 
b) jsou spojité společně s první parciální derivací dle x, 
c) >>(x, x) = 1 (x e <x0, x0 + a>). 

Budeme dále označovat F(a, P;x9t) každý operátor definovaný na Jť = JSf x Jžf 
a zobrazující ^f do množiny Sf. Tak např. má-li funkce /(x, y) (/(x, y) — pravá 
strana rovnice (r)) spojitou parciální derivaci dle >> na množině M a Jš? = {y e 



$ I y • •=, y -š'z* y> z G ^}, jsou výše uvedené podmínky splněny pro operátor 

Jí «(5)-^j5(s) 

Má tedy smysl uvažovat např. {dFJdx) (a, /?; x, ř) apod. Tak pro výše uvedený 
příklad je 

dF
 (ar B-xň- / ( * » « ) - / M ) exr, f/(s> "(*)) ~ f(s./?(*)) d s 

to {*'P'X't} " «(x) - /?(x) P J ( «(s)-^( S ) d S -

O jádrech K„(x, t) operátorů Un v dalším předpokládáme, že se dají vyjádřit ve tvaru 
Kn(x, ř) = F(a, P; x, t)9 {n = 0, 1, 2,...), kde funkce a, jS(a, p e Jěf) závisí na indexu n. 
Tuto závislost vyjádříme zápisem ocn9 pn a předchozí rovnost zapíšeme K„(x, t) = 
= F(aB,j?.,;x,í). 

Účelem tohoto zobecnění je snaha využít na daném n-tém kroku {n _• 1) algoritmu 
(7) v jádru K„(x, t) = F(an, pn; x, t) operátoru Un funkcí yk{x) (fc = 0,1,..., n - l), 
které jsme algoritmem (7) vypočítali v předchozích krocích (v našich úvahách prak
ticky využijeme pouze funkce vypočtené v předchozím {n — l)-tém kroku). 

Následující lemma udává postačující podmínky pro operátor F(a, p; x, t), aby 
posloupnost (y„(x)} definovaná algoritmem (7) konvergovala stejnoměrně na 
<x0, x0 + a> k řešení (jedinému) úlohy (l). 

Lemma 2- Nechť existují konstanty C a S takové, že F(a, p; x, t) ___ C, 

< S (8) sup Щx) F(a, p; x, t) + -^- (a, ß; x, t) 
tSx ( дx 

pro {t,x)eN9 a, p e š£ c 01. Pak posloupnost (y„(x)} definovaná algoritmem (7) 
konverguje stejnoměrně k jedinému řešení úlohy (l) na <x0, x0 -f a> pro každé 
<xn9PnG&{n = 09l929...). 

Důkaz. Podobně jako v důkazu lemmatu 1 se lehce odvodí {R = max |J(y0)|) 

XQ :£ x s* XQ + a 

\j(yn)\áRS»^^l. 
oo 

Proto řada ]T J{y^) konverguje na <x0, x0 + a> stejnoměrně. Dále platí 
fc-=0 

y„(x) = yo(*) - i Ffa, Pol x91) J{y0{t)) dí - ... -
J*o 

- f F(aa.l, /?,_.; x, i) J(yn-t(t)) át. 
J XQ 



Položme 
oo ňx 

y(x) = y0(x) - £ F(ak, pk; x, t) J(yk(t)) át 
* = °J*o 

00 

(řada £ jx
Xo F(afc, pk; x, i) J(yk(t)) át konverguje na <x0, x0 + a> stejnoměrně, což 

fc = 0 oo co 

plyne z nerovnosti £ |F(afc, pk; x, i) J(yfc(í))dí| = C£ U(yfc)|). Pak {y„(*)} kon-
k = 0 Jt = 0 

verguje na <x0, x0 + a> stejnoměrně k funkci y(x). Skutečně 

1 00 РХ 

X Р(о^к,рк;x,^)^(ук(^))й^ 
к = n ^ . 

Zbývající část tvrzení se dokáže stejně, jako v důkazu lemmatu 1. 

Definice. Řekneme, že posloupnost funkcí {y„(x)}, yn e 01 je Čaplyginova typu 
na intervalu <x0, x0 -f a> pro úlohu (l) s definičním oborem M *) která má na 
<x0, x0 + a> jediné řešení, když jsou splněny následující dvě podmínky: 

1. {y„(x)} konverguje na <x0, x0 + a> stejnoměrně k řešení úlohy (1). 
2. yM+1 Ž y„(yn+i ž y„); i(yn) =" 0(J(yn) = 0), n = 0,1,2,... 

Řekneme pak také, že {y„(x)} aproximuje zdola (shora) řešení úlohy (l). 

V důkazu věty 1 užijeme Čaplyginovy věty o diferenciálních nerovnostech pro 
diferenciální rovnice 1. řádu kterou, pro lepší porozumění důkazu věty 1, uvedeme 
jako lemma 3 v následujícím znění (srovnej např. [3] a [6]). 

Lemma 3. Nechť jsou splněny předpoklady lemmatu 1, y0e 0t a J(y0) S O 
(J(y0) = 0). Pak platí nerovnost 

y ^ yo (y = yo) v 

kde y = y(x) je řešení úlohy (l). 

Veta 1. Nechť jsou splněny předpoklady lemmatu 2 pro operátory Ft((x9 /?; x, ř) 
(i = 1, 2); a, p e Jž?. Množina S£ <=. 0t nechť má tu vlastnost, že s libovolnými dvěma 
prvky y, z e Jšf, y S z obsahuje i každý prvek ate 0t pro který j ^ a ^ z. 
Pi(a, /?; x) 2 ) (i = 1,2) feuďře takové operátory, které splňují nerovnosti (x e 
e <x0, x0 + a>) 

1. pro libovolné a t, a2, p e <&; oct ^ u2 S P 

(9') /(*, aO - /(x, a2) - P^, p; x) (<xt(x) - a2(x)) = 0 

*) Definičním oborem úlohy (1) nazýváme definiční obor funkce f(x, y). 
2 ) Pi(«, /*; x) je operátor zobrazující ^f == Se X JST do prostoru spojitých funkcí proměnné 

x (x e <x0, x0 + a}). 



2. pro libovolné a, p2, 0. e Sfl a = P2 = Či 

(9") /(*, 0.) - /(x, U-) ~ p-(a> /»i;*) ( f t to " 0-to) = ° 

a rotmice 
(10) * ^ (a, p ; x, t) -* -?<(«, jí; x) F,(a, 0; x, ť) (i = 1, 2) . 

dx 
Konečně nechť v & existují prvky y0, z0 takové, že J(y0) = 0 = J(z0). Pak posloup
nosti funkcí {y„(x)} a {zn(x)} definované algoritmy 

(11') yB+ .(x) = y„(x) - (* F.fo, z„; x, ť) J(yn(t)) át 
Jxo 

(11") zn+ t(x) = z„(x) - r F2(yn, z„; x, í) J(zn(t)) dt 
Jxo 

jsou Čaplyginova typu. Přitom {yn(x)} je posloupnost dolních a {zn(x)} postoupnost 
horních aproximací řešení (l). 

Důkaz. Nejprve poznamenejme, že z předpokladu (10) a podmínky F((a, 0; x, x) = 
= 1 plyne 

dIí (a, jS; x, í) = -Pia, p; t) F,(ot, P; x, t) 
dt 

a z lemmatu 3 y0 = z0. Užitím předpokladu J(z0) = 0 dostaneme nerovnost 
(Fx(y0, z0; x, í) > 0) 

y0(x) - * ( * ) = I Ft(y0, z0; x, t) J ^ í ) ) dt = 
Jxo 

= r F.(y0, z0; x, í) [J(y0(t)) - J(z0(t))~\ dť. 
Jxo 

Integrací per partes (y0(x0) = z0(x0)) 

yoW - yi(x) Ž f * iOv*o; *> 0 íJ(yo(t) - J(*o(0)3dř = 
Jxo 

= f i(yo, 20; x, ť) (y0(ť) - Zo(0)|í-» -

Í
X flV 

-^(yo,z 0 ;x , t )(y 0 (ť)-z 0 (ť))dt + 
xo 

+ , 
f xo 

.f* *i(> 0, z0; x, t) (/(ť, z0) - /(ť, y0)) dt = 
Jxo 

- yfc) ~ z0(x) + f F.(y0, z0; x, í) {/(t, z0) - f(t, y0) + 
J Xo 

+ Pi(yo, * 0 ; t)(y0(ť) - z0(t))} dt = y0(x) - z0(x) . 



Poslední nerovnost plyne z nerovnosti (9'), kde a t = y0, a2 = p = z0. Odtud 
y0 <g yt g z0 a yx e Jšf. Dále vypočteme J(yi) užitím předpokladu (10) 

Cx dF 
J(yd = yfa) - f(x> yi) = y'o(x) - - 1 (y0, z0; x, t) j(yo(t)) dt -

Jxo dx 

- (̂.Vo) Fityo* -o5 x, x) - f(x, >>j) = f(x, y0) - f(x, >,) -

- Pi(yo> -o! x) F^yo, z0; x, t) J(y0(t)) át = f(x, y0) - f(x, yt) -
J xo 

- J°i(yo> z0; x) (y0(x) - yx(x)) = 0 . 

Poslední nerovnost plyne z (9') kde (xí = y0, tx2 = yl9 p = z0. Zcela analogicky jako 
v pfípadě prvku yt se dokáže o zl9 y0 ~ zx ^ z0, J(zt) ^ 0. Nerovnost yt ^ z t 

plyne z lemmatu 3. Úplnou indukcí se lehce dokáže splnění podmínky 2 v definici 
posloupnosti Čaplyginova typu pro úlohu (1). Protože splnění předpokladů lemmatu 2 
zajišťuje splnění podmínky 1 v definici posloupnosti Čaplyginova typu, je tvrzení 
věty dokázáno zcela. 

Poznámka 2. Jestliže prvky y0, z0 prostoru ffi vyhovují nerovnostem J(y0) á 0, 
J(z0) = 0, y0 = z0, pak podmnožinu 3? prostoru 01 definujeme Jš? = {y e ffi | y0 <£ 
= y š Zo}; místo množiny M(M = <x0, x0 + a> x (~~oo, oo)) lze uvažovat mno
žinu M', M' = <x0, x0 + a> x (A, £> (A = min y0(x), B = max z0(x)). 

.xo ú x ž* xo + a xo^x^xo + a 

Poznámka 3. V pfípadě, že F^a, p; x, t) = F2(a, p; x, t) (a, /? e i?) značíme 
dále jejich společnou hodnotu F(a, p; x, ř). 

Použití věty 1 ukážeme na následujících příkladech. V příkladě 1, 2, 3, 6 pro zjev
nou viditelnost nerozepisujeme zvlášť algoritmy horních a dolních aproximací. 
Splnění předpokladů věty 1 ukážeme např. pro první část příkladu 5 (podobně se 
ověření předpokladů věty 1 vede také v ostatních příkladech), který mezi uvedenými 
je nejkomplikovanější. Ve všech příkladech mlčky předpokládáme existenci všech 
parciálních derivací, které v nich vystupují. 

Příklad 1. Nechť f(x,yí) g/(x, y2) pro libovolné y1,y2,y1 á y2- Klademe 
F(a, p; x, t) = 1. Algoritmus (11) je tvaru (viz [1], [4]) 

y»+i(*) = yo+ i /(^y»)dí. 
Jxo 

Příklad 2. Nechť L(x) je spojitá funkce, která splňuje nerovnost (2). Klademe 
F(a, p; x, t) = exp ( - J? L{s) ds). Pak P(a, P; x) = -L(x) a algoritmus (11) je tvaru 
(viz [8]) 

yn+i(x) = y0 exp (- f £(s) ús\ + j * [L(í) yn(t) + f(t, >•„)] exp (- f L(s) ds J d í . 



Příklad 3. Nechť existují konstanty m a K takové, že v M' platí nerovnosti 
m £ 8f(x, y)jdy = K. 

Klademe-li: 

a) F(a, P; x, t) = em(x~í), pak P(a, /?; x) = m a algoritmus (11) je tvaru (viz [2]) 

yn+i(*) = yw(x)- f%w ( x- ř )/(y„(0)dí 
J *o 

b) F(a, p; x, ř) = e - ^ - 0 , pak P(<x, P;x,t) = -L kde L = max {|K|, |m|}. 
Algoritmus (11) je tvaru (viz [3], [7]) 

*„+i(*) = yJÍ*) - f e~Hx") J(yn(t))dt 
J xo 

c) F(a, p; x, t) = 1 jestliže m ̂  0, dostaneme algoritmus příkladu 1. 

Příklad 4. Nechť v M' existuje spojitá parciální derivace df(x, yjjdy; 
d2f(x> y)]Sy2 ^ 0. Klademe-li F(a, 0; x, t) = exp $x

t (df(s, ot(s))]dy) ás, pak P(a, P; x) = 
= df(x, oi)\dy a algoritmus (11) je tvaru 

JWiOO = *»(*) - f exp ( f - ^ s - ds) J(y.(0) át, 

zB+1(x) = zB(x) - T exp ( f -&*=> ds) J(z„(t)) d í . 

V případě, že v M' je d2f(x, y)jdy2 š 0, klademe F(<x,p; x, t) = exp j x df(s, P(s))jdy) ás. 
Pak 

y*+1(*) = >>„(*) - f exp ( f & Í - - ds) J(yn(t)) át, 

zB+1(x) = z„(x) - f exp ( f" ^ | - ^ ds) J(z„(í)) dí . 

Příklad 5. Jestliže v M' d2f(x, y)]dy2 ^ 0 a 3f(x, j/)/d>> je spojitá funkce, klademe 

Fx(a, />; x, 0 - exp f ^ ^ ds pak P l («, ft x) - *&$ 
Jt 8y fy 

F*.**i> - exp r***»-***»»«, ^ , ^ x ) = f e b ^ a . 
J, a(s) - p(s) cc(x) - P(x) 

Algoritmus (11) je tvaru (viz [6]) 

*.+10) = yn(x) - f exp ( f fe-s- ds) J M O ) d ř , 

zB+1(x) = zB(x) - f e x p f r ^ ' ^ - ^ 5 ' 2 " ) ds) J(zn(t)) át. 
J*0 \J« M-)-z-(s) / 



Ověříme, že jsou splněny předpoklady věty 1. V M' je _f(x, y)jdy spojitá (tedy 
v absolutní hodnotě ohraničená konstantou Ť) a proto Fř(a, /?; x, t) zobrazuje _C 
do £ř a Pf(a, /?; x) je pro pevné a, /? e ££ spojitá funkce na <x0, x0 + a}. Dále na Jť 
platí nerovnosti |Fř(a, p; x, t)\ S eaT, \dFtj6x (a, P; x, *)| ^ T. eflT. Fř(a, £; x, ř) 
splňuje předpoklady lemmatu 2 když C = eflr, S = 2T. eaT. Užitím podmínky 
d2f(x, y)\dy2 _> 0 dokážeme závěrem nerovnosti: 

a) když y0 ^ ax g a2 :g /? __ z0 P
a ^ 

f(x, ax) - f(x, a2) - Px(au p; x) (at(x) - a2(x)) = /(x, at) - /(x, a2) -

- Mí__J (Bl(x) _ „ 2 ( x ) ) _ _ i __fei__ (aa(x) _ 8 l W ) 2 <; o, 
dy 2 dy1 

(a.(x) _ 0(x) _ a2(x)) . 

b) když >>0 _ a _ /?2 _ j8t _ z0 pak 

/(*, či) - /(*. h) ~ -_("» fiú x) (A(x) - p2(x)) = 

= /(*. ft) - /(*, /?2) - ̂ 'f/^ iPx (*) - /_(*)) = 
«(*) ~ M*) 

_ _i_) ( f t w - «,)) - _ | _ ) W l W - feW). 

= ^ ~ ^ (M*) - .-_(*)) (*.(*) - ~i(x)) _ o, 

(a(x) _ o2(x) _ 0 3(x) _ ©.(x) _ /^(x) 3)) . 

Jestliže je v M' d2f(x, y)jdy2 _ 0, pak podobně jako v příkladě 4 

yn+i(x) - yn(x) - f ™p(\Xf{s,y
(
n)~fiS\Zn) ď) -IWO) d», 

Jxo VJ. y«{s)-z»(s) J 

z„+1(x) = zn(x) - T exp ( T í f c - <_) J(zB(ť)) dř. 

Příklad 6. Jestliže v M' jsou d/(x, y)/3y, d2/(*> y)ldy2 spojité funkce; 
d2f(x, y)jdy2 ^ 0, d3f(x, y)ldy3 _ 0 klademe 

- / „ ,\ f* f5/(s. «(s)) - 5 2/(s, «(s)) /„/ x , » ! , 
_ .(a,)?; x, ř) = exp J___^____ + - V

g 2
V " (/*(-) - a(s)H ds 

pak P 1 ( a ^ ; x ) = fca) + J ^ ) ( ^ ( x ) - a ( x ) ) , 
dy 2 dy2 

3) Nerovnost €>2(x) __ 0_(x) neplyne bezprostředně z Taylorova vzorce. Důkaz nerovnosti 
neuvádíme. 



,<«, „ , , o . exp r f ^ + 1 efcfiB w.) - * » } * 

. pak P2(«, fc x) = « & « + i í f c í ) « , ) - « , ) ) 
dy 2 dyÁ 

a algoritmus (11) je tvaru 

J>„+i(x) = y„(*) - f expÍF | c ^ — + 
fd/(s, .y„) 

ig2 / (»,A), 
2 dy2 + - ^ И (z„(s) - л(s))l ds) J(yя(t)) át.. 

-.„(,) _.j(x)-£«,(r{^+ 

+ í ^ ^ W») - ?.(*))} d») iW>» « • 

Aproximací Čaplyginova typu lze užít jako analytické metody přibližného řešení 
úlohy (1) (viz [3], [5]). V následujících dvou větách bude proveden odhad chyby této 
metody. 

Věta 2. Nechť jsou splněny předpoklady věty 1 a pro a, P e š£, x e <x0, x0 4- a> 
platí nerovnosti: 

1. |Př(a, P; x)\ Ž T{, (i = 1, 2), 

2. |/(x, yn + *&) - /(*, y«) " *\0v yí *) • ^«W| -š KiM*)|*> 
j/(x, zn + 2

Qn) - f(x, zn) - P2(y, zn; x) . 2^n(x)| š X2|
2É>„(X)|*, 

3. j ^ x ) ! ^ , ( i - 1 , 2 ) 

fcde Ti9 Kt, Ai9 fc > 1 jsou vhodné konstanty a xQn(x) = j;(x) - j;n(x), 2en(x) = 
= y(x) — zn(x) (y ~ y(x) — řešení úlohy (l)). Pak pro všechna n splňující nerovnost 

k»-3 + £ y ^ n _ 2 plaří od/iad 
J = i 

no\ !*„ Ml < Akn*1 rí^1--)/(*--) \ 
U ^ j |^» + l W | < A i ^- •fcfc«-l+*»-3 s(*»-l-l)/(fc-l) > 

fcde s2 = fc2 + fc + 1, L* == a . Ki. eflTi. 

Důkaz. Důkaz provedeme pro případ i =- 1. Nalezneme funkci <rn(x), aby platila 
rovnice 

y(x) = y«(x) + *Jt*) + 1&+i(x) • 

10 



Derivací poslední rovnice dostaneme (/ = f(x, yn + *Qn)) 

y'(x) = y'n(x) + <r'n(x) + 1
e;+,(x) = f(x, y„ + *Qn) 

a odtud pouze vhodným rozepsáním členů (1e„+i(x) = 1Qn(x) — <rn(x)) 

Vá+iM =f(x, y„ + *Q„) - y'„(x) - <r'n(x) = 

= {- J(yn) + Pi(yn, y, x) <rn(x) - <r'n(x)} + Pt(yn, y; x) 1Qn+1(x) + 

+ {-f(x, y„) - Pi(y„, y; x) ^„(x) + f(x, yn + -&)}. 

Nyní <T„(X) zvolíme tak, aby byla řešením diferenciální rovnice 

<(x) = Pi(yn, y; x) <r„(x) - J(yn) 

s počáteční podmínkou <r„(x0) = 0. Potom iQ„+i(x) je řešením diferenciální rovnice 

*(?..+1(*) = Pi(y„, y, x) 1Qn+1(x) + f(x, yn + V„) - f(x, yn) - P.(y„ y; x) V„(x) 

s počáteční podmínkou 1Qn+1(x0) = 0, tedy 

V.+ iW = exp ( Pt(yn, y; s) dsj . 

• {f(t, y„ + *Q„) - f(t, y„) - Pi(y„, y; t) W t ) dt. 

Užitím předpokladů věty 

\l
Qn+1(x)\^Kí.e^{X\1Qn(tfdt. 

Jxo 

Odtud 

\1
Ql(x)\ = Ak

1.K1.e''TÍx-x0), 

|V2(x)| š A?(Kl . e°TÍx - x0)ri . - J -
k + 1 

obecně 

(o) |v„+1(x)| = ATI • L<r ,-i)/(t-i). -—-— 
(fc + r r - \ n s r ' 

J-2 
kde Sj = k3 + fci_1 + . . . + fc + 1. 

n 
V nerovnosti (13) ještě zdola odhadneme výraz (fc + l)*"""1 f ] s*""'. Platí 

1 = 2 
(k + l)kn > fc*M"\ Sj = y + fc'-1 + ... + fc + 1 > ksj-í (j ^ 1) a tedy Sj £ 
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2: fc;~2s2, (j = 2) 

Y] sk"~J >: ]~](kJ~2)k"~J sk"~J = fc((*""1-*)/(*-1-)2)-<»--)/(~-i» s(*"-l-i)/(fc-i) _ 
i=2 ~y=2 

, t -H ( í - + | W -» + 2 ) , ( t - l ) ) ( t „ - 1 _ 1 ) / ( t _ 1 ) 

— /C . 5 3 

Odtud (fc"-3 + %V - n + 2 = 0) (fc + l)*""1 f l s f ' > fc*-1+*-3. s f "1-1>/< fc-1) 

j = l j - 2 

což bylo dokázat. Při praktickém výpočtu chyby je někdy vhodnější použít výsledek 
následující. 

Věta 3. Nechť jsou splněny předpoklady věty 1. Označme {yjx)} ({zn(x)}) posloup
nost dolních (horních) aproximací řešení úlohy (l) definovanou algoritmem (IV) 
((li"))- Nechť pro (t9x)eN a a, p e <£ platí: 

1. Ft(a, p; x, t) = F2(a, P; x, t) = F(a, P; x, í)> 

2. |/(x, zn) •- /(x, >>,,) - Pfr., zn; x) (zn(x) - ^B(x))| = K(zn(x) - yn(x))\ 

3. |P(a, P; x)\ £ T, 

4. z0(x) - )>0(x) <; A 

kde T9K9A9 fc > 1 jsou vhodné konstanty. Označíme-li L = a . K . eaT, p/aři pro 
»-3 

všechna n vyhovující nerovnosti fc"""3 + £ fcj' ___ n — 2 odhad 

zn+1(x) - j<x) < Akn+1 . L ^ + 1"i)/(^i) * 
fckn-l+fcn-3 s ( f c » - l - l ) / ( f c - l ) > 

* * ) - * • . ( * ) < ^ t , . i - < * , t , - 1 > Dl(fe-l) 1 
^fcn-l+fcn-3 s ( f c " - l - l ) / ( f c - l ) » 

fcde )> = y(x)Ie řešení úlohy (l) a s2 = fc2 + fc + 1. 

Důkaz. Pro každé n (tf = 0, 1, 2,...) platí podle věty 1 nerovnosti ytt § y <_\ zn. 
Integrací per partes, užitím předpokladů 1-4 a přihlédnutím k úvodní části důkazu 
věty 1, dostaneme 

Zn+l(x) - y„+l(*) * * A*) ~ y»(*) - i Hy»- Zni *> 0 WZ»(0) - ^WO)) dí = 
Jxo 

= -»(*) - y„(x) - (F(yn, z„; x, i) (z„(í) - yn(t))\'tŽ*0) + 

C* dF 
+ — (Vn, *n, X, t) (Z„(t) ~ yn(t)) dř -

Jxo ot 
12 



- r F(yn, z„; x, t) (f(t, y„) - f(t, z„)) dť = 
J XQ 

= f F(yn, z„; x, t) {f(t, z.) - f(t, yn) -
J XO 

- P(yn, z„; í)(z„(t) - yn(t))}át^K.e"T. (zn(t)-yn(t)fdt. 

Zbytek důkazu je již zcela analogický odpovídající části důkazu věty 2. 

Poznámka 4. Nechť jsou splněny předpoklady věty 3 a k = 1. Pak platí odhady 

zn(x)-~yn(x)^A(a.K.eaTy.±-
nl 

Poznámka 5. Jestliže pro úlohu (l) a operátor Fř(a, fl; x, t) jsou splněny před
poklady věty 2 (věty 3 když Fi(a, jS; x, t) = F2(a, P; x, t)); řekneme, že algoritmem 
(11) definovaná posloupnost aproximací je charakteru k (kde k vystupuje v podmínce 
2). Po této definici jsou posloupnosti aproximací ve dříve uvedených příkladech 2, 
3, 4, 5, 6 následujícího charakteru 1, 1, 2, 2, 3 (pokud je dkf(x9 y)[dyk v M' ohrani
čená). 
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Zusammenfassung 

EINE VERALLGEMEINERUNG DER METHODE PICARD-LINDELÖF 
DER..SCHRITTWEISEN ANNÄHERUNG DER LÖSUNG 

DER DIFFERENTIALGLEICHUNG / = / ( x , y) 

SVATOSLAV STAN£K, Olomouc 

Die schrittweisen Annäherungen der Lösungen der Aufgabe (1) werden durch den 
Algorithmus (7) definiert — der Algorithmus hängt von der Wahl des Kernes Kn(x, y) 
ab. Im Satz 1 sind genügende Bedingungen angeführt, unter welchen diese Annähe
rungen von Tschaplyginschem Typ sind. Durch spezielle Wahl des Kernes werden 
einige spezielle Algorithmen hergeleitet. Die Annäherungen des Tschaplyginschen 
Typs können als analytische Methode der angehnäherten Lösung von Differential
gleichungen benützt werden. Zum Schluss ist eine Abschätzung des Fehlers der 
Methode angegeben (Sätze 2,3). 
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