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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

ZUR KONSTRUKTION EINER ENDLICHEN EBENE

KAReL HAVLICEK, Praha
(Vorgelegt am 30. Mai 1969)

Dem Andenken an Prof. Dr. BOHUMIL BYDZOVSKY gewidmet.

Die endliche projektive Ebene der Ordnung n = 3 enthilt n?> + n + 1 = 13 Punkte
und 13 Geraden'), die nach Weglassung einer Geraden bekanntlich zur Konfigura-
tion (94, 12;) oder zur affinen Ebene fiihrt. Diese Konfiguration wird beispielsweise
mit den Wendepunkten und den zugehorigen Inflexionsachsen einer elliptischen
kubischen Kurve?) in der unendlichen projektiven Ebene r,, (iiber dem Korper der
komplexen Zahlen) realisiert’). Vom Standpunkt der konstruktiven Geometrie ist
interessant, daB dieselbe Konfiguration die Konstruktion einer projektiven Ebene
der Ordnung n = 4 bietet.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit X, x,, x; die homogenen projektiven Koor-
dinaten in 7. Macht man ein Wendedreiseit der elliptischen kubischen Kurve zum
Koordinatendreieck, so erscheint die Gleichung dieser Kurve in der kanonischen
Form Hesses

) X3 4+ x3 4+ x3 + ax;x;x3 =0,

Ist a ein verdnderlicher Parameter, so bekommen wir das bekannte syzygetische
Biischel, dessen Basis 9 Wendepunkte W; (i =1, 2, ..., 9) aller Kurven (1) bilden.
Diese Punkte sind dann in diesem Koordinatensystem folgendermaBen bestimmt:

(2) wi( 0, —-1,1), W( 0, -, 1), W5( 0, —a?, 1),
Wi(-1, 0,1), Ws(—a, 0,1), We(—a? 0,1),
Wi(—1, 1,0), We(—a, 1,0), Wy(—a? 1,0).
1y [318. 138, [7] S. 89—92, [9] S. 150.
2) Diese Terminologie nach [4] S. 476.
3) [8] S. 265; auch [5] S. 134.
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Dabei ist « = 3[—1 + /(—3)] eine dritte Wurzel von 1.*) Die Inflexionsachsen a;
(resp. b, ¢, dj; j = 1,2, 3), die das erste (resp. zweite, dritte, vierte) Wendedreiseit
bilden, haben dann folgende Gleichungen:

(3) a,=x,=0, a,=x,=0,
a3 =x3 =0,
by =%, +X3+x3=0, b, = x; + ax, + a’x; =0,
by =x, + a’x; + ax; =0,

6 =X+ X +atx;=0, ¢, =x;+a’x,+x3=0,

3 =ax; + X, +x3=0,

dy =%, 4+ x5 +0x3 =0, dy=x; +ax, +x3=0,

dy=ax, + x, +x3=0.

Jede von diesen Geraden ist genau mit drei Wendepunkten W, in 7, inzident, wie man
sich ohne Miihe durch Substitution der Koordinaten (2) in die Gleichungen (3)
iiberzeugen kann. Dabei ist jeder Punkt W, mit vier von diesen Geraden inzident, was
eben die Konfiguration (9,4, 12,) bildet.

Die Geraden (3) schneiden sich auBler in den Punkten W, noch in den Eckpunkten
der zugehdrigen Wendedreiseite. Bezeichnen wir mit 4, (resp. B;,C;,D j) den Eckpunkt,
welcher in dem ersten (resp. zweiten, dritten, vierten) Wendedreiseit der Geraden a;
(resp. bj, cj, d;) gegeniiberliegt. Die Koordinaten dieser Eckpunkte in dem oben
gewihlten Koordinatensystem sind:

4 A,(1,0, 0), 4,00, 1, 0), A40, 0,1),
B(1, 1, 1), Byo, 1,a?), Bya, o2 1),
Cil, 1, o), Cy(1, «, 1), Csle, 1,1),
Dy(1,1,0%), Dy(1,02 1), Dia? 1,1).
Diese 12 Punkte bilden mit den 9 Geraden (5) bekanntlich®) die zur Konfiguration

der Wendepunkte (2) duale Konfiguration (123, 9,). Sie sind also mit den 9 Ge-
raden w; inzident, deren Gleichungen in der Ebene 7, lauten:

(5) wi=—x,4+x3=0, wy,=—ax, +x3=0, wy= —a’x; +x3=0,
We= =X +%X3=0, wg=—ax; +x3=0, wg=—a?x; +x;=0,
Wi= =X, +%,=0, wg= —ax; +x,=0, wg=—a’x; +x,=0.

4) [2] S. 437—438, [12] S. 402.
5) Vgl. mit [12] S. 403.
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Diese Geraden sind natiirlich nicht mit den Wendepunkten (2) in der Ebene n,,
inzident. Trotzdem konnen wir die Inzidenz definitorisch einfiihren und damit die
urspriingliche Inzidenz in 7, so ergdnzen, daBB die Gesamtheit der 21 Punkte (2) und
(4) und 21 Geraden (3) und (5) eine endliche Ebene n, der Ordnung n = 4 bilden.
(Die Ebene 7, enthilt bekanntlich n? + n + 1 = 21 Punkte und 21 Geraden, jede
von diesen Geraden ist mit 5 Punkten inzident, und jeder von diesen Punkten ist mit
5 Geraden inzident. Dabei kann man jede Gerade als die Untermenge von 5 Punkten
dieser Ebene erkléren.)

Das Inzidenzschema in 7, ist also teilweise durch das Inzidenzschema in unendlicher
Ebene 7, definiert. Jede Gerade (3) ist schon in #,, mit 5 Punkten inzident, ndmlich
mit 3 Wendepunkten (2) und mit 2 Eckpunkten (4) des zugehorigen Wendedreiseites.
Jede Gerade (5), zum Beispeil die Gerade w;, ist dagegen nur mit 4 Eckpunkten (4)
in 7., inzident; die diesen Eckpunkten gegeniiberliegenden Seiten der Wendedreiseite
gehen aber durch denselben Wendepunkt W, welcher der Geraden w; in dieser Weise
eineindeutig zugeordnet ist. Wir erkldren das Paar w;, W, als Inzidenzpaar in n,.
So bekommen wir folgendes Beispiel der Ebene 7,:

Die 21 Punkte (resp. Geraden) in m, bezeichnen wir mit A4;, B;, C;, D;, W, (resp.
aj;, bj,c;,d;,w), woj=1,2,3i=1,..,9 ist. Das Inzidenzschema ist dann fol-
gendermaBen definiert®):

(6) a, = {Az’ Az, Wi, Wy, Ws} by = {Bz’ B, Wy, Wy, W7}
a, = {Au Ay, Wy, Ws, Ws} b, = {Bx: Bj, W, Ws, Ws}
(13 = {Al’ Az, W7, WSS Wg} b3 = {Bl’ Bz, W3, Ws, Wg}

Cl = {Cz, C3, W3, WG! W']} dl = {Dz, D3, Wz, Ws, W7}
€ = {Cxa Cs, Wy, W, WQ} d, = {Db Ds, W3, W, Ws}
€3 = {Ch Cy, Wy, Ws, WS} dy = {Dls D,, Wy, Ws, WQ}

wy = {4y, By, C3, D3, W;}  ws = {4,, B,, Cy, D3, W}

wy = {4y, B3, Cy, D3, W3} we = {4,, B3, C3, D,, Wy}

ws = {4, B,, C;, D;, W,}  w; = {43, By, Cy, Dy, Wy}

wy = {4y, By, C, D, W,}  wg = {4;, By, C;, Dy, W,}
Wo = {As, B,, C3, D5, Ws}

Wirklich, jedes Paar von Punkten der Ebene 7,4 ist hier genau in einem einzigen von
diesen 5-Tupeln enthalten, und jede zwei von diesen 5-Tupeln haben genau einen ein-

6) Jede von diesen Geraden der Ebene 74 ist dabei als 5-Tupel der Punkte dieser Ebene dar-
gestellt.
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zigen Punkt gemeinsam. Geometrisch gesagt: je zwei verschiedene Punkte haben
genau eine Verbindungsgerade, und je zwei verschiedene Geraden schneiden sich
genau in einem einzigen Punkt. Dabei liegen z. B. keine drei von den vier Punkten
Ay, Aj, A5, B, auf einer Gerade. Damit sind die Inzidenzaxiomen der projektiven
Ebene’) erfiillt. Das Inzidenzschema (6) ist also ein Modell dieses Axiomensystems,
also ein Modell der projektiven Ebene (der Ordnung n = 4).

Durch Anwendung des Dualitédtsprinzips in der projektiven Ebene kann man auch
jeden Punkt als 5-Tupel der mit ihm inzidierenden Geraden betrachten. Aus (6)

bekommen wir dann eine gute Ubersicht iiber die Geraden, welche durch einzelne
Punkte in 7, gehen:

(7 Ay = {ay, as, wy, wa, Wi} B, = {b,, by, wy, wg, w1}
A, = {ay, as, wa, ws, we} B, = {by, by, wy, ws, we}
Ay = {ay, ay, wy, wg, wo} By = {by, by, wy, wg, wg}
Cy = {c3, €3, Wy, w5, Wy} D, = {d,, ds, w3, we, W;}
C, = {c1, €3, w3, wy, wg} D, = {dy, ds, Wy, wy, o}
C; = {Cu C2, Wy, We, W9} D, = {dla dy, wy, ws, Ws}
W, = {ay, by, ¢3, d3, w,} Ws = {ay, by, ¢3, dy, we}
W, = {av by, 2, dy, Ws} We = {az’ by, ¢y, d3, Ws}
Wy = {ay, bs, ¢y, dy, Wy} W, = {as, by, ¢y, dy, wy}
W, = {ay, by, ¢3, da, Wy} Wy = {as, by, ¢3, dy, wo}

Wy = {03, bs, ¢, ds, Ws}

Beide Schemas (6) und (7) sind isomorph ([9] S. 117), was durch die schlichte
Abbildung A; - a;, B; > b;, C; > ¢;, D; — d; (f\'irj =1,2, 3), W, - wy, Wy > ws,
Wy o wy, Woowy, Wsowg, Wogows, Wog—owy Wg—owg, Wy— wg leicht
bestitigt wird. Die zugehorigen Abbildungen dieses Modells auf die klassischen
Fille®) dieser Ebene wurden hier nicht untersucht.
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