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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 95 (1970), Praha 

ZUR KONSTRUKTION EINER ENDLICHEN EBENE 

KAREL HAVLÍČEK, Praha 

(Vorgelegt am 30. Mai 1969) 

Dem Andenken an Prof. Dr. BOHUMIL BYDŽOVSKÝ gewidmet. 

Die endliche projektive Ebene der Ordnung n = 3 enthält n2 -f n + 1 = 13 Punkte 
und 13 Geraden1), die nach Weglassung einer Geraden bekanntlich zur Konfigura­
tion (94, 123) oder zur affinen Ebene führt. Diese Konfiguration wird beispielsweise 
mit den Wendepunkten und den zugehörigen Inflexionsachsen einer elliptischen 
kubischen Kurve2) in der unendlichen projektiven Ebene n^ (üher dem Korper der 
komplexen Zahlen) realisiert3). Vom Standpunkt der konstruktiven Geometrie ist 
interessant, daß dieselbe Konfiguration die Konstruktion einer projektiven Ebene 
der Ordnung n = 4 bietet. 

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit xl9 x2, x3 die homogenen projektiven Koor­
dinaten in nQo- Macht man ein Wendedreiseit der elliptischen kubischen Kurve zum 
Koordinatendreieck, so erscheint die Gleichung dieser Kurve in der kanonischen 
Form Hesses 

(1) x\ + x\ + x\ + axtx2x3 = 0. 

Ist a ein veränderlicher Parameter, so bekommen wir das bekannte syzygetische 
Büschel, dessen Basis 9 Wendepunkte W{ (i = 1, 2,..., 9) aller Kurven (l) bilden. 
Diese Punkte sind dann in diesem Koordinatensystem folgendermaßen bestimmt: 

(2) Wx{ 0 , - 1 , 1 ) , W2( 0, - a , l ) , W3( 0, - a 2 , l ) , 

JV4(-1, 0,1), FF5(-a, 0,1), JV6(-a2, 0,1), 

W7(-h 1,0), W8(-*, 1,0), JV9(-a2, 1,0). 

*) [3] S. 138, [7] S. 89-92, [9] S. 150. 
2 ) Diese Teгminologie nach [4] S. 476. 
3 ) [8] S. 265; auch [5] S. 134. 
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Dabei ist a = i[—1 + V(~3)] eine dritte Wurzel von l.4) Die Inflexionsachsen a} 

(resp. bj, Cj, dy, j = 1, 2, 3), die das erste (resp. zweite, dritte, vierte) Wendedreiseit 
bilden, haben dann folgende Gleichungen: 

(3) at = X! = 0, a2 = x2 = 0, 

a 3 = xj = 0, 

bx = xt + x2 + x3 = 0, fc2 = xx + ax2 + a
2x3 = 0, 

fe3 = xx + a
2x2 + ax3 = 0, 

cx = xx + x2 + a
2x3 = 0, c2 = Xj + a

2x2 + x3 = 0, 

c3 = a
2xx + x2 + x3 = 0, 

dx =. xx + x2 + ax3 = 0, d2 = xx + ax2 + x3 = 0, 

,d3 = axx + x2 + x3 = 0. 

Jede von diesen Geraden ist genau mit drei Wendepunkten Wt in n^ inzident, wie man 
sich ohne Mühe durch Substitution der Koordinaten (2) in die Gleichungen (3) 
überzeugen kann. Dabei ist jeder Punkt Wt mit vier von diesen Geraden inzident, was 
eben die Konfiguration (94,123) bildet. 

Die Geraden (3) schneiden sich außer in den Punkten Wt noch in den Eckpunkten 
der zugehörigen Wendedreiseite. Bezeichnen wir mit Aj (resp. Bp Cj, Dj) den Eckpunkt, 
welcher in dem ersten (resp. zweiten, dritten, vierten) Wendedreiseit der Geraden ai 

(resp. bj, Cj, dj) gegenüberliegt. Die Koordinaten dieser Eckpunkte in dem oben 
gewählten Koordinatensystem sind: 

(4) -4 lvl,0, 0), ^2(0, 1, 0), ^3(0, 0,1), 

5,(1, 1, 1) , B2(a, 1, a2) , B3(a, a2, 1) , 

Ct(l, 1, a) , C2(l, a, 1) , C3(a, 1, 1) , 

D ^ l ^ a 2 ) , D2(l,a2, 1), D3(a
2, 1,1). 

Diese 12 Punkte bilden mit den 9 Geraden (5) bekanntlich5) die zur Konfiguration 
der Wendepunkte (2) duale Konfiguration (123, 94). Sie sind also mit den 9 Ge­
raden w, inzident, deren Gleichungen in der Ebene n^ lauten: 

(5) Wj s —x2 + x3 = 0 , w2 = —ax2 + x3 = 0 , w3 = —a2x2 + x3 = 0 , 

w4 = —x1 + x3 = 0 , w5 = — axx + x3 = 0, w6 = — oc2xi + x3 = 0 , 

w7 = — xx + x2 = 0, w8 = — axx + x2 = 0, w9 = ~a2x1 + x2 = 0 . 

4 ) [2] S. 437-438, [12] S. 402. 
5) Vgl. mit [12] S. 403. 
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Diese Geraden sind natürlich n ich t mit den Wendepunkten (2) in der Ebene n^ 
inzident. Trotzdem können wir die Inzidenz definitorisch einführen und damit die 
ursprüngliche Inzidenz in n^ so ergänzen, daß die Gesamtheit der 21 Punkte (2) und 
(4) und 21 Geraden (3) und (5) eine endliche Ebene 7r4 der Ordnung n = 4 bilden. 
(Die Ebene 7r4 enthält bekanntlich n2 + n + 1 = 21 Punkte und 21 Geraden, jede 
von diesen Geraden ist mit 5 Punkten inzident, und jeder von diesen Punkten ist mit 
5 Geraden inzident. Dabei kann man jede Gerade als die Untermenge von 5 Punkten 
dieser Ebene erklären.) 

Das Inzidenzschema in 7r4 ist also teilweise durch das Inzidenzschema in unendlicher 
Ebene n^ definiert. Jede Gerade (3) ist schon in n^ mit 5 Punkten inzident, nämlich 
mit 3 Wendepunkten (2) und mit 2 Eckpunkten (4) des zugehörigen Wendedreiseites. 
Jede Gerade (5), zum Beispeil die Gerade wi9 ist dagegen nur mit 4 Eckpunkten (4) 
in n^ inzident; die diesen Eckpunkten gegenüberliegenden Seiten der Wendedreiseite 
gehen aber durch denselben Wendepunkt Wk9 welcher der Geraden wt in dieser Weise 
eineindeutig zugeordnet ist. Wir erklären das Paar wi9 Wk als Inzidenzpaar in 7r4. 
So bekommen wir folgendes Beispiel der Ebene 7c4: 

Die 21 Punkte (resp. Geraden) in 7r4 bezeichnen wir mit Aj9 Bj9 Cj9 Dj9 Wt (resp. 
aj9 bj9 Cj, dj9 wf), wo j = 1, 2, 3, i = 1, . . . , 9 ist. Das Inzidenzschema ist dann fol­
gendermaßen definiert6): 

(6) * 1 = [A29 AЪ9 Wl9 W29 W3} b. = • [B2, B3, Wu WĄ, 7 } 

<*2 = [Al9 AЪ9 W49 W59 W6} b2 = J [вu в3, w2, w6, wa} 

<*Ъ = \A\9 A29 W-j9 Иg, W9j b3 = • [вu в2, w3, w5, w9} 

Ci = {C2, C3, W3, W6, Wn} d, = • [D2, D3, W2, Ws, Wn} 

c2 = {Cu C3, W2, WĄ, Wg} d2 = • [Du D3, W3, Wt, Wa} 

Cъ = {cu c2, wu w5, wa} ^ 3 = [Du D2, Wu W6, W9} 

щ = {Au Bu C3, D3, Wt] w 5 = • [A2, B2, Cu D3, W6} 

w2 = {Au B3, Cu D2, W3} w6 = [A2, B3, C3, Du W5} 

Wъ = {Au B2, C2, Du W2} w7 = [A3, Bu Cu Du W7} 

w4 = {A2, Bu C2, D2, WĄ} w8 = {A3, B3, C2, D3, W9} 

w9 = {A3, B2 ^з* D2 
,wa} 

Wirklich, jedes Paar von Punkten der Ebene 7r4 ist hier genau in einem einzigen von 
diesen 5-Tupeln enthalten, und jede zwei von diesen 5-Tupeln haben genau einen ein-

6 ) Jede von diesen Geraden der Ebene n4 ist dabei als 5-Tupel der Punkte dieser Ebene dar­
gestellt. 
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zigen Punkt gemeinsam. Geometrisch gesagt: je zwei verschiedene Punkte haben 
genau eine Verbindungsgerade, und je zwei verschiedene Geraden schneiden sich 
genau in einem einzigen Punkt. Dabei liegen z. B. keine drei von den vier Punkten 
Al9 Al9 AZ9 B1 auf einer Gerade. Damit sind die Inzidenzaxiomen der projektiven 
Ebene7) erfüllt. Das Inzidenzschema (6) ist also ein Modell dieses Axiomensystems, 
also ein Modell der projektiven Ebene (der Ordnung n = 4). 

Durch Anwendung des Dualitätsprinzips in der projektiven Ebene kann man auch 
jeden Punkt als 5-Tupel der mit ihm inzidierenden Geraden betrachten. Aus (6) 
bekommen wir dann eine gute Übersicht über die Geraden, welche durch einzelne 
Punkte in 7t4 gehen: 

(7) 
л i = K Û З ^ I , W 2 , W 3 } 

A2 = {al9 a3, w4, w5, w6} 

A3 = {al9 al9 w7, w8, w9} 

Ci = {̂ 2* cз> w2> w5, w 7} 

C2 = {cl9 c3, w3, w4, w8} 

^ З = fcl. C 2 , WІ, W6, W9} 

Wv = {al9 bl9 c3, d3, w t} 

PV2 = {a l 5 b2, c2, d1? w3} 

Wз = {яi> Ь3, cl9 d2, w2} 

JҒ4 = {a2, Ь l f c2, d2, w4} 

в, =\ [b2, b3, wu w4, w7} 

в2 =\ þu b3, w3, w5, w9} 

ßз =\ '6., b2, w2, wб, w8} 

D, =\ У2. d3, w3, w6, w-i] 

D2 =\ du d3, w2, w4, w9} 

D3 = 'di, d2, wu w5, w8} 

W5 = \ Ű2, b3, c3, du w6) 

w6 = a2, b2, cu d3, w5} 

Wi = a3, bu cu du w7} 

w9 = a3, b2, c3, d2, w9} 

c2, d3, ì *8} 

Beide Schemas (6) und (7) sind isomorph ([9] S. 117), was durch die schlichte 
Abbildung Aj -• aj9 Bj -• bj9 Cj -• cj9 Dj -> dj (für j = 1, 2, 3), JV! -* wl9 W2 -> w3, 

w5, W7 -* w7, JV8 -• w9, JV9 -> w8 leicht W, з -т w 2 , W 4 w. W< w 6, Wб 
bestätigt wird. Die zugehörigen Abbildungen dieses Modells auf die klassischen 
Fälle8) dieser Ebene wurden hier nicht untersucht. 
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