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Casopis pro péstovani matematiky, ro& 97 (1972), Praha

GRUPY BODU PRIMKY A ROVINNE KONFIGURACE

JaroMirR KRryYS, Hradec Krilové
(Doslo dne 11. 6. 1970, pfepracované dne 16. 9. 1971)

Vsechny problémy tohoto ¢lanku budeme feSit v euklidovské roving, roziifené
o nevlastni a komplexni elementy. V literatufe [1] str. 88—89 je definovéna grupa
regularnich bodi rovinné ireducibilni kubiky.

Definice I. Necht O je regularni bod rovinné ireducibilni kubiky C. Dva regularni
body P, Q kubiky C seéteme tak, Ze tfeti priseik R’ jejich spojnice s kubikou C
spojime s O a tfeti prise€ik R této pfimky s kubikou C je sou¢tem danych bodi.
Budeme znadit P + Q = R.

UvaZujme kubiku sloZenou z jednoduché kuZeloseCky k a pfimky p. Pfedchozi
operace s¢itdni se da aplikovat jenom na body kuZeloselky k, jestlize O € k, O ¢ p.
V literatufe [2] je dokézéno:

Necht kubika C je sloZena z jednoduché kuZelosecky k a pFimky p. Potom mno-
%ina bodii ku%elosetky k, které jsou reguldrnimi body kubiky C tvofi vzhledem
k uvaZovanému scitdni komutativni grupu H.

V tomto &lanku zavedeme jinou definici s&itani bodi kubiky, ktera se viak da
aplikovat na body p¥imky.

Definice II, Necht 4, B, Pa Q jsou
regularni body rovinné ireducibilni
kubiky C. OznaCme A’ tfeti prisecik
pfimky AP s kubikou C a dale oznac-
me B’ tieti prisedik pfimky BQ s ku-
bikou C. T¥eti priseéik R pfimky
A'B’ s kubikou je sou¢tem bodi P
a Q. Budeme znadit P+ Q = R.

DokaZme pro ireducibilni kubiku
ekvivalenci definic I a II za pfedpo-
kladu, Ze tfeti prisecik ptimky 4B
z definice IT s kubikou je bod O z de-
finice I. (viz obr.).
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V literatufe [3] str. 423 —424 je dokézéina véta:

Véta 1. TFi spojnice vSech Sesti priuseciku kubiky a dvou prFimek protnou kubiku
v dal$ich tFech bodech, jeZ leZi rovnés v pFimce.

K této vét€ a pfedchozim definicim dodejme, Ze v pfipad€ splynuti nékterych
dvojic bodi, je jejich spojnici te¢na ke kfivce.

Nechf P + Q@ = R podle definice I a P + Q = R podle definice II. UvaZujme
pfimky PQ, AB a A'B’. Viechny tyto body P, Q, A, B, A’, B’ leZi na dvou p¥imkéch
a tedy podle véty 1 tfeti priseciky pfimek PQ, AB a A’B’ s kubikou leZi v pfimce.
Tyto body jsou viak R’, O a R a tedy R je tfeti prisc&ik p¥imky R’O s kubikou.
Tento bod je viak jednozna&né& urden a proto musi byt R = R.

UvaZujeme-li nyni kubiku sloZenou z jednoduché kuZeloseCky k a p¥imky p, potom
miiZzeme aplikovat definici I a zavést s¢itani bodt p¥imky p. Abychom konstrukci
zjednodusili, vezmeme piipad A = B.

Definice III. Necht E€ k, E¢ p. P + Q = R, kde R je priseéik pfimky p s pfim-
kou P'Q’, P’ je druhy prisecik pfimky PE s kuZeloseCkou k a Q' je druhy prisecik
pfimky QF s kuZeloseckou k.

Véta 2. Necht kubika C je slofena z jednoduché kuZelosecky k a pFimky p.
MnoZina bodi: pfimky p, které jsou reguldrni body kubiky C tvofi vzhledem k de-
finovanému scitdni komutativni grupu H.

Dikaz. Zfejm& existuje kolineace K, ktera pfevadi kuZeloseCku k v kuZelose€ku k
a pfimku p v nevlastni pfimku p roviny. Bod E necht pfcjde v bod O € k. Potom
pfifazeni i, které bodu Ae p (A4 je regularni bod kubiky C) pfifazuje bod 4’ =
p= (A0 n k)\ {0}, urluje na k s¢itani A’ + B’ = (4 + B)’, které bylo zavedeno
v [2] pfed vétou 20. Pfifazeni i je ziejmé isomorfismus a uvaZovana grupa H je
v tomto isomorfismu i isomorfni s grupou z véty 20 v [2].

Vezmeme-li specialné K takovou, Ze realné body k tvofi jednotkovou kruZnici
se stfedem v prise¢iku S immaginarni a realné osy Gaussovy roviny a O bude totoZny
s obrazem ¢&isla jedna, pak je zfcjmé, Ze realné body nevlastni pfimky p tvofi vzhledem
k uvaZovanému séitani grupu isomorfni multiplikativni grup€ komplexnich jednotek.
Obsahuje tedy H cyklické podgrupy libovolného kone¢ného fadu n. Prvky téchto
cyklickych grup tvofi na k pravidelny n-tihelnik s vrcholem v O. Plati tedy:

Véta 3. Nevlastni body urdené uhlopfickami a stranami pravidelného n-tihelnika
tvoFi vzhledem k uvaZovanému séitdni bodit primky, grupu G Fddu n.

Véta 4. Necht p je pFimka komplexné projektivni roviny. Potom miifeme urdit
takové séitdni bodii pFimky p, ¥e vzhledem k tomuto scitdni tvofi body pFimky p
grupu H a tato grupa md podgrupy vSech koneénych Fddii.
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Nyni odvodime na zdklad& pfedchazejicich vysledki, celkem $est typlt rovinnych
konfiguraci.

Véta 5. V roviné existuji konfigurace typu (3n,_, n(n — 1),), ke n je pfirozené
Cislo vétsi neZ tFi.

Diikaz. UvaZujme kubiku sloZenou z kruZnice k a nevlastni pfimky. Pro dané n
sestrojime na kruZnici k dva pravidelr:é n-Ghelniky (A3, ..., 4;) a (45, ..., A;) z nichZ
jeden jz vzhledem k druhému pootoden kolem st¥edu kruznice k o thel n/n. Zfejmé
spojnice A;A; a AjA; (i +j a i,j =1,...,n) maji n nevlastnich bodd A4, ..., 4,.
Na nevlastni pfimce pak A, ..., 4, tvofi grupu pfi s¢itani definovaném pomoci k a 4]
a zaroveti (jinou) grupu pfi s¢iiani pomoci k a A47. Nyni dokdZeme, Ze body A, ...
ven Ay Af, .., A, Al ..., A, v potu 3n jsou body hledané konfigurace. P¥imky
konfigurace jsou pfimky A4;A; a A7A}, kde i * j a t&hto pfimek je zfcjm& n(n — 1)
a na kazdé z nich leZi pravé tfi body konfigurace. KaZdym bodem A; a A} prochézi
pravé n — 1 té&chto pfimck. Zbyva dokazat, Ze také body A; prochazi prav€ n — 1
téchto ptimek. Te&ny v bodech A a A} musf prochézet n&kterym z bodt A4; (protoZe
body A; tvofi grupu). Bodcm, ktery neleZi na kruZnici prochézeji nejvySe dvé& jeji
tedny a proto ka?dym bodem A; prochazi prav& dv& uvaZované te¢ny. Kazdym
bodem A; prochazi tedy nejvySe n — 1 pfimek uvaZované konfigurace. ProtoZe téchto
pfimek je pravé n(n — 1), musi prochdzet kaZdym bodem A; pravé n — 1 t&chto
pfimek.

Prozkoumejme nyni podrobné&ji konfiguraci z véty 5 pro sudé n. Kazdym bodem A4;
prochéazi bud pravé n/2 pfimek A;4} a (n — 2)/2 pfimek AjA], nebo n/2 pfimek
AiA]a(n — 2)[2 pfimek AjA). Vynechme v dané konfiguraci n(n — 2)/2 pfimek a to
takovych, Zz v bod& 4, kterym prochézi pravé n[2 pfimek A4 vynechame (n — 2)[2
pfimek AjA}] a v bodé A;, kterym prochazi pravé n[2 pfimek A7A} vynechame
(n — 2)/2 pfimek AjAj;. Zf jm& vynechame ty piimky A;AjA(A}A}A;), které jsou
rovnob&Zné s te€nami uvaZované kruZnice v bodech Aj(47). Kazdym bodem A,
prochéazi nyni pravé n[2 ptimek. Bodem Aj(A47) prochézi viak také n[2 ptimek, nebot
kaZdym timto bodem prochazi pravé n/2 pfimek konfigurace rovnob&Znych se strana-
mi daného n-thelnika a pravé (n — 2)/2 ptimek rovnob&Znych s te¢nami ve vrcho-
lech daného n-uhelnika k opsané kruZnici. Tim jsme dokazali:

Véta 6. V roviné existuji konfigurace typu (3n,;, n . n[2;), kde n je sudé pFirozené
Cislo vétsi neZ CtyFi.

Vynechdme nyni v konfiguraci uvaZované ve v&t& 5 pro n sudé n.n/2 pfimek
a to takovych, Ze v bod& 4,, kterym prochazi pravé (n — 2)/2 pfimek A4;A] vynecha-
me n[2 pfimek AjA} a v bod¥¢ A;, kterym prochizi pravé (n — 2)[2 pfimek AjA]
vynechime n[2 pfimek AjA]. Zcela obdobnou uvahou, kterd pfedchézela v&(& 6,
dokéZcme, Z¢ nyni kaZdym bodem A, A; a Aj prochéazi pravé (n — 2)[2 pfimek
A AiA] resp. A;A7A]. Plati tedy:
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Véta 7. V roviné existuji konfigurace typu (3ng_zy, n.(n — 2)[25), kde n je
sudé pFirozené éislo vétsi neZ Sest.

Vsechny vlastnosti, které jsme uvaZovali pfi odvozovani vét 5, 6 a 7 se daji zduali-
sovat. Proto plati:

Véta 8. V roviné existuji konfigurace typu (n(n — 1); 3n,_,), (n.n[2;3n,,)
a(n.(n — 2)[2;3n4,-2),), kde n je pro prvy typ pFirozené Cislo vétsi ne¥ tFi, pro

druhy typ pFirozené sudé cislo vétsi neZ CtyFi a pro treti typ je n pFirozené éislo sudé
vétSi neZ Sest.

Poznadmka. UvaZzujme body A4j, A7 a nevlastni body pfimek A4;A4], potom tyto
body v podtu 3n a vSechny pfimky na kterych leZi pravé jeden bod A; a pravé jeden
bod A] tvoti konfiguraci typu (3n, n3). Podrobny dikaz tohoto tvrzeni a dalii vysled-
ky jsou uvedeny v literatufe [4].

Literatura

[1]1 B. L. van der Waerden: Einfiihrung in die algebraiche Geometrie. Berlin 1939 str. 88—91.

[2]1 J. Krys: Konfigurace bodii rovinné kubiky. Casopis pro p&stovani matematiky. 94 (1969),
282—289.

[3]1 B. Bydzovsky: Uvod do algebraické geometrie. Praha 1948 str. 423 —424.

[4] J. Krys: Rovinné konfigurace typu (3n, n%). Casopis pro péstovani matematiky. 95 (1970),
66— 70.

Adresa autora: Hradec Kralové, Leninovo nam. 301 (Pedagogick4 fakulta).

Zusammenfassung

GRUPPEN VYON PUNKTEN EINER GERADEN
UND EBENE KONFIGURATIONEN

JArRoMiR KRYSs, Hradec Kralové

Bei der Untersuchung von ebenen Kubiken beniitzt man die bekannte Konstruk-
tion fiir die Addierung von Punkten auf einer irreduziblen Kubik, welche die reguldren
Punkte dieser Kurve mit der Struktur einer Abelschen Gruppe versieht. In diesem
Artikel dndert der Verfasser diese Konstruktion sodass man diese auch fiir soeine
Kubik beniitzen kann, welche in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfallt und dass
diese Konstruktion die Addierung von Punkten auf dieser Geraden ermdoglicht.
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