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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 104 (1979), Praha

TERNARRINGE OHNE PLANARITATSBEDINGUNG

VAcLAv HAVEL und IVAN STUDNICKA, Brno

(Eingegangen am 18. Mirz 1977)

Unendliche Gewebe mit dem Grad gleich deren Ordnung sind mit affinen Ebe-
nen eng verbunden, indem sich die algebraische Bestimmung solcher Gewebe von
der algebraischen Bestimmung affiner Ebenen nur durch die sog. Planaritédtsbedin-
gung unterscheidet. Dabei entsteht eine Reihe von interessanten Fragen gerade um
die betreffende Planaritdtsbedingung. Einer solchen Frage ist der vorliegende Artikel
gewidmet. Der Artikel besteht aus drei Paragraphen. In § 1 sind die Definitionen des
Terndrringes und dessen bsdeutsamer Sonderfélle und die Definition der sog. zu-
lassigen Algebra angegeben. Der Zusammenhang der allgemeiner gefaBten zuldssigen
Algebren mit allgemeinen Geweben ist in den Arbeiten [2], [3] behandelt, wihrend
sich der vorliegende Artikel mit zulassigen Algebren befaBt, die nur in gewiBem MaB
spezialisiert sind, was gerade die Resultate erlaBt, welche den Resultaten iiber affine
Ebenen nahe liegen. Der Zusammenhang zwischen Terndrringen und zuldssigen
Algebren ist in Sdtzen 1—3 von § 2 erértert. Weiter sind in § 2 drei Konstruktionen
angefiihrt, in welchen Ternérringe mit demselben zugeordneten Gewebe auftreten,
bzw. die algebraische Ausdriickung der Einbettbarkeit des Gewebes in affine Ebene
zur Frage kommt. In § 3 sind Beispiele der Ternérringe von 9 Typen im Sinn von § 1
konstruiert. Der geometrische Sinn von einzelnen algebraischen Identititen und
tiefere Fragen der Einbettbarkeit der behandelten Gewebe in affine Ebenen sollen
den Gegenstand weiterer Untersuchungen bilden.

1. DEFINITION DES TERNARRINGES UND DER ZULASSIGEN ALGEBRA

Fiir die Zwecke des vorliegenden Artikels verstehen wir unter einem Terndrring
das Quadrupel (S, T, 0, 1), wo S eine mindestens zweielementige Menge ist, T eine
ternire Operation auf S und 0 % 1 zwei ausgezelchnete Elemente aus S, so daB
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(@) T(0, b, ¢c) = T(a,0,c) = ¢ Va,b,ceS,
(b) T(a,1,0) =a Vaes,
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(c) #{veS|T(a, b,v)=d} =1 Va,b,deS,
(d) #{xeS|T(x, by c;) = T(x, by c;)} =1 Vby,c5,¢c,€8; by * by,

Ein Ternérfing (S, T, 0, 1) heiBt planar (nichtplanar), wenn die sog. Planaritdts-
bedingung '

(C) #{(u, U) € S2 | T(al’ u, v) b dl’ T(az, u, D) el d2} = 1 Val, dl’ az, dz € S;
a; * a,

erfiillt ist (nicht erfillt ist).

Ist 7 =(S,T,0, 1) ein Terndrring, dann definieren wir bindre Operationen
+ 7, .o auf S durch

a+gc:=T(al,c) Va,ceS,
a.gc :=T(a,b0) VYa, beS.

Ein Ternirring (S, T, 0, 1) heiBt linear (nichtlinear), falls die sog. Linearitdts-
bedingung

T(a,b,c)=a.;b+5c Va,b,ceS

erfiillt ist (nicht erfillt ist).

Ein Terndrring J = (S, T, 0, 1) heiBe hier a) eine kartesische Gruppe, falls I
linear und + 5 assoziativ ist, b) ein Rechtsquasikdrper, bzw. Linksquasikdrper, falls
eine kartesische Gruppe ist, welche die Rechtsdistributivitét

a.sg(b+syc)=a.sb+sya.5¢c Va,b,ceS,
bzw. die Linksdistributivitat
(@+sb).gc=a.sc+5b.5c Va,b,ceS

befriedigt, c) ein Rechtsfastkirper, bzw. Linksfastkorper, falls I ein Rechtsquasi-
korper mit assoziativer Operation .4, bzw. ein Linksquasik6rper mit assoziativer
Operation .4 ist, d) ein Semikorper, falls I gleichzeitig ein Linksquasikorper und
Rechtsquasikdrper ist. Ein Terndrkorper J = (S, T, O, 1) heiBt erster, bzw. zweiter
Art, falls (S, .5) eine Quasigruppe ist, bzw. falls (S, . ) keine Quasigruppe ist.
Weiter wollen wir folgende Typen fiir Ternérringe einfiihren: nichtplanarer Rechts-
fastkorper erster Art = Ternirring des Typs I(;), nichtplanarer Semikorper zweiter
Art = Ternirring des Typs II,), nichtplanarer Rechtsquasikdrper i-ter Art, welcher
kein Rechtsfastkorper und kein Semikdrper ist = Ternérring des Typs III R, (fiir
i € {1, 2}), nichtplanarer Linksquasikdrper zweiter Art, welcher kein Linksfastkorper
und kein Semikorper ist = Terndrring des Typs III L,), nichtplanare Kartesische
Gruppe i-ter Art, welche kein Linksquasikdrper und kein Rechtsquasikérper ist =
= Terndrring des Typs IV, (fiir i € {1, 2}), nichtplanarer nichtlinearer Terndrring
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i-ter Art, welcher keine kartesische Gruppe ist = Terndrring des Typs V) fiir
ie{l,2})

Eine Algebra (S, (6.).cr> (+.)icr)> WO S, I Mengen sind (die Grundmenge und die
Indexmenge) mit %S = #I + 1 = 2, heibt hier zuldssig, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(oc) Fiir jedes ¢ €I ist o, eine Permutation von S, wobei ein Element 0 € S existiert
(Nullelement genannt von S), so daB 0°* = 0 unabhiingig von ¢ gilt.

(B) Es existiert ein Index ¢, € I (ausgezeichneter Index genannt), so daB o, = ids.

() Fiir jedes ¢ eI ist (S, +,) eine Quasigruppe, wobei 0 +,x = x +,0 = x VxeS.

(6) Fiir jedes o, fel; a + f und jedes b, b, €S ist #{xe S | x°* 4+,b, =
=x7 +,b,} = 1.

Bemerken wir, daB fiir 41 = 1 geht die zulassige Algebra in eine Loop iiber.

2. TERNARRINGE KONTRA ZULASSIGE ALGEBREN

Satz 1. Ist 7 = (S, T, 0, 1) ein Terndirring und A bijektive Abbildung von S\ {0}
auf eine Menge, dann ist eine zuldssige Algebra s#7*:= (S7°% (67%), 7.4,
(+7"".e17.2) mit Nullelement O und mit ausgezeichnetem Index 1 kanonisch
bestimmt, wobei S7** := §; I”* := {x* | xe S\{0}}; ¢ /4 S > S, x > T(x, ¢, 0)
Veel” % ao”* + 74 ¢ := T(a, *, ¢) fiir jedes a, c € S und jedes ve I7** ist.

Satz 2. Ist o = (S, (0.)ier, (+.)iex) eine zuldssige Algebra mit Nullelement 0
und ausgezeichnetem Index t; und ist ¢ :1 — S\{0} eine bijektive Abbildung,
dann ist ein Terndrring I 4,:= (Su.p Tt > Out.oo 1u,e) kanonisch bestimmt,
wobei

Swei=S; 04,:=0; 1,,:=48; T(a,b,c):= ! +pe-tc

fiir jedes a, b, ce S mit b + 0; T(a, 0, ) := c fiir jedes a,c €S ist.

Satz 3.Ist 7 = (S, T, 0, 1) ein Terndrring, dann ist

T 47 ,id . =9
K4 S\(0}, lds\{o)

Ist o = (S, (6.)ier, (+.)icr) €ine zuldssige Algebra mit Nullelement O und ist ¢ : 1 —
— S\ {0} eine bijektive Abbildung, dann ist 7% e*"" = .

Beweis des Satzes 1. Aus der Bedingung (a), (d) fiir 7 folgt, daB fiir jedes ¢ €
€ S\ {0} die Abbildung o, eine Permutation der Menge S ist mit 0% = 0. Aus der
Bedingung (b) fiir 7 folgt sofort ¢; = ids. Aus der Definition von ¢, und +, und
aus den Bedingungen (a), (c), (d) fiir ~ folgt die Bedingung (y) fir &#”. Die Be-
dingung (8) fiir &7 ist dann schon die Folge der Bedingung (d) fir 7. m
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Beweis des Satzes 2. Aus den Bedingungen (), (y) fiir &/ und aus der Definition
von T, folgen die Bedingungen (a), (c) fiir 7, ,. Aus der Bedingung (B) fiir &/
folgt die Bediggung (b) fiir 7, ,. Endlich folgt aus der Bedingung (8) fiir & und aus
der Definition von T, , die Bedingung (d) fiir 7, ,. ®

Beweis des Satzes 3. Es sei also J der gegebene Ternérring und g eine Permuta-
tion der Menge S\ {0}. Aus der Definition von

T »ids\ (0 s .
d . und ydf,lds\(o)’ lds\(o)

folgt fiir jedes a, b, c € S mit b + 0 die Gleichung

o.f,ids\(o)
, Ty 7 idso (@, b,c) =a® +pc=T(a, b, c),
wéhrend
TM!,ids\(o)’ids\(o)(a, 0, c) =Cc= T(a, 0, C)

fiir jedes a, c € S klar ist. Der erste Teil des Satzes 3 ist damit bewiesen. Zum Beweis
des iibrigen Teiles sei & die gegebene zuldssige Algebra und g die gegebene bijektive
Abbildung von I auf S\ {0}. Nach den Definitionen von 7, , und &7 #.e gilt fiir
jedes a, c € S und jedes ¢ € I die Gleichung '

T
a®+, c =T, (a,,c)=a’" ¥ 470

und daraus folgt dann o, = 67 ¢, +, = + 7 fiir jedes tel. W

Aus den Ergebnissen der Arbeiten [2], [3] folgt, daB zuldssige Algebren im Sinn
von § 1 bei geeigneter Koordinatisierung gewiBen Geweben entsprechen. Mit Riick-
sicht auf die Sitze 1—3 kann man dasselbe auch iiber Ternarringe im Sinn von § 1
(anstatt der zuldssigen Algebren) sagen. In weiteren Bemerkungen werden wir einige
Terndrringe betrachten, welche demselben Gewebe entsprechen und werden die
Frage betreffen, wie man von solchen Geweben entscheiden kann, ob sie in affine
Ebene eingebettet werden konnen ohne daB neue eigentliche Punkte zugegeben
sind.

Konstruktion 1. Es sei S eine nichtleere Menge mit ausgezeichnetem Element 0
und T eine ternire Operation auf S, welche die Bedingungen (a), (c), (d) befriedigt.
Weiter sei N 5 := (2P, £, €) der entsprechende Blockplan iiber 7, d.h. es sei
# := S* (Punktmenge), & := {{x,y)|x = a} |aeS} U {{(x.»)]|y =

= T(x, u, v)} I u, v € S} (Geradenmenge, wobei and der ersten Stelle die vertikalen
Geraden mit Steigung oo und an der zweiten Stelle die schiefen, bzw. horizontalen
Geraden mit Steigung u € S\ {0}, bzw. mit Steigung O in Betracht kommen).
Waihlen wir ein Element u, € S\ {0} und bezeichnen mit f soeine Permutation der
Menge S, fiir welche x/ = T{(x, uy, 0) fiir jedes x € S ist. Dann definieren w1r eine
neue terndre Operation T’ auf S folgenderweise: T'(x, u, v) := T(x' ™", u, v)
Vx,u,veS. Man kann leicht nachpriifen, daB 7' = (S, T',0, uo) ein Terndrring
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ist und daB der Blockplan A 4. isomorph mit A 4 ist. Und weil A 5. bis auf Un-
anwesenheit der singuldren Punkte und bis auf die Anordnung der Geradenbiischel
(jedes soein Biischel besteht aus simtlichen Geraden mit derselben Steigung) mit
einem Gewebe betrachteter Art zusammenfillt, kann man sich bei der Konstruk-
tion der Ternérringe im Sinn von §1 auf die Konstruktion der Ternédrgruppoide
(S, T) mit ausgezeichnetem Element 0 begrenzen, welche die Bedingungen (a), (c), (d)
erfiillen (also auf ,, Ternérringe ohne Einselement).

Konstruktion 2. Es sei = (S, T, 0, 1) ein Terndrring und f eine Permutation der
Menge S mit 0/ = 0. Definieren wir eine neue ternire Operation T’ auf S, so daB
T'(x, u, v) = (T(x’, u, vf))f_1 fiir jedes x,u, ve S ist. Dann ist auch 7' = (S, T',
0, 1) ein Terndrring und A 4. ist zu A 4 isomorph. Mit 7 linear ist auch 7' linear.
Zum Beweis bemerken wir, daB die Nachpriifung der Geltung der Bedmgungen (a),
(b), (c), (d) fiir 7 nur als eine Routine verlduft, so dap wir uns auf die zwei iibrig-
bleibende Tatsachen (Isomorphismus zwischen A4 5 und A 4. und Erhaltung der
Linearititsbedingung) beschranken kénnen. Nun sei f soeine Permutation der
Menge S2, bei welcher (x, y)’ = (x”, y’) fiir jedes x, y € S ist. Offensichtlich iibergeht
durch f jede Gerade {(x, y)|x = a} mit ae S in {(x, ) |x = a} = {(x,y) | x =

= a’}, also in eine Gerade desselben Biischels. Weiter ist {(x, y)’ | y" = T(x”, u, v*)}
fiir jedes u, ve S, so daB also die Gerade {(x, y) | y € T(x, u, v)} durch f wieder in
eine Gerade desselben Biischels iibergeht. Es ist klar, daB die induzierte Abbildung auf
der Menge der Geraden bijektiv ist, so daB f ein Isomorphismus von A 4 auf A 4. ist.

Ist  linear, dann gilt .7'(x, u, v) = Xx.yu +4 v fir jedes x, u, ve S. Folglich
ist x.p00u=(T(x,u,0) " = (x.5u)" fir jedess x,ueS und z +5.v=
= (T(z", , ) ' = ‘(zf +,0)7 furjedes Z,0€E S sodaBauchx .5 u + 4.0 =
= () e o) = () o = (T ) =

= T'(x, u, v) fiir jedes x, u,ve Sist. MW

Konstruktion 3. Es sei 7 = (S, T, 0, 1) ein planarer Ternérring, so daB A 5 eine
affine Ebene ist (uneigentliche Punkte und die uneigentliche Gerade sind dabei nicht
einbezogen). Wir setzen voraus, daB #S = N,. Weiter sei g eine injektive, aber
nicht bijektive Abbildung der Menge S in sich mit 0¢ = 0, 1¢ = 1. Lassen wir samtli-
che Punkte von A4 5 ungeéndert und lassen wir alle Geraden mit Steigungen aus
% := {u®| u € S} weg. Auf diese Weise bekommen wir ein Gewebe A%, daB in A
eingebettet ist (dabei verlangen wir natiirlich, daB zwei Geraden aus 4% demselben
Parallelenbiischel gehdren, wenn und nur wenn sie dieselbe Steigung in 4”5 besitzen.
Umgekehrt, jedes Gewebe betrachteter Art, das in eine affine Ebene mit denselben
eigentlichen Punkten und derselben Ordnung eingebettet ist, kann durch die vorige
Vorschrift konstruiert werden. Was die algebraische Ausdriickung des vorangehen-
den Eingriffes in die Struktur der urspriinglichen affinen- Ebene betrifft, definieren
Wwir eine neue ternire Operation T4y, auf S, so daB T, (x, u, v) = T(x, u’, v) fiir
jedes x, u, veS ist; dabei respektieren wir die Bezeichnungsweise nach. dem Satz
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6. Folglich ist 74, , = (S, Tias,e» 0, 1) ein Ternarring und A Tidse ein in A 4 ein-
gebetteter Blockplan; bei dieser Einbettung bleiben sdmtliche Punkte unverindert.
Diese Tatsachtn kénnen ohne Schwierigkeiten direkt nachgepriift werden.

3. BEISPIELE DER TERNARRINGE EINZELNER TYPEN

Bei der Behandlung der Gewebe betrachteter Art taucht als eine der ersten
Fragen auf, wann ein gegebenes Gewebe in eine affine Ebene im Sinn der Kon-
struktion 3 einbettbar ist, oder ob es wenigstens eine Transversale (d. h. eine Punkt-
menge, welche mit jeder Geraden des Gewebes genau einen Punkt gemein hat)
zulaBt, Wie J. KADLECEK in [4], S. 309 (Proposition 2.4) gezeigt hat, 148t kein Ter-
nirring des Typs IIT R,, also kein (nichtplanarer) Rechtsfastkérper, eine Transversale
zu, so daB auch iiber seine Einbettung in affine Ebene im Sinn der Konstruktion 3
keine Rede sein kann. Im weiteren lassen wir aber die Einbettungsfragen beiseite und
begniigen uns mit der Angabe der Beispiele der Ternérringe der einzelnen Typen 1),
II;), III Ry, III R,, III Ly, IV,, IV,, V,, V,, bzw. auch derjenigen, welche die Ein-
bettbarkeit zulassen.

Lehrsatz 4. Es sei (S, ) eine Halbgruppe, welche folgende Bedingungen erfiillt:
(«) Es gibt ein Element 1€ S, sodafy = y . 1 fiir jedes y € S und #{xeS I x.y=
=1} =1 ist.
(B) #{reS|a.y=c} =1 fir jedes a,ceS5.

Dann gilt 1. x = x fiir jedes x € S (so daf dann bekanntlich (S, *) eine Gruppe
ist).

Beweis. Fiir a e S ist {xeS|x.a =a} +0,sodaBeseinx ,;eSmitx,.a =a
gibt. Folglich ist (1.x;).a =1.(x;.a) = 1.a. Nach (o) fir y = a bekommt
man 1.x, =1 und wegen 1.1 =1 folgt hieraus nach (B) x, = 1, so daB auch
l.a=aqist. B :

Satz 5. Jeder Linksfastkorper ist planar.

Beweis. Es sei = (S, T, 0, 1) ein Linksfastkorper. Dann ist (S\ {0}, *|(s\(0))2)
eine Halbgruppe, welche die Bedingungen des Lehrsatzes 4 erfiillt und folglich eine
Gruppe ist. Die Planaritatsbedingung lautet nun: Fiir jedes a,, a,,d;, d, € S mit
ay * ay ist #{(u,0)e8%|a, su+sv=dy,a;.5u+sv=4d} =1

Dies kann weiter mit Hilfe der Substraktion — » beziiglich der Gruppenoperation
+ s folgenderweise vereinfacht werden: Fiir jedes ay, a,, d€ S mit a, % a, ist
#ueS|a; .gu—ga;.;u=d} =1

Die Gleichung a, .5 4 — 5 a, .5 u = d vereinfacht sich weiter auf (a; — 5 a,) .+
.s u = d und daraus ist schon die Erfiillung der Planaritdtsbedingung ersichtlich. B
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Satz 6. Jeder Semikdrper erster Art ist planar.

Beweis. Kann man &hnlich fiihren wie bei vorigem Satz 5. Benutzt wird dabei das
Distributivititsgesetz und dann die Tatsache, daB die Multiplikation auf vom
Nullelement verschiedenen Elementen eine Quasigruppenoperation ist. W

Verabredung. Ist J = (S, T, 0, 1) ein Terndrring und f, g Abbildungen
der Menge S in sich, dann definieren wir eine neue terndre Operation auf S durch
T; (%, u, v) := T(x’, u®, v) fiir jedes x,u,ve S und T, ,:= (S, Ty, 0, 1).

Konstruktion 4. Bzispiele der Ternirringe der Typen II,,, III R,, ITI L2y bekommt
man durch eine Verwandlung der terndren Operation Tauf der Menge S der Elemente
eines unendlichen Korpers (S, +, *, 0, 1), die durch T(x,u,v):=x.u + v fiir
jedes x, u, v € S definiert wird. Weiter seien f, g folgenderweise spezialisierte Abbil-
dungen der Menge S in sich: f sei entweder idg, oder eine solche Permutation der
Menge S mit 0/ = 0, welche die Addition nicht erhilt, wihrend g eine injektive,
aber nicht bijektive Abbildung der Menge S in sich sei. Dann ist leicht nachpriifbar,
daB 7, , (im Sinn der vorigen Verabredung) ein nichtplanarer Ternérring ist und
daB gilt: Ist f = idg und g injektiv, nicht bijektiv und additiv (z. B. kann man fiir
den urspriinglichen Korper den Korper einer Unbestimmten iiber dem Galois-Feld
der Primordnung p und fiir g die Abbildung u - u? nehmen), dann ist J ., ein
Ternidrring des Typs II,,. Ist f bijektiv, nicht additiv und mit 0/ = 0 und g injektiv,
nicht bijektiv und additiv, dann ist 7 , , ein Terndrring des Typs III R,. Ist f = idg
und g injektiv, nicht surjektiv und nicht additiv (z. B. kénnen wir fiir den Ausgangs-
korper den Korper der rationalen Zahlen und fiir g die Abbildung u > u3 nehmen),
dann ist I, , ein Ternérring des Typs III L, '

Konstruktion 5. Es sei = (R, T, 0, 1) ein planarer nichtlinearer Ternirring,
wobei (R, +, *, 0, 1) der K&rper der reellen Zahlen ist und T(x, u,v) :=x.u + v
fiir jedes x, u, v € R mit u = 0 oder v < 0, sowie fiir jedes x, u,ve Rmitu <0 < v,
0<x, —vfu<x, wihrend T(x, u, v) = v\/[l — (u?[v*) x*] fiir jedes x,u,veR
mtu<0<p,0x= —v/u. Nehmen fiir g eine injektive, nicht surjektive Ab-
bildung der Menge R in sich mit 0° = 0, 1¢ = 1 (z. B. sei g eine Abbildung der
Menge R in sich, welche die Menge {x € R | x > 1} bijektivauf {x e R |1 < x < 2},
die Menge {x e R|x < 0} bijektiv auf {xeR| —1 < x < 0} iiberfiihrt und die
Menge {x€R|0 < x < 1} elementweise festliBt). Nach Konstruktion 3 ist
(R, Tigpg 0, 1) ein nichtplanarer Ternérring zweiter Art. Weiter findet man leicht,
daB (R, T, 0, 1), (R, Tign, 0, 1) nichtlinear sind, so daB (R, T4y, 0, 1) ein Ternir-
ring des Typs V, ist. ‘

Konstruktion 6. Hier werden wir die Resultate von J. L. ZemmeR (Math. Stud. 31
(1964), 145—150), V. HAVEL (Comm. Math. Univ. Carol. 22 (1970), 939 —952) und
W. KerBy (Abh. Math. Sem. Univ. Hamb. 32 (1968), 20—24) beniitzen: Es sei
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(C(t), +,-,0, 1) der Korper der rationalen Funktionen einer Unbestimmten ¢ iiber
komplexen Zahlen. Definieren wir eine neue Multiplikation @ auf C(f) durch
(as(t)]ax()) @ (by()/b2(1) := (ay(t)[ax(t)) . (by(t + Stufe von a, — Stufe von a,) :
i by(t + Stufe von a, — Stufe von a,) fiir jedes a,(t)/a,(t), by(¢)[b2(t) € C(t) und eine
neue ternire Operation T® auf C(f) durch TO(x,u,v):=x Qu + v fir jedes
x, u, ve C(f). Man kann nachpriifen, daB 7° := (C(f), T®, 0, 1) ein Ternirring
des Typs I, ist.

Konstruktion 7. Hicr beniitzen wir ein Resultat von J. BURES (Czech. Math. Journ.
23(1973), 611 —614) das durch geeignete Umwandlung des Verfahrens von E. H. DAvis
(ndmlich der Konstruktion 5.2 aus [2], S. 951 —952) entstand, indem der Korper der
Potenzreihen -mit ganzzahligen Exponenten durch den Korper der Potenzreihen mit
gebrochenen Exponenten ersetzt wurde. Nehmen wir also den Kérper (C(0)* (1), +,
., 0, 1) der Potenzreihen mit rationalen Exponenten iiber dem Koérper der rationalen
Funktionen einer Unbestimmten 0 iiber komplexen Zahlen. Es sei — die Abbildung
x + iy = x — iy definiert fiir jedes reelle x, y. Wir erweitern diese Abbildung
auf C(6) durch p(6)/q(f) = p(6)/4(6), wo P, § Polynome sind, in denen jeder Koefi-
zient komplex konjugiert zum entsprechenden Koefizient in p, g ist. Endlich erweitern

@ )
wir diese Abbildung auf C(0)*(f) durch ¥ a,(6)x"" =Y a(0)x"", wo h ganz-
. = v ;

zahlig ist und a,(0) + 0 gilt. Fiir jedes solche ¢ = ), a,(0) x'/* soll der Zahler der
i=h -

gekiirzten Form mit positivem Nenner von h/n bei h = 0, bzw. die Zahl 0 bei h = 0
das obere Gewicht von & heilen; weiter soll der Zahler der gekiirzten Form von a,,(B)
die Stufe und der Nenner das untere Gewicht von & heiBen. Mit ¢* bezeichnen wir
die Reihe, die aus ¢ entsteht, indem man die Unbestimmte 6 an jeder Stelle durch
0 + 1 ersetzt; fiir die verschwindende Reihe 0 setzen wir 0% := 0. Weiter definieren
wir eine neue Multiplikation @ auf C(0)* (f), so daB fiir jedes &, { € C(6)* (¢) das
Produkt ¢ @ { so entsteht, daB wir zuerst in der Anzahl gleich dem unteren Gewicht
von ¢ die Abbildung + und danach in der Anzahl gleich dem oberen Gewicht von ¢
die Abbildung — schrittweise auf ¢ anwenden; ist &' das Resultat, so setzen wir
¢ @ = ¢ .{ Endlich definieren wir eine ternire Operation 7 auf C(6)* () mittels
¢, ¢, n) = ¢ @ { + n fiir jedes &, {, n e C(6)* (¢). Es ist nachprufbar daB (C(0)* (1),
7, 0, 1) ein Ternérring des Typs IIT R, ist.

Konstruktion 8. Es sei 7 = (S, T, 0, 1) ein Ternérring und f eine Permutation
der Menge S mit 0/ = 0. Dann ist offensichtlich auch 7 ;4, ein Ternérring. a) Ist 7.
speziell eine nichtplanare kartesische Gruppe erster Art, so gilt dasselbe fiir 7 j4,.
b) Ist F speziell ein nichtplanarer Fastkorper erster Art und f sein nichtidentischer
Automorphismus, dann‘ist 7, 4, €in nichtplanarer RechtsquasikOrper erster Art
mit nichtassoziativer Multiplikation, also ein Ternérring des Typs III R,.-
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Beweis der Behauptung a), sowie der Behauptung b) bis auf die Nichtassoziativitét
der Operation 7 ;4 ist nur eine Routine. Was die zulezt erwidhnte Tatsache betrifft,
bemerken wir, da8

(a "I 1.ids b) T fids (a5 b) g = a’ ;b s,
sowie

gl B
a.ff.ids(b.,f'idsc)—a g bl .sc

fiir jedes a, b, ce S ist. Wegen f = id, existiert ein a, € S mit al + a,, so daB
auch af’ % af und af’ .7 b .5 ¢ + af,.; b’ .4 c fiir jedes b, c € S. Ein konkretes
Beispiel bekommen wir, indem wir mit dem Fastkorper 7 © aus der Konstruktion 6
ausgehen und fiir f die natiirliche Verlingerung des Automorphismus —:x + iy >
> x — iy der komplexen Zahlen auf (C(t), +, O, 0, 1) nehmen.

Konstruktion 9. a) Ist 7 = (S, T, 0, 1) ein planarer, bzw. niéhtplanarer Ternirring
und g eine Permutation der Menge S mit 0 = 0, 1? = 1, so ist auch J 4, , ein
planarer, bzw. nichtplanarer Terndrring. b) Ist 7 = (S, T, 0, 1) ein Ternérring des
Typs II; und g ein nichtidentischer Automorphismus von J, dann ist J 4, , ein
Terndrring des Typs II R,. ¢) Ist 7 = (S, T, 0, 1) ein Terndrring des Typs III R,
und g eine nichtadditive Permutation der Menge S mlt 0? =0, 17 = 1, dann ist
T 145, €in Ternirring des Typs IV,. '

Der Beweis der Behauptungen a) und b) verlangt nur eine Routine. Wéhlt man
J°,gin derselben Weise wie am Ende der Konstruktion 8, dann bekommt man einen
Ternérring 7 53, des Typs III R,. Auch der Beweis der Behauptung c) verlduft
ohne Schwierigkeit, bis vielleicht auf die Nichtdistributivitit von J 4, ,: Es gilt
(b + C) =a .j(b +yc)g

afxdg

und

g g
a.g'ids’gb +_¢idsga yldsg a.,b +5a.54¢.

Wegen der Nichtadditivitit von g gibt es Elemente by, ¢y € S, so daB (by + 5 ¢o)* '+
=+ b§ + 4 c§ und folglich auch a.5(by +5¢o)’ £ a.5(b§ +5cf) =a.5bf +5
+ 4 a .4 cf fiir jedes a € S gilt. Es geniigt also fiir 7 einen Ternarring des Typs III R,
aus dem Ende der Konstruktion 8 oder 9 zu nehmen und fiir g eine Permutation der
Menge C(t) zu wihlen, welche simtliche Elemente festlaBt bis auf zwei bei g ver-
tauschbare Elemente a(t), b(f) € C(t)\ {0, 1}. Dann ist 4, ein Ternirring des
Typs 1V;.

Konstruktion 10. Im weitecen werden wir ein Beispiel von G. PICKERT (Publ. Math.
Debrecen 4 (1956), 157—- 160) fiir unsere Zwecke modifizieren, indem wir den geord-
neten Korper, wo alle nichtnegative Elemente Quadrate sind, durch den Kérper
(Q, +,-,0, 1) rationaler Zahlen ersetzen: Es sei T eine ternire Operation auf Q
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definiert durch

T(x,u,v):= xu + v fiirjedes x,u,veQ mit u<1, v<0

IIA

und fiir jedes x,u,ve@ mit x <0,
T(x,u,v):=xu+uv fiir jedes x,u,veQ mit x=1, u>1, v>0

T(x, u, v) :

x(u + (u —1)v) +v firjedes x,u,veQ mit
v<0<x<l<u.

Dann ist (Q, T,0, 1) ein Terndrring des Typs V,. Der einzige nicht routinengemiB
durchfiihrbare Schritt des Beweises ist die Nachpriifung der Nichtplanaritit. Dazu
behaupten wir, daB {(u, v) € Q* I T(-1,u,v) =0, T(2, u,v) = 4} * 0 ist. Im Fall

u £ 1 oder v < 0 lauten die untersuchten Gleichungen —u + v = 0, 2u + v = 4,
so daB dann u,v = 1 folgt, was ein Widerspruch ist. Ist u > 1, v > 0, dann lauten
die untersuchten Gleichungen —u + v = 0, 2u + uv = 4, so daB folglich u? +
+ 2u — 4 = 0 gilt, was wegen {u€ Q| u®> — 2u + 4 = 0} = 0 wieder einen Wider-
spruch liefert.

Konstruktion 11. Definieren wir eine ternire Operation T auf Q durch f(x, u,v):=
:=(x.u)® + v fir jedes x, u,ve Q mit x = 0 und durch f'(x, u,v)i=x.u+v
fiir jedes x, 4, ve S mit x < 0. Dann ist (Q, f‘, 0, 1) ein Ternérring des Typs IV,.
Die Nachpriifung dieser Tatsache bietet keine weiteren Schwierigkeiten.
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