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O JEDNOM ZOBECNENI VNEJSKOVE ROVINNYCH GRAFU

Jiki SEDLACEK, Praha

(Doslo dne 26. biezna 1986)

Souhrn. Studium lokalnich vlastnosti rovinnych grafi nas vede k tomuto zobecnéni vnéjskové
rovinnych grafi: Zobecnény vné&jikové rovinny graf je rovinny graf, ktery se d& vnofit do roviny
tak, Ze kazd4 hrana m4 aspoi jeden koncovy uzel na hranici jedné a téZe oblasti. Je dokdzano,
7e G je zobecn&ny vn&jskove rovinny graf pravé tehdy, jestlize Zadny podgraf grafu G neni ho-
meomorfni z nékterého z grafi zndzornénych na obr. 1.
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Obr. 1
Keyword: Outerplanar graphs.

AMS classification: 05C10.

Ke zobecnéni zminénému v nadpise mtZeme dojit pfi studiu lokalnich vlastnosti
rovinnych grafi, jak si za okamZik ukdZeme. Pojmy, které zde nejsou definovény,
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se najdou napk. v kniZce [8]. VSechny grafy v tomto &lanku jsou konetné, neoriento-
vané a nemaji smy¢ky ani nasobné hrany.

V dal§im budou uZite¢né nékteré nazvy a symboly. Jsou-li G, G, izomorfni,
pifeme G, = G,. Rikdme, Ze G5 je homeomorfui z grafu G, je-li bud G5 = G, nebo
Ize-li postupnym ptilenim hran grafu G, dojit ke grafu G} tak, Ze G; = Gj.

UZite€né je oznadovat sled (cestu) v grafu struéné u — v, zaina-li v uzlu u a konci
ve v a je-li z kontextu jasné, o ktery z mozZnych sledit (cest) jde.

Je-li G rovinny graf vnoteny do roviny, pak nechf o(G) zna&i mnoZinu vsech
bodi této roviny, jeZ jsou obrazem bud néjakého uzlu nebo bodu na nékteré hrané
nebo bodu uvnitt néjaké konetné oblasti vymezené grafem G. Necht hr (G) je hranice
mnoZiny o(G). -

Blok grafu se nazyva cyklicky, ma-li aspon tfi uzly.

Okoli N(u) uzlu u v grafu G definujeme (ve shodé¢ s [10] a [6]) jako podgraf
indukovany na mnoZing viech uzl sousednich s u. Je-li u izolovany, pak N,(u)
je prazdny graf. Podrobngji nazyvame N,(u) okolim proniho druhu. V [6] jsme také
zavedli okoli druhého druhu (oznadeni N,(u)) jako podgraf grafu G indukovany
na mnoZiné viech hran sousednich s u. Pfitom hrana vw se nazyva sousedni s uzlem u,
neni-li s nim incidentni a je-li aspoii jeden z uzld v, w sousedni s u.Neexistuje-li
k uzlu u 74dn4 sousedni hrana, pak N,(u) definujeme jako prazdny graf. Okoli N,(u)
byla uZ studovana napt. ve [2], [3], [6] a [7].

Pfipometime si znamy pojem vnéjskové rovinného grafu. Graf G se nazyva vnéjsko-
vé rovinny (anglicky outerplanar), dé-li se vnofit do roviny tak, Ze existuje oblast Q,
vymezena grafem G, na jejiz hranici lezi kazdy uzel grafu G. T¥idu vSech vné&jskové
rovinnych graft oznadime .

Zobecnény vnéjsSkové rovinny graf G zavedeme nyni takto: Je to graf, ktery se da
vnofit do roviny tak, Ze existuje oblast Q, vymezend grafem G, na jejiZ hranici ma
kazda hrana grafu G aspofi jeden sviij koncovy uzel. T¥idu vSech zobecnénych
vnéjskove rovinnych grafit oznaéme U,.

Zavedeme-li jesté symbol A5 pro téidu vSech rovinnych grafl, pak zfejmé plati

QIICQIZCQ[3.

Je-li G rovinny graf, potom viechna jeho uzlova okoli prvniho druhu patfi do 2,
jak jsme konstatovali uZ v [5] Podobné se snadno presvéd¢ime, Ze v rovinném grafu
jsou vSechna uzlova okoli druhého druhu ze tfidy 2,.

Charakterizace grafii ze t¥idy U, je znama a uvddime ji zde bez dikazu.

Véta 1 (G. Chartrand a F. Harary [1]) Graf G patfi do U, prdvé tehdy, neobsa-
huje-li Zddny podgraf homeomorfni z K, nebo z K, .

Analogickou v&tu miiZeme vyslovit také pro t¥idu A,, coZ je pravé hlavnim ucelem
tohoto ¢lanku,
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Véta 2. Graf G patrido N, prdvé tehdy, neobsahuje-li 2ddny podgraf homeomorfni
z nékterého ze 12 grafi*) zndzornénych na obr. 1.

NeZz budeme vétu 2 dokazovat, pfedeSleme n&kolik pomocnych pojmi a dvé
lemmata.

Necht G je souvisly graf s aspori jednou artikulaci. Necht B je blok grafu G a budte
ay, a,, ..., a, vsechny artikulace grafu G patftici do B. Pfipojme k B uzly by, b,, ..., b,
nepatfici do B a hrany a;b; (1 < i < r). Hrany a;b; budeme nazyvat pridavné;
pfipojenim pfidavnych hran a;b; rozumime soucasné pfidani novych uzl b; a novych
hran a;b;. Vznikly graf budiz B‘Y). Je-li G bez artikulaci, klademe G*) = G. Bez
dtikazu uvadime toto pomocné tvrzeni:

Lemma 1. Souvisly graf G je ze tridy U, prdvé tehdy, jestliZe pro kaZdy jeho
cyklicky blok B plati B e 9.

Necht nyni G je souvisly rovinny graf bez artikulaci obsahujici kruZnici Z. Zna-
zornime-li G v roving, pak obraz kruZnice Z rozd¢li rovinu na dvé oblasti (vnitini Q
a vng&jsi Q). Necht uvniti Q leZi uzel u grafu G. Necht S = S (Z, u) je mnoZina vsech
cest C v grafu G s t€mito vlastnostmi:

(i) cesta C obsahuje u;

(ii) cesta C neobsahuje Zadny uzel ze Z jako svij vnitfni uzel.

Viechny uzly a hrany cest z mnoZiny S tvoii zfejmé souvisly rovinny graf G(Z, u),
ktery je podgrafem v G. Tento podgraf nazveme predivo vytvofené uzlem u vzhledem
k Z (podle némecké terminologie Gespinst, Spinnwebe — viz [4], [9]; anglické
a francouzské terminy jsou uvedeny na str. 79 ve [4]). Uzly prediva G(Z, u), jez
nepatii do Z, se jmenuji vnitfni, ostatni jsou okrajové. Jsou-li kromé uzlu u v§echny
uzly pfediva okrajové, pak pfedivo se nazyva singuldrni.

I dalsi pomocnou vétu podavame bez dukazu.

Lemma 2. Necht G(Z, u) je pFedivo souvislého rovinného grafu G bez artikulaci
s okrajovymi uzly v, v,, ..., 0, (m = 2). Potom existuje strom T téchto vlastnosti:

(i) Tje podgraf grafu G(Z, u);

(ii) uzly 1. stupné stromu T jsou prdvé uzly vy, v,, ..., O

Nyni se vratme k vété 2 a k jejimu dikazu.

Dikaz véty 2. Stali se omezit na grafy souvislé. Je zfejmé, Ze G neni z A,,
obsahuje-li podgraf homeomorfni z n€kterého grafu na obr. 1.

Abychom dokdazali obriacené tvrzeni, piedpokladejme, Ze G neobsahuje Zadny
podgraf homeomorfni z nékterého z onéch graft, avsak G neni z A,. Kdyby G nebyl
rovinny, pak by podle Kuratowského véty obsahoval podgraf homeomorfni bud z K
nebo z K ;. V prvnim pfipad¢ by z toho plynula existence podgrafu homeomorfniho
z 10, ve druhém existence podgrafu homeomorfniho z 5. Je tedy G rovinny. ProtoZe

*) V dal§im textu citujeme tyto grafy jako 1, 2, ..., 12,
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neni G € Ay, musi G podle lemmatu 1 obsahovat cyklicky blok B takovy, Ze neplati
B™) e A,. Vnotme B do roviny a oznaéme Z kruZnici tvokici pfi tomto vnofeni
hranici té oblasti vymezené blokem B, s jejimiZ uzly inciduje maximalni po&et hran
grafu B, Muzeme predpokladat, e uZ mame to vnofeni grafu B*), p¥i némz
je toto maximum nejvitsi. Zndzornéni lze volit tak, Ze hr B je pravé obrazem kruZni-
ce Z. Obraz kruZnice Z déli rovinu na dvé oblasti, kone¢nou Q a nekoneénou Q.
ProtoZe neni B{™*) € Q,, musi v Q leZet aspoti jedna hrana xy, jeZ neinciduje se Z4dnym
uzlem kruZnice Z. Bez Gijmy na obecnosti lze predpokladat, Ze x patfi do B. Sestrojme
predivo B(Z, x) a ozna¢me vy, v,, ..., v,, (m = 2) viechny jeho okrajové uzly. Bude-
me rozli§ovat tfi ptipady.

a) Pfipad m = 2. Uzly v,, v, d&li Z na dv& &sti Z,, Z,. Pridejme k Z, (i = 1, 2)
jednak kazdy uzel u z B™*) sousedni k n&jakému uzlu v ze Z, (v, + v + v,), jednak
kaZzdou hranu uv; tim necht vznikne ze Z; graf Z{*). Necht Z{*) ma aspoii tolik
hran jako Z{*). Kdyby graf Z{*) mgl aspoii t¥i hrany, pak bychom v B™) nasli
podgraf homeomorfni z nékterého z grafi 1, 2, 3, 4. Ma-li Z{*) pravé dvé hrany
v;W, w,, pieklopime celé B(Z, x) a jeho ptidavné hrany do @, ptidem v,, v, ziista-
vaji pevné a obraz uzlu w se octne v novém zobrazeni uvnitf koneéné oblasti vymezené
novou hranici bloku B. V novém vnofeni do roviny inciduje s uzly zobrazenymi
na hr B vice hran grafu B*) neZ v piivodnim vnoteni (spor). Podobny spor dostane-
me, mé-li Z{* jedinou hranu v,v,.

b) Pfipad m = 3. Strom T sestrojeny v B(Z, x) podle lemmatu 2 je homeomorfni
z K, 3. Necht ¢ je uzel 3. stupn€ v T. Cesty t — vy, t — v,, t — v3 nemohou mit
vSechny délku aspoii 2, nebot to by byl spor s grafem 6.

Kdyby na T cesta ¢t — v, méla délku 1 a cesta t — v; délku aspoii 2, pak z 5 by
plynulo, Ze na Z je hrana v,v,. Vzhledem k 6 musi na Z byt aspoii jedna ze hran
05, U,03; necht je tu v,v;. Necht C, 3 je sloZeni cest v, — ¢, t — v5. Je-li w libovolny
uzel z C,3, pak kaZzda cesta v; — w v B majici s C,5 spole¢ny jen uzel w, ma délku 1
(plyne z 5). ]

Necht W je mnoZina vSech vnitfnich uzld cesty C,3, pro néZ existuje v B hrana v,w.
Odstranime-li z B(Z, x) uzel v a hrany v,w pro kazdé w € W, vznikne souvisly graf Q,
v ném¥ kaZdy prvek z W je artikulaci. Kdyby totiZ n&jaké w € Wnebylo artikulaci v Q,
pak by v Q existovala kruZnice O obsahujici hrany rw, ws a to r resp. s Z v, — w
resp. w — v5. Na O by musely existovat uzly ry, so (1o + w * so) tak, Ze r, resp. so
patfi do v, — wresp. do w — v3, pfiCemZ jedna z cest (oznaéme ji Coo0), na n&Z ro, o
déli 0, neobsahuje uvnitf Zadny uzel z C,,. P¥i ry * v,, 5o + v5, mame spor s 1.
Pfi rg + v,, 5o = v5 rozliSme tfi pfipady:

(i) je-li uvnitf v, — ro na C,3 n&jaky prvek z W, mame spor s 11;

(ii) je-li ro prvni prvek na C,; pattici do W, je spor s 10;

(iii) jsou-li vSechny prvky z W uvnitf r, — vs, spor s 5.

Pfi 1o = v;, 50 * v3 je to obdobné. Ve zbyvajicim p¥ipadé ry = v,, 55 = v,
najdeme na Coo resp. C,; vnitfni uzel w, resp. w, 3 tak, Ze v Q existuje cesta wy — w,,
majici jen uzel wy spoleény s Cgo a jen w3 spoleény s C,4. Piipad W23 = Wjeve sporil
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s 10, zatimco w,3 * w vede ke kruZnici neprochazejici soufasné obéma uzly v,, v;.

Pteklopme nyni B(Z, x) spolu s hranami v,v,, v,v; a hranami pfidavnymi tak,
Ze v,, v3 jsou pevné a vy, t si vyméni misto. Toto pieklopeni oznaéme ¢. V novém
vnoreni lezi ka?dé w € W na hr B{*), Ptejme se, zda uzly nové hranice inciduji s vice
hranami neZ ptivodné. Tento spor nastane pfi |W| = 2 a také pfi |W| = 1, neexistu-
je-li soudasné hrana v,w’, w' ¢ C,5. Existuje-li pfi [Wl = 1 hrana v,w’, pak s p¥ihléd-
tim k 8 nesmi tu byt hrana v,w”, w” ¢ C,; a vzhledem k 7 musi existovat v,¢ na C,;
a v,v; na Z. Stali tedy vymeénit oznaleni v,, v, a ¢ vede opét ke sporu.

Kdyby existovalo T pouze jako singularni pfedivo, tj. T = K 3, existovala by
pfidavna hrana u t. Podle 7 lze pfedpokladat, Ze na Z jsou hrany v,v,, v,v;. Neni-li
na Z hrana v,v;, pak podle 8 musi byt v, stupné 3. Je-li tu v,v5, musi podle 9 asponi
jeden z uzld vy, v,, v, (nap‘r’. v,) byt stupné 3. V obou ptipadech ¢ vede ke sporu.

c) Ptipad m > 4. Strom T miZe mit nejvys jeden uzel stupné aspofi 3, nebot opak
by vedl k 11. Je tedy T homeomorfni z K, ,. Kdyby na T byl vnitfni uzel pfediva,
je to spor s 5. Existuje-li jen T izomorfni s K ,,, musi u uzlu stupné m byt pfidavna
hrana (spor s 12). Tim dikaz kond&i.

Pozndmka. Vysledek obsaZeny ve v&té 2 byl soudasti referatu, ktery autor proslo-
vil v Polsku na konferenci o kombinatorické analyze (Pokrzywna, 16.—20. zéfi
1985).
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Pe3rome

OBb OJHOM OBOBILIEHHUU BHEUHEITJIAHAPHBIX I'PA®OB
Jikf SEDLACEK

W3yyeHne JIOKaJdbHBIX CBOMCTB IUIaHApHBIX rpadoB IpHMBOAUT K cleayromemy oO6oOmieHuro
BHELIHEIUIAHAPHBIX rpados: OOOOLIEHHBI BHEIUHENIAHApHBIA Ipad — 3TO IUIaHapHbit rpad,
KOTOPBIX MOXHO YJIOXKMTh Ha IUIOCKOCTH TakuMm o0pa3oM, YTO Kaxjaoe peOpo obnamaer XoTs
661 OHON KOHLIEBOM BEPLUMHON Ha IPAaHHULE OJHON M TOH e rpanu. B craThe nokasano, 410 G
ecTh 0000mIeHHbI! BHELIHEIUTAaHAPHBIA Tpad TOTAa ¥ TONBKO TOrja, KOraa HU OOMH ero noarpad
He roMeoMopdeH HEKOTOPOoMY U3 rpadoB H300paxkEHHBIX HA puUCYHKe 1.

Summary

ON A GENERALIZATION OF OUTERPLANAR GRAPHS

JiIkf SEDLACEK

The study of local properties of planar graphs motivates the following generalization of outer-
planar graphs: A generalized outerplanar graph is a planar graph which can be embedded in the
plane in such a way that at least one endvertex of each edge lies on the boundary of the same face.
It is shown that G is a generalized outerplanar graph if and only if no subgraph of G is homeo-
morphic from one of the graphs in Fig. 1.

Adresa autora: Matematicky tstav CSAV, Zitna 25, 115 67 Praha 1.
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