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MAGNETICKEM

V.VY$SIN A J. TILLICH
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-

Ukolem této price je ukazat analogii mezi periodickymi d&ji v poli elektromagnetickém a poli
gravitainim; tuto analogii pak vyjadfit formalné stejnym matematickym aparidtem a to takovym
zpusobem, Ze déje v poli elektromagnetickém jsou studovany jako analogie déji v gravitaénim
poli, nejen po strance matematické, ale i po strance fyzikalni. Existujici prace se zabyvaly analogiemi
mezi oscilaénim obvodem a linedarnim harmonickym oscildtorem; pfi analogii mezi oscilaénim
obvodem a kyvadlem vznikaly jisté potiZe pfi ické formulaci problému. Tyto nesnaze se
snazi na§e prace vysvétlit.

Faktem, Ze nékteré fyzikdlni d&je, patfici Casto do zcela odli$nych odvétvi
fyziky, bylo moZno popisovat matematicky velmi podobnymi vztahy, se zaby-
vala jiz celd fada fyzika. Na zékladé formaln¢ matematicky vybudovanych ana-
logii bylo pak moZno aplikovat vysledky nékterych fyzikalnich disciplin na jiné,
méné pokrocilé a tim najit vysledky nové ncbo dosavadni metody feSeni zna¢né
zjednodusit. Tak napf. mechanika pievzala nékteré poznatky z feSeni elektric-
kého oscilaéniho obvodu pro FeSeni kmitavych obvodi mechanickych apod. Elek-
tromechanickych analogii se v posledni dob& vyuZivd zejména ke konstrukci
analogovych matematickych stroji.

UvaZme nyni nejb&’néji uZivanou analogii mezi kmitavym obvodem elek-
trickym a_harmonickym oscildtorem. UZ z nizoru, stejné jako porovninim di-
ferencidlnich rovnic, kterymi se dé€je v obvodech fidi, vidime, %e lze provést
analogii mezi témito veli¢inami:
napéti U v oscilatnim obvodu je analogické sile F v mech. obvodu
proud I rychlosti v
niaboj Q vychylce q
Té% konstanty lze vyjadfit analogicky; nds bude v dalSim zajimat pouze ten
fakt, Ze indukénosti L odpovidd v mechanické analogii hmota m. Podrobn&jsi
tabulku ostatnich vztahtt mezi veli¢inami elektrickymi a mechanickymi publi-
é(uje \f své prici L. Franc: O nékterych elektromechanickych analogiich, PVV§

v tisku).
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Tato analogie po formdlni strince naprosto vyhovuje; podobna analogie mezi
osciladnim obvodem a kyvadlem, které se doneddvna b&Zné uZivalo i v peda-
gogické praxi, vSak naraZela na jisté potiZe, jak ve zminéné praci L. Franc
ukdzal. Zatimco potencidlni energie nabit¢ho kondensitoru je dédna vztahem

1
W=, 0U, M
kde Q je naboj a U napéti mezi deskami, je potencidlni energie kyvadla dana
vztahem
W' = mgh 2)
kde m je hmota kyvadla, g gravitacni zrychleni, / rychlostni vyska. Ve vztahu (2)
se Ciselny faktor > nevyskytuje.

Pokusme se odstranit tuto nesrovnalost:
UvaZujme nejprve potencidlni energii soustavy dvou bodovych néboji O, a O,,
které se nachazeji ve vzdélenosti r a nejsou v Zddném vn&jsim silovém poli. Po-
tencidlni energie naboje Q, v poli ndboje Q, je zfejm& déna vztahem
Wy, =Q,Vy, 3)
kde V, je potencidl od naboje Q, v misté niboje Q,. Podobné& pro potencidlni
energii naboje Q, v poli ndboje Q, miZeme psat
Wy = Q,V,. @
Zobecnime-li tuto uvahu i pro piipad rovinného kondensitoru, pak vzhledem
k tomu, Ze Q; = — Q, = O, mime
1 1
W= W, — Vo) = QU, ®)
kde U je rozdil potencidli ¢ili nap&ti mezi deskami kondensitorii.
Analogickou situaci miiZeme uvaZovat v polich gravitz¢nich. Mdme-li dvé
hmoty m, a m,, pak potencidlni energii hmoty m, v poli hmoty m, vyjidfime

Wi =mvy,, (6)
kde v, je gravitatni potencidl, dany zndmym vyrazem
m,
Y= % >r_2 5 Q]
kde x je gravitalni konstanta. Podobné potencidlni energii hmoty m, vyjadiime
Wi = myp, ®

coZz ndm opét dovoluje vyjadiit potencidlni energii ve tvaru formélné stejném
jako v prvnim piipadé

o1 / 1
W = 0 Wi+ Ws) = 2 (myypy + maps). ©)]
V tomto pfipadé oviem nelze uvaZovat hmoty opa¢ného znaménka; vyraz
v zévorce viak je moZno pfimo sloudit, coZ da po dosazeni

W = n’i’l;'ﬁ (10)
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Pro pfipad, Ze my; = M je hmota Zem§&, R jeji polomér, pak pro malé vysky %~
nad povrchem

(R + h)z =mg,

tak¥e
W' = mg(R + k) ) (11)
a polozime-li W, = mgR = 0, je .
W' = mgh. . (12)
UkéZeme viak obecnéj$i metody, kterymi Ize vést analogii mezi osciladnim
obvodem a kyvadlem. Spolitejme si neiprve dréhovy integral sily, v némz
podle uvedenych analogickych vztaha pxseme misto sily F napéti U a misto

zobecnéné souiadnice ¢ (nastupuje na misto vychylky) néboj Q. ProtoZe ana-
logicky s druhym Newtonovym zikonem F = m . a plati

d
U=1L d[%, (13)

mame
Wi = fUdQ Lf dr d0=1L Jgg %?dQ = LfQ’dQ'
Integrujeme-li od Qo (poloZime Qn = 0) do Q, dostdvame vyraz analogicky
vztahu pro kinetickou energii
Wi = ; LO2. (14)

Uvazme, %e v mechanickém ptipadé se jednd pouze o pohyb hmoty jistou rych-
losti; v ptipadé vybijeni kondensatoru si viak soufasné vyméiiuji misto kladny
a zdporny naboj, takZe vnéj§im obvodem tece vlastné proud tvofeny pohybem
obou téchto nibojl, tedy dvojnisobny. Pak vysledna kinetickd energie pii vy-
bijeni kondensatoru musi byt rovna souctu kinetickych energii, pfislusejicich
pfemisténi kazdého néaboje zvlast, tedy

W, = LQ% +7 LQ2
Protozeale 0% = 0% = (2, mame

= LO?. - 15)

Poznamenejme pro tiplnost, Ze¢ vypocitime-li ¢asovy integral napéti

fUdz Lf 2 i1

dostaneme p¥i poldte¢nich podminkich 0(0) = Q, = 0, Q(t) =
fUdt=L0 =0, (16)

kde @ je magneticky indukeni tok; tato rovnice ndm tedy vlastne d4va Faradaytv
zikon elektromagnetické indukce.
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Hledejme dile vyraz pro potencilni energii. V mechanice lze v piipadé sta-
cionérnich vazeb povaZovat potencidlni energii za funkci pouze zobecnéné sou-
fadnice (v tomto piipad& vychylky ¢q)

Wy = Wy(q). an
Zvolime-li rovnovaZny stav soustavy za pocatek od¢itdni potencidlni energie,
musi

Wy(go) = 0 (18)
a je zfejmé, Ze v tomto piipad¢ je rovna nule i zobecnéna sila

dw,,
(«qu) —o0. (19)
Qo

Rozvineme-li funkci W,,(q) v okoli rovnovézné polohy podle Taylorovy véty,
mame
dw, ¢, 1 /dWw, .
W0 = Wa) + (*g;") 0= a0+ 5 () @ e s

Cili pro malé kmity lze vzhledem k (18) a (19) psat

_ 1 @w, 2 ’
W) = ( W) @— g (20)
V analogii pak lze psat (protoZe v rovnovazném stavu Q, = 0)
1 /d*W,
@ =5 () @ @
3 2 \do® o
a dosadime-li pro kondensitor W, = Q . V, vyjde
EW,, 2
(TQZ )q., =G ) (22)
kde C je kapacita kondensatoru, takze
1
Wy(Q) = & O @)

Konstruujeme-li pak ryze analogicky Lagrangeovu funkci
L:WK—W,,:LQz—éQz, (249
miZeme napsat Lagrangeovu rovnici
d . 2
LeLY) +o=0,
- 1 )
O+ 1600, @5)

jeZ mé obecné feSeni

Q= dcos|/ 7wt + Bsin VLLC ‘. (26)
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Dosazenim polite¢ni podminky Q = Q0,2 O = 0 pro ¢ = 0, mame
T
Q = Oy COS Vﬁ t 27)

N4boj na kondensitoru nabyva vidy maximilni hodnoty po dob& T dané
vztahem

1
LCc
takZe odtud plyne pro dobu kmitu oscilatniho obvodu Thomsoniv vztah
= 2a|/LC. (28)
. Tento vysledek je ostatné moZno dostat iz tvahy elementérni — z principu
zachovéni energie. Celkové energie kondensétoru je

T=2x,

W= W + W,,:LQ'2+EQ2~ (29)
Pied vybijenim md kondensitor pouze energii potencidlni
1
W, = g Qs

Ze zachovini energie plyne

LG+ L0 = Ot (30)
&ili

— 2
0=+ ]/Q““ o

U odmocniny musime zvolit znaménko minus, protoZe se jednd o ubytek ni-
boje. Separace proménnych pak dava

2 I dr
@G-~ VIC
Q#V ——
Omax - “1 .
P I ToRnd

1
Q Qmaz cos L C

Integraci dostivame

arccos -—Q‘—

Qmuz

takZe

coZ davié stejny vysledek jako v pfedeslém ptipadé.
Podle uvedeného postupu miZzeme tedy srovnat oba vyrazy pro dobu kyvu.
Dostédvame pro oscilani obvod a kyvadlo

T =22 |LC T=2n V—i; 61
. i
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-
Dimensiondlni analyza ukaZe, Ze vyrazy l’lf(j‘a l/ ! jsou si ekvivalentni, pouZi-
jeme-li uvedenych mechanickych a elektromagnetickych analogii. My oviem
miizeme provést toto srovnani nasledujicim zptisobem: Vyraz |/ LC lze pfepsat
dosazenim z rovnice (22)

Jzc= / L 32)
[

dQ*
ey 5 . . a*w, «
V piipadé kyvadla polozime L = m a dosadime do vyrazu G0 zobecnénou
Qo

soufadnici, totiZ vychylku. Musime si v§ak uvédomit, Ze tento vyraz vyjadfuje
zménu potencialni energie v zavislosti na ndboji nebo na vychylce. Niboj oviem
teCe v obou smérech a nabiji-li kladny naboj jednu z desek kondensatoru, odpo-
vidd tomu vychylka analogického kyvadla. OvSem pohyb tohoto naboje je pro-
vazen pohybem néboje zdporného v opaéném sméru a tim se nabiji druhd deska
kondensatoru zaporné. Analogické kyvadlo se opét vychyluje, ale opaénym
smérem a je tudiz zrcadlovym obrazem prvého kyvadla, tak jako zaporny naboj
1ze povaZovat za zrcadlovy obraz néboje kladného.

JelikoZz v daném okamzZiku na obou deskich je stejné mnoZstvi niboje Q,
musi mu odpovidat i stejnd vychylka g. Pak oviem musime v druh¢ derivaci
potencialni energie brat v tvahu energii obou kyvadel a tak dostdvame pro jejich
spoleCnou potencidlni energii

W, = 2 mgl (1-cos ¢) N EE))
Pro ¢ <€ 1 Ize cosg rozvést a vzit pouze prvni dva Cleny, takZe dostivime
W, = mglg®. (34
Za ¢ dosadime, nebot plati .
q2
¢* = 2’ (35)
Pak dostaneme
W,=m i’ i (36)
a po derivaci )
aw,\ g
(Ti'q'? )W =2m&. 67

Tento vztah dosadime do vyrazu (32) a odtud plyne, Ze skute¢né

JLC ~ Vi ,
I4
coz mélo byt dokdzéno.

Tyto vysledky vedou k pfekvapivému zévéru, %e kondensétor si musime pfed-
stavit jako soustavu dvou kyvadel, jejichZ kmity odpovidaji zmé&né stavu obou
desek kondensatoru. UvaZovali jsme samoziejmé netlumené oscilace a jim odpo-
vidd pohyb kyvadla v neodporujicim prostfedi. Kondensitor povazu,eme za
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bezeztratovy. Pochopitelng, Ze zavedenim téchto podminek by se poméry kom-
plikovaly, ndm vSak $lo o prvni piibliZeni a yysvétleni nékterych nesouhlast
v dosavadnich analogiich.

Seznam literatury:
L. Franc, O clektromechanickych analogiich (v tisku).

Souhrn
V této praci byla studovina analogic mezi periodickymi d&ji v gravita¢nim
a elektromagnetickém poli. Vysledky vedou k zavéru, Ze kondensator si lze pfed-
stavit jako dvé kyvadla. Jejich frekvence odpovidaji zméndm stavii obou desek
kondensitoru. Byl uvaZovan piipad bez tlumeni.

SUMMARY

In this work were the analogies between the periodical processes in the gra-
vitational and elektromagnetic fields discussed. The results lead to the conclu~
sion, that the condenser may be as two pendulums imagined. Their frequencies
correspond with the change of states of both plates of condenser. The case
without damping is considered only.
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