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1969 - ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS - T O M 30 
FACULTAS RERUM NATURALIUM 

Katedra teoretické fyziky a astronomie přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: prof. RNDr. et DSc. Bedřich Havelka 

TOTALREFLEXION AN DER GRENZE ZWISCHEN EINEM 
EINACHSIGEN KRISTALL UND DEM ISOTROPEN MEDIUM 

PAVEL CHMELA 

(Eingegangen am 14. 6.1968) 

I. Einleitung 

Zum Studium der Totalreflexion an der Grenze zwischen den anisotropen 
Medien wenden meisten Autoren die Brechunsgesetze für die Normalenrichtung 
der Lichtsausbreitung an [4], [5]. 

Diese Auffassung ist im allgemeinen Falle nicht korrekt, wie wir an einem 
einfachen Beispiel zeigen möchten. 

Wir gehen von der Huygensschen Konstruktion (Abb. 1.) des gebrochenen 
Strahls aus, der sich aus dem Medium des einachsigen Kristalls ins isotrope 
Medium bricht. Für eine bestimmte Strahlenrichtung des einfallenden aus­
serordentlichen Strahls f(m) bekommen wir den Brechungswinkel er(m) = 90°. 
Der entsprechende Einfallswinkel sr(m) stellt dann den Grenzwinkel des 
ausserordentlichen Strahls in der Hauptschnittebene dar. 
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Wenn wir zur Strahlenrichtung f(m) die entsprechende Normalenrichtung 

s(m) konstruieren, ist es klar, dass beide Richtungen verschieden sind. In einigen 
Fällen, wie z. B. in dem Falle, der auf der Abb. 1. gezeigt ist, kann es dazu kom­
men, dass der Strahlenrichtung f(m) eine solche Normalenrichtung s(m) 
entspricht, die mit der Normale an der Grenzebene den Winkel sn(m) > 90° 
einschliesst. Dieses bedeutet, dass in einem solchen Falle nach der Normalen­
auffassung die Totalreflexion nicht vorkommen würde, was der Tatsache wider­
spricht. 

Falls das erste Medium isotrop ist und das zweite Medium ein einachsiger 
Kristall ist, hat die Normalenauffassung überhaupt keine Bedeutung. 

Im Falle, dass das erste Medium isotrop und das zweite Medium ein einach­
siger Kristall ist, werden wir weiter die Normalenauffassung überhaupt nicht 
benutzen. 

Im Falle, dass das erste Medium ein einachsiger Kristall und das zweite 
Medium isotrop ist, führen wir bloss die Formeln für die Normalenauffassung 
an, deren Gültigkeit wir auf Grund der Strahlenauffassung begrenzen. 

IL Die Totalreflexion an der Grenze, die als das erste Medium ein 
isotropes Medium und als das zweite Medium ein einachsiger Kristall 
bilden 

Wir bezeichnen mit n den Brechungsindex des isotropen Mediums und mit 
ri0> n'e die Hauptbrechungsindizes des einachsigen Kristalls. 

Es ist offensichtlich, dass wir bei beliebigem Winkel des Ausschliffes und bei 
beliebigem Azimut der Einfallsebene für den Grenzwinkel des ordentlichen 
Strahls e0(m) die Beziehung 

sin e0(m) = —- (1) 
n0 . 

bekommen, die mit dem Ausdruck für den Grenzwinkel an der Grenze zwischen 
zwei isotropen Medien identisch ist. Die reale Lösung gibt es nur in dem Falle, 
dass n'0 > n ist. 

Für die Brechung des ausserordentlichen Strahls aus dem isotropen Medium 
ins Medium des einachsigen Kristalls wurden für die Strahlenrichtung folgende 
Brechungsgesetze abgeleitet [2], [3]: 

У rí2 + r'2 

r? + r? + r? ' 
(2) 

WO 

tgtf = --Ь (3) 

A Q' — B n sin є cos 

n 
sm є sm (p 

ne 
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r'r = A n sin e cos <p — DQ' 

nA 

, D 
sm є eos 9? ~|- -7-= o ľ "~^~ 1 n?D cos * + s ш  

und 

/_ 

ß 

.0 

S 1 П yj C o s ÎD 

1 • 2 , 1 2 

— sиr ^ H cos^j 
n'0

2 n'2 

1 2 , 1 - 8 

— - c o s - ^ H — s m 2
 ?/J 

^ ń 2 ^;2 

ist. 
Hier hat man mit s den Einfallswinkel mit <p das Azimut der Einfallsebene, 

d. h. den Winkel zwischen der Einfallsebene und der Hauptschnittebene, mit 
e'r den Brechungswinkel, und mit <p'r den Azimut der Brechungsebene bezeichnet. 
Mit tp ist der Winkel des Ausschliffes, d. h. der Winkel, den die optische Achse 
mit der Normale an der Grenze einschliest, bezeichnet. 

Die genaue Orientierung des Azimutes <p'r ist im Folgenden gegeben : 

<p'r e ( 0°, 90°) für r't > 0, rn > 0 
<p'r e ( 90°, 180°) für re < 0, r'n > 0 
<p'r E (180°, 270°) für ri < 0, r'n < 0 
oj>; 6 (270°, 360°) für r\ > 0, r'n < 0 . 

Der entsprechende Strahlenindex in der Richtung des gebrochenen Strahls 
ist durch die Beziehung 

nr ýrp'+ii* + řii (4) 

gegeben. 
Damit wir uns eine gewisse 

Vorstellung über die Ergebnisse 
machen, zu denen wir durch 
mathematische Berechnung kom­
men, führen wir eine konstruk­
tive Lösung der Aufgabe der To­
talreflexion durch und zwar für die 
Azimute^ = 0 und <p == 180°. Dem 
Falle des Azimutes <p = 0 entspricht 
die Abb. 2a. und dem Falle des 
Azimutes <p = 180° die Abb. 2b. 

Weil der Schnitt des Rotations-
ellipsoides eine symmetrische 
Ellipse ist, ist es offensichtlich, 
dass für die Strahlenauflassung 
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die Grenzwinkel der zwei sym­
metrischen Strahlen gleich sind. 
Die Normalenrichtungen der ge­
brochenen Strahlen sind aber ganz 
verschieden, und es hat keinen 
Sinn, solche Einfallswinkel zu 
suchen, bei denen die Normalen­
richtung des gebrochenen Strahls 
in der Grenzebene liegt, denn 
diese Richtung bestimmt keines­
falls den Grenzwinkel der Total­
reflexion. Deshalb hat auch in 
diesem Falle die Normalenauffas­
sung keine Bedeutung. 

Die Berechnung für die Nor­
malenrichtung ist in [5] s. 730—732 
durchgeführt. Die Übereinstim­

mung mit den Experimenten J. Dankers, C. Pulfrichts und J. Nerrenbergers 
kann man so erklären, dass die Abweichungen zwischen der Normalen- und 
Strahlenrichtung verhältnismässig klein sind und die Messungen nur für 
die Grenzfälle durchgeführt wurden, d. h. für solche Azimute, in denen der 
Effekt der Totalreflexion verschwindet. 

Die Folge der Symmetrie des Schnittes des Rotationsellipsoides ist die Tat­
sache, dass die Grenzwinkel in zwei Azimuten <p und <p + 180° gleich sind. 

Jetzt führen wir den analytischen Ausdruck für den Grenzwinkel des aus­
serordentlichen Strahls und seine Diskussion durch. 

Für den Fall der Totalreflexion bekommen wir aus (2) 

Abb. 2b 

sиr є 

und von hier 

r(m) = 
ń2 + r'n

г 

í2 + Kz + r'ŕ 
ì 

r'c = 0 . 

Wenn wir für r[ den entsprechenden Wert ansetzen, bekommen wir 

A n sin er(m) cos <pr — DQ = 0 

und weiter nach dem Ansetzen des entsprechenden Wertes folgt 

n2 sin2 er (m) / 1 
DÌI 

n?D 
cos2 çv sin2 çv ) ] " 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Diese Gleichung (8) gibt implizite den Wert des Grenzwinkels er(m) für 
den gegebenen Azimut <pr an. Durch ihre Lösung bekommen wir 

sin2 er(m) = 
D 

(9) 
/ _ _ _ c o s 2 yr _|__ D sjn2 ^ \ 
\ n0

2 I 

Diese Beziehung gibt explizite den Wert sr(m) für den ausserordentlichen 

206 



Strahl als die Funktion des Winkels des Ausschliffes y> und des Azimutes der 
Einfallsebene <pr an. 

Wenn n > rie> n > ri0 ist, so hat die Gleichung (9) immer reale Lösung für 
sr(m% d. h. der Ausdruck auf der rechten Seite ist kleiner als 1 und grösser als 0. 

Wenn n zwischen den Werten der Hauptindizes des einachsigen Kristalls 
ri09 rie liegt, d. h. 

für die positiven Kristalle 

rie > n > ri0 

und für die negativen Kristalle 

rie < n < rioy 

ist es nötig, die genauere Diskussion durchzuführen. 
Wir bezeichnen mit 

/ . - * . — ! - . (10 
I c o s 2 <pr + D s i n 2 <pr j 
\ n'2 J 

Das Extrem dieser Funktion stellen wir durch die Derivation nach <pr fest: 

—— = — k2 ID — —r—\ sin <pr cos <pr = 0 . (11) 

d<pr \ ri2 J 

Daraus folgt, dass die Funktion / die extremen Werte in den Einfallsebenen 

<pr = 0, <pr = 90°, <pr = 180°, <pr = 270° 
annimt, die der Hauptschnittebene und der zur Hauptschnittebene senkrechten 
Ebene entsprechen. 

In diesen Ebenen ist die zweite Derivation der Funktionf durch den Ausdruck 

^ f __ ,2 
дtf 

k l (n'e
2 — n ó ђ ( c o s 2 <pr — SІП2 <pr) (12) 

gegeben. 

Das heisst also, dass für die positiven Kristalle, für die 

rie > n > ri0 

ist, hat die Funktion sin2 sr(m) 

M i n i m u m in der Hauptschnittebene (<pr = 0, <pr = 180°) 

und 

Max imum in der zur Hauptschnittebene senkrechten Ebene 

(<pr = 90°, <pr = 270°) . 

Für die negativen Kristalle, für die 

rie < n < ri0 

ist, hat die Funktion sin2 sr(m) 
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M a x i m u m in der Hauptschnittebene (<pr = 0, <pr = 180°) 
und 

M i n i m u m in der zur Hauptschnittebene senkrechten Ebene 

(<pr = 90°, <pr = 270°). 
Aus der Beziehung (9) ist es klar, dass der Ausdruck auf der rechten Seite 

der Gleichung für alle Werte <pf positiv ist. Die Grösse sin2 sr (m) hat also immer 
die reale Lösung sin sr(m). Es ist aber nicht garantiert, dass sin2 sr(m) kleiner 
als 1 ist. 

Jetzt stellen wir in der Hauptschnittebene den Grenzfall fest, für den 

sin2 sr(m) = 1 
sr(m) = 90° 

ist, und zwar so, dass wir in der Hauptschnittebene den Winkel des Ausschliffes 
yi0 suchen, für den aus (9) für <pr = 0 folgt 

n'2 n'2 D 
1. (13) 

Daraus erhalten wir nach der Auswertung des Koeffizienten D 

sur w0 
(14) 

Bezüglich zu den Bedingungen des Maximums und Minimums der Funktion 
sin2 er(m) gilt: 

Im Falle der negativen Kristalle, für die 
n'e < n < n0 

ist, 
für f <, ip0 tritt die Totalreflexion in allen Azimuten <pr ein; 
für ip > tp0 tritt die Totalreflexion bloss in einigen Azimuten <pr ein, wie 
Abb. 3a zeigt. 

Im Falle der positiven Kristalle, für die 
n'e > n > n0 

ist, 
für y) < xp0 tritt die Totalreflexion in keinem Azimut ein; 
für ip > ip0 tritt die Totalreflexion bloss in einigen Azimuten <pr ein, wie 
Abb. 3b. zeigt. 

f > Wc n'P > n(
n ^ _̂ s r - K, 

Abb. Зi Abb. Зb 
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Die Werte des Azimutes <pm> das das Gebiet festlegt, in dem die Totalreflexion 
vorkommt, kann man aus der Beziehung (9) bestimmen, dass man sin2 sr(m) = 1 
legt. Daraus folgt für den Winkel des Ausschliffes 

ß":2"; гO„V) 
cos2oOm = — - — - . _ _ — ! _ - . (15) 

1 — D n0 

In einem Sonderfalle, wenn der Winkel des Ausschliffes ip = 90° ist, haben wir 

2 n'2 (n'e
2 — n2) f . 

cos2 wm = -- . (16) 
n* (ne ~ n0) 

Wenn der Winkel des Ausschliffes xp = 0 ist, ist der Grenzwinkel sr(m) vom 
Azimut unabhängig 

n 
sin2 єr (m) = - — , (17) 

n2 

und es gibt reale Lösung er(m) nur für den Fall, dass n > n'e ist. 
Weil das erste Medium isotrop ist, richten sich alle Strahlen, deren Einfalls­

winkel s0 > e0(m) und er > er(m) ist, nach dem gewöhnlichen Reflexionsgesetz. 
Wir werden uns nicht eingehend mit den energetischen Verhältnissen des 

einfallenden, durchgehenden und reflektierten Lichtes beschäftigen. Wir 
möchten nur bemerken, dass die Formeln für Durchlässigkeit und Reflexions­
vermögen sich wesentlich von den Formeln für Durchlässigkeit und Reflexions-
verrnögen an der Grenze zwischen zwei isotropen Medien unterscheiden. Be­
sonders kommen grosse Anomalien in dem Falle vor, wenn der Einfallswinkel 
zwischen den Winkeln e0(m) und er(m) liegt. 

III. Die Totalreflexion an der Grenze, die als das erste Medium ein 
einachsiger Kristall und als das zweite Medium ein isotropes Medium 
bilden 

1. Strahlenauffassung 

Ähnlich wie in dem vorgehenden Absatz gilt für den Grenzwinkel des ordent­
lichen Strahls e0(m) 

n 
sin e0(m) = —- , (18) 

n' 
wo mit n der Brechungsindex des zweiten isotropen Mediums und mit n0> ne 

die Hauptbrechungsindizes des ersten Mediums — eines einachsigen Kristalls 
bezeichnet sind. 

Es ist offensichtlich, dass die reale Lösung (18) durch die Bedingung n' > n0 

begrenzt ist. 
Für die Brechung des ausserordentlichen Strahls aus dem einachsigen Kristalls 
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ins isotrope Medium wurden für die Strahlenrichtung folgende Brechungs­
gesetze abgeleitet [3]: 

. , n%n\{Ar r + Dn) n 

sin er = \ * ,•—-5~ , (19) 
w cos yv 

tg (pr = ^ , (20) 
n*(Dn + An)

 } 

wo 

und 

n\ = nl cos2 Фr + nl sin2 Фr (21) 

cos <5r = cos sr cos y! + sin er sin ^ cos cpr. 

Die Grössen 77, r,p r^ sind durch Beziehungen 

ч = 
1 

nr 

- SІП Є r COS fr 

r , = 
1 

тгү 
SІП £ r SІП ÇV 

>•« = 
1 

n r 

cos є.r 

gegeben, und die Bedeutung der Koeffizienten A> i?, D ist die gleiche, wie im 
vorhergehenden Absatz. 

Die genaue Orientierung des Azimuts (p'r bestimmen wir wie folgt: 

für t g ^ < 0 
tg<rV 

liegt der gebrochene Strahl in einem Nachtbarquadranten, der symmetrisch 
zum Quadranten des einfallenden Strahls um die f — Achse ist; 

f u r Ü ^ - > 0 
tg?V 

liegt der gebrochene Strahl im gegenüberliegenden Quadranten, der symmetrisch 
zum Quadranten des einfallenden Strahl um den Anfangspunkt 0 ist [3], 

Für die Bestimmung des Grenzwinkels des ausserordentlichen Strahls 
benutzen wir die Beziehungen (19) und (20), in denen wir er = 90°, d. h. sin er = 
~ 1 legen. 

Daraus erhalten wir zwei Gleichungen 

re'2 cos2 <p'r = n\ n$ (A re + D r,)2 (22) 

«S (D rt + A rrf 

nl
0(Dr£ + Arr)* + ~t* 

nì(Dn + A nf , м . 
cos2 <pr = — - 2 A _ _ Л Z _ І L . (23) 
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Nach der Eliminierung cos f'r und der Umformung bekommen wir für den 
Grenzwinkel er(m) den Ausdruck 

b* - 2 ac + sgn (lg ^ \ b p 2 - 4ac - 4c2 

sin2 er (w) = A_J*£j _ (24) 
V ' 2(a2 + ft2) 

WO W1Г 

a = ln$D*- P —) cos2 <pr + sin2 yr + - — R - A* n* 
\ n\] n% 

b = (2n*AD-2 !^A^\ cos <pr 

c = n%A*~ ^ (nl + R) 

bezeichnet haben. 
Die Koeffizienten R und P sind folgenderweise gegeben: 

P = (nl — nf) sin2 y 
i? = (nl — w2) cos2 y>. 

Der Koeffizient b hängt von der ersten Potenz cos (pr ab und so ist es klar, 
dass der Ausdruck sin2 er(m) nicht symmetrisch für zwei Azimute (pr und cpr + 
+ 180° ist. 

Wenn der Brechungsindex des zweiten Mediums n' kleiner als die Haupt­
brechungsindizes des einachsigen Kristalls ra0, ne ist, d. h. n < n09 n' < ne, 
dann hat der Ausdruck (24) immer reale Lösung er(m) für alle Azimute (pr. 

Die Diskussion für den Fall, dass der Brechungsindex n' zwischen den Werten 
der Hauptindizes des einachsigen Kristalls n0J ne liegt, ist nicht so einfach, wie 
in dem vorgehenden Absatz, weil die Funktion im Hinblick auf das Azimut 
nicht symmetrisch ist. 

Mit Vorteil nutzen wir folgende Eigenschaft der Funktion (24) aus: 
Wenn wir den Grenzwert des Azimuts (pm suchen, für den der Grenzwinkel 

sr(m) = 90° ist, bekommen wir aus (24) 

1 _ b2 - 2ac ± b yW~4ac~^4<? 

2(a* + ¥) 
und daraus nach der Umformug 

a + c = 0. (26) 

Diese Bedingung ist symmetrisch im Hinblick auf das Azimut (pr> denn der 
Koeffizient a ist vom Quadrat cos (pn sin (pY abhängig und der Koeffizient c 
hängt vom Azimut (pr überhaupt nicht ab. 

Wir könnten ein solches Ergebnis erwarten, weil im Grenzfalle er(m) = 90° 
sich die räumliche Aufgabe der Konstruktion des gebrochenen Strahls auf die 
ebene Aufgabe reduziert, und der Schnitt des Rotationsellipsoides symmetrisch ist. 

Die Diskussion für die Extreme der Funktion (24) führen wir nicht durch, 
Aveil die Ausdrücke, die bei der Differenzierung vorkommen, sehr kompliziert 
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und unübersichtlich sind. Auch ohne eine preziöse mathematische Diskussion 
zu machen, können wir uns eine Vorstellung über den Durchlauf der Maxima 
und Minima der Funktion (24) durch eine Konstruktion schaffen. 

Es ist offensichtlich, dass zwei von vier Extremen in der Hauptschnittebene 
liegen. Die Konstruktion des gebrochenen Strahls für den Einfall unter dem 
Grenzwinkel er(m) ist auf der Abb. 1. durchgeführt. Der Schnitt des Rota-
tionsellipsoides in der Grenzebene ist eine Ellipse, deren Verhältnis der Halb­
achsen davon abhängig ist, ob es sich um die positiven oder negativen Kristalle 
handelt. 

Für die negativen Kristalle, für die 

ne < n' < n0 

ist, hat die Funktion (24) zwei Minima in der Hauptschnittebene, also für 
<pr = 0y<pr= 180°, und zwei Maxima in den Azimuten <prl> <pr2> die um die Haupt­
schnittebene symmetrisch sind. 

Für die positiven Kristalle, für die 

ne > n' > n0 

ist, hat die Funktion (24) zwei Maxima in der Hauptschnittebene, also für 
<pr = 0, <pr = 180°, und zwei Minima in den Azimuten <prl, <pr2, die um die 
Hauptschnittebene symmetrisch sind. 

Wir stellen jetzt den Winkel des Ausschliffes y>0 fest, für den die Funktion 
(24) in der Hauptschnittebene den Wert sr(m) = 90° annimt. 

In den Ausdruck (26) setzen wir die Werte a und c ein, und für <pr = 0, 
bzw. für <pr = 180° bekommen wir 

yl'% Yl'1 

n5D*~-n-P-\ = 0. (27) 
ni ni 

Daraus erhalten wir die Beziehung für den Winkel *p0 

n'^ — w2 

s i n - v - - - - - - - ~-. (28) 
ni — ni 

Für den Winkel des Ausschliffes ist der Grenzwinkel sr(m) = 90°. 
Aus den Bedingungen für die Extreme folgt: 

Im Falle der negativen Kristalle, für die 

ne < n! < n0 

ist, 
für ^p < ^p0 tritt die Totalreflexion in keinem Azimut ein; 
für y > y0 tritt die Totalreflexion bloss in einigen Azimuten <pr ein, wie 

Abb. 4a ziegt. 
Im Falle der positiven Kristalle, für die 

ne > n' > n0 

ist, 
für y < ip§ tritt die Totalreflexion in allen Azimuten <pr ein; 
für ^p > ^p0 tritt die Totalreflexion bloss in einigen Azimuten <pr ein, wie 

Abb. 4b zeigt. 
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лв < n{ 
Г 2-fc 

Abb. 4a 

n9> л, 

Abb. 4b 

Г> Уo 

Damit wir den Winkel ym bestimmen, der das Gebiet, in dem die Totalreflexion 
eintritt, festlegt, gehen wir wieder von der Beziehung (26) aus. 

Nach der Einsetzung der Werte a und c bekommen wir 

U D2 - P ~ - l) cos2

 Vm+l-*i=0 
\ m ) n\ 

und daraus 

cos* 
n2 (ri2 — n2) 

rie (ri0 D
2 - \)~Pri2 

In einem Sonderfalle des Ausschliffes \p = 90° haben wir 

n2 (ri2 — n2) 
cos2 q>m = 

(я2 - nf) (ў0 + nì - и'2) 

(29) 

(30) 

(31) 

Im Falle des Ausschliffes tp = 0 ist der Grenzwinkel vom Azimut (pr unab­
hängig. Für diesen Ausschliff haben wir aus (24) 

ra'2 и2 (я* - и'2 и2 + w'2 nђ 
sin2 e (rri)= — — 

2ra'2 n? (n2 w2 - nl

e - n'2 w2) + «f + »'* «* + K'4 H* 

Dieser Ausdruck hat reale Lösung nur damals, wenn 

«J («* + n'4) > «'2 [3w2 ra2 (ra2 - w2) + 2(«« - «'2 n4)] 

(32) 

ist. 
Man muss hier bemerken, dass für e0 > e0(m) und er > er(m) die reflektierten 

Strahlen sich nach den Reflexionsgesetzen richten, die in [3] bestimmt wurden. 

2. Normalenauffassung 

Damit wir den Grenzwinkel der Normalenrichtung des ausserordentlichen 
Strahls en(m) bestimmen, zeigt es sich vorteilhaft, direkt vom Snellschen Bre­
chungsgesetz auszugehen [5], in dem wir en(m) = 90°, d. h. sin e'n (m) = 1 
legen : 

nn sin en (m) = ri . (33) 
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Der normale Brechungsindex nn des ausserordentlichen Strahls ist durch die 
Beziehung 

- L = - L cos2 & + \ sin2 0 , (34) 
n\ n% nt 

festgelegt [5], wo & der Winkel zwischen der Normalenrichtung und der opti­
schen Achse des Kristalls ist. 

Führen wir den Eifallswinkel der Normalenrichtung des ausserordentlichen 
Strahls sn und das Azimut der Normalenrichtung &n ein, bekommen wir mit 
Hilfe der sphärischen Trigonometrie 

cos 0 = cos ip cos sn + sin xp sin sn cos &n . (35) 

Nach der Einsetzung (34), (35) in (33) geht nach der Umformung aus 

sin2 en (m) = | - + sgn (cos i\ lg ^ - ) ] / ( | - ) * - q, (36) 

WO 

20 ( + + M1~M2 cos2 ůn\ + ЛГ2 cos2 K 

ĽL + Лíx - M2 cos2 # r e ľ + AГ2 cos2 ůn 

Q 

/ + + Mi - M2 cos2 t O + -ÍV2 cos2 Ä 

ìst. 

Die Koeffizienten <2, M13 M2 und iV sind im Folgenden degeben: 

M> - (i - i ) ^ 
* - ( - 5 - - - * - ) * ' * 
N = 2 ( —) cos ^ sin xp 

\nl ml 

Q = ( ) cos2 y -| . 
\ »2 w? / n\ 

Es hat keinen Sinn, die Diskussion der realen Lösung (36) durchzuführen? 
u. zw. aus Gründen, die wir am Anfang dieses Kapitels angeführt haben. 

Die Begrenzung des Winkels des Ausschliffes y0, für den im Falle der posi­
tiven Kristalle in allen Azimuten und im Falle der negativen Kristalle in keinem 
Azimut die Totalreflexion eintritt, ist von der Strahlenauffassung anzunehmen. 

214 



Das Azimut #m, welches das Gebiet, in dem die Totalreflexion eintritt, festlegt, 
ist aber offensichtlich unterschiedlich vom Grenzazimut (pm für die Strahlen­
auffassung. 

Die Bestimmung dieses Winkels ist verhältnismässig eine komplizierte 
mathematische Angelegenheit, und deshalb führen wir hier nur Vorgang der 
Berechnung an. 

Es handelt sich darum, das Azimut #m der Normalenrichtung sw, die der 

Strahlenrichtung fm des Grenzfalles sr(m) = 90° entspricht, festzustellen. Diese 

Strahlenrichtung fm liegt in der Grenzebene und schliest mit der Hauptschnitte­
bene den Winkel <pm> der durch die Formel (30) gegeben ist. 

Die Richtungskosinusse der Strahlenrichtung fm (cos ßly cos ß23 cos /?3) im 
Hauptkoordinatensystem des Kristalls x, 3;, z, sind durch die Beziehungen 
(s. Abb. 5.) 

z*OЛ 

Y*V / 
Abb.5 

cos ßг = cos y> cos q>  

cos ß2 = sin <pm 

cos ßs = sin гp cos q>m 

(37) 

und der Winkel 0 m , den die Strahlenrichtung mit der optischen Achse des 
Kristalls einschliesst, durch die Beziehung 

cos 0m = sin y> cos q>m (38) 

gegeben. 

Den Strahlenindex nr in der Richtung fm gibt dann die Formel 

fß = nl cos2 0m + n\ sin2 &m. (39) 

Für den Normalenindex haben wir [5] 

nl = 4 [l + \ (nl - rc2) sin2 0m cos2 <P J . (40) 
L n* 

Den Zusammenhang zwischen der Normalenrichtung sm (cos a13 cos a2, 
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cos a3) mit der Strahlenrichtung fm (cos ßn cos ß& cos ßz) gibt im Hauptkoordi­
natensystem die Formel 

nn [. nl (nl - w2) 1 

1 - r , _ _ ^ _ _ _ _ _ j C 0 . A 
i = L 2 (41) 

COS a3 = 1 - —- —r £ • COS /S3 . 
«r L »» («r — K) J 

Davon haben wir für das Azimut #„. (42) 

K sin 9% 

WO W1Г 

sin êm = 

K= 1 

1 

V (iC cos2 ip + L sin2 T//)2 cos2 <pOT + K* sin2 9?, 

__! W - ?g) 
»S (»? — »S) 
n2 (wg — /g) 
w2 (ra2 — w2) 

? 

m 

bezeichnet haben. 
Wenn der Winkel dem Ausschliffes tp = 0 ist, dann haben wir für den Grenz­

winkel en(m) 

sin2 en(m) = ^ ^ . (43) 
w2 w? + rc2(w2 — nl) 

Wenn es im Gebiet, das für die Totalreflexion aufgrund der Strahlenauffas­
sung abgegrenzt ist, dazu kommt, dass aufgrund (36) 

sin2 en(m) > 1 

ist, das bedeutet, dass die Normalenrichtung des ausserordentlichen Strahls 
mit der Normale an die Grenzebene den Winkel 90° + v einschliest, wo 

cosh v = |sin sn(m)\ t (44) 

ist. 
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SHRNUTÍ 

ÚPLNÝ ODRAZ NA ROZHRANÍ JEDNOOSÉHO KRYSTALU A IZO­
TROPNÍHO DIELEKTRIKA 

PAVEL CHMELA 

V práci je studován úplný odraz na rozhraní mezi jednoosým krystalem a izo­
tropním dielektrikem, a to jak v případě, kdy prvním prostředím je prostředí 
izotropní a druhým prostředím je prostředí jednoosého krystalu, tak v případě, 
že první prostředí tvoří jednoosý krystal a druhé prostředí prostředí izotropní. 
Ke stanovení úplného odrazu je používáno zákonů lomu pro paprskový směr 
šíření, které byly odvozeny v [2] a [3]. 

Р Е З Ю М Е 

ПОЛНОЕ ОТРАЖЕНИЕ (СВЕТА) НА ГРАНИЦЕ МЕЖДУ ОДНО­
ОСНЫМ КРИСТАЛЛОМ II ИЗОТРОПНЫМ ДИЭЛЕКТРИКОМ 

П А В Е Л Х М Е Л А 

В настоящей работе изучается полное отражение (света) на границе 
между одноосным кристаллом и изотропной средой в следующих двух 
случаях: 1. первая среда является изотропной, а вторая — одноосный 
кристалл, 2. первой средой является одноосный кристалл, а вторая 
среда — изотропная. При изучении полного отражения использованы 
выведенные в [2] и [3] законы преломления для лучевого направления. 
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