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1. Einflhrung

Vor kurzem erzielte T. Ding [1 - j] betrachtenswerte

Ergebnisse Uber die Beschranktheit und Unbeschranktheit von
Losungen der Differentialgleichung des Duffingschen Typs

..

x4 g(x) = p(t),

wo p(t) eine Uberall stetige periodische Funtion und g(x)
eine Uberall stetig differentierbare Funktion ist. Konkret
bewies er in &3] fur das oberlineare Glied g(x), d.h.

lim g(x)/x = ®,
|x|— o

x Instytut Matematyki Politechniki Poznanskiej, Piotrowo 3A,
60-965 Poznaf, Polska.
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die Stabilitat im Sinne von Lagrange flr die gegebene
Gleichung (als Antwort auf das Littlewoodsche Problem). In
diesem Zusammenhang erhebt sich die Frage, ob auch umgekehrt

bei

lim inf g(x)sgn x>0, max+|p(t)l < ©
| x| —> @ teR

wenigstens eine beschrakte LGsung der untersuchten Gleichung
existiert. Diese Frage wurde bereits in [4] bejaht und dies
fir die nichtlineare Gleichung vom Jacobischen Typ

, .

x"" 4 q(t)x = p(t,x),

wo g(t) Uberall stetige Funktionen sind, und vorausgesetzt es

gebe solche positive Konstanten ¢,Q, dass

lim sup |2BLEX) |0 g £ gty % q.
Ix| — oo ox

Es bleibt noch zu bemerken, dass-es uns in [4] keineswegs um
das allgemeinste Ergebnis mit Rucksicht auf die rechte Seite
p(t,x) ging, sondern wir bemihten uns, die asymptotisch do-
minante Rolle des Tragers q(t) aufrechtzuerhalten, und die
rechte Seite wurde als die maximal mogliche Perturbation auf-
gefasst (daraus folgt auch die Charakteristik der Gleichung
in {4]).

Wie weiter unten bewiesen wird, lasst sich die Methode
aus [5], die zur Losung der diesbezliglichen asymptotischen
Randwertaufgabe in [4] angewendet wurde, auch mit Erfolg zur
Losung der allgemeineren (sogar vektoriellen) Differential-
L

gleichung (1) verwerten, wo X = (xl,...,xn), F = (fl,..

und dies unter den Voraussetzungen (2), (3).

Dieses Ergebnis stimmt teilweise mit der Behauptung in
[6] fiir die Skalargleichung (1) lberein, wo ausser anderem
unter mehr beschrankenden Voraussetzungen (insbesondere Mo-
notonie) die Existenz der beschrankenden Losungen mit voraus-
gegeben Anfangswert bewiesen wurde. Uberdies wurden manche
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Ergebnisse der Losungen der klassischen Kneserschen Aufgabe
weiter verallgemeinert (neben [6] und die Verweise in [6],

siehe hierzu eine etwas neuere Arbeit [7]).

Im Anschluss hieran werden einige jlngste Behauptungen
in [8] eng angeknlpft. Hier wurde die Skalargleichung (1) als
Spezialfall der (nichtkonservativen) Liénardschen Gleichung
betrachtet, wobei die genﬁgenden Losbarkeitskriterien in
bezug auf (1) trotz der Annaherungsverschiedenheit sich mit
unseren in hohem Masse decken. Von den lbrigen (nicht vielen)
Ergebnissen, die sich auf die LOGsung von verwandten asympto-
tischen Randwertaufgaben fur (1) beziehen, seine noch die
Beitrage [9 - 11] und t}A] erwahnt.

Wie wir sehen werden, lasst sich Uber die Qualitat der
Losungen der untersuchten Gleichung bei Erfillung der Be-
dingungen (2), (3) noch viel mehr sagen.

2. Die Existenz der beschankten LOsung

Betrachten wir also die Vektorgleichung

o

x°" = F(t,X), (1)

wo F(t,X):RE)(Rn —>R" stetig differenzierbar und folgender-
massen beschrankt

Iece.x)f £F, (2)

fur ”X“ £ R ist, wobei P,R€R* und "X" = max sup |x.(t)l.
14€i€n +*
te€ Rg

Bemerkung 1. Aus Formalgriunden schreiben wir bei jeder Kompo-
nente f, (t,X) der Vektorfunktion F(t,X) ein Argument x; als
das erstfolgende nach t und die Ubrigen Argumente schreiben

. n-1
ir z mmenf nd z, s 0= (eeeyX, . e .
w usammenfassend i1 WOz, ( $X5 g0 X4, )€ R

Im weiteren wird die Vektorfunktion F(t,X) angenommen, dass
ihre Komponenten den Bedingungen
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%iﬂ ipf fi(t,x;,2z5)sgn x;, >0, i=1,2,...,n, (3)
X 0
i

-1

in bezug auf (t,zi)é Rgxi?n gleichméssig entsprechen.

Bemerkung 2. Aus (3) ergibt sich die Existenz von solchem
RER", dass flir lxil>R

fo(tix;,2z,)sgn x; >0 (4)

fur jedes i=1,2,...,n unabhangig von (t.z;)€ R*x rRN-1 wird.

Im weiteren wird R durchweg im Sinne von (4) aufgefasst.

Bemerkung 3. Die Gleichung (1) kann in ein System von zweien
Vektorfunktionen

-,

X

.

Y'
F(t,X)

umgeschrieben werden, welche in die Komponenten zerlegt, das
System von 2n gewdhnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung determinieren, das unter unseren Voraussetzungen die
Methode von [5) zu verwenden ermdglicht. Auf Grund dieser
Methode und unter der Voraussetzung (3) wird die Existenz
wenigstens einer beschrankten LGsung von (1) gesichert, falls
hier alle die Randwertaufgaben

X(0) = X(T). X7(0) = X(T) (5)

erfillenden Losungen X(t), wo T&€(O, o), mitsamt ihren Ab-
leitungen X (t) a priori gleichmassig beschrankt sind.

Lemma 1. Unter der Voraussetzung (2) ergibt sich aus derselben
Beschranktheit aller Losungen X(t) der Gleichung (1) durch die
Konstante R, d.h. “X(t)ﬂ £ R, dieselbe Beschranktheit aller

‘ihren Ableitungen.

Beweis. Wir wenden die fir die Funktionen X €c? giltige Lan-
dausche Ungleichheit
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112 4 a1l
an. Lose X(t) die Gleichung (1). Dann ergibt sich aus (3)
Ix“ (e £ allxcer] Jx (ol = 4o Feexce))] £ 4rr,

was die Behauptung von Lemma 1 beweist.

Lemma 2. Es gelte (3). Dann ist jede LOsung der Randwetaufgabe
(1), (5), die die Bedingung "X(O)u £ R erfiillt, im Intervall
<O,T> beschrankt durch dieselbe Konstante, die nicht von T
abhangt.

Beweis. a) Ist die Losung der Randwertaufgabe (1), (5) kon-
stant, X(t) = X(0) fir t€{0,T) , dann gibt es nicht zu be-
weisen.

b) Lassen wir zu, dass "X(to)">R ist fur ty€(0,T). Dann
existiert wenigstens eine solche Komponente xi(t) der Losung
von (1), (5), dass

Ixi(to)l >R (6)

gilt. Es sei zur Bestimmtheit X;(tg) >R (der Fall xi(to) < -R
wirde analog betrachtet). Wegen xi(0)<l? und xi(to);>R gibt es
solche Punkte 0<t1<t0 & t2<T, dass x,(t;) =R, xi'(tl) =0
und x;(t) >R flur t € (tl,t2> . Hieraus sieht man, dass der
Graph der Funktion von einem Punkt (t,,R) der Halbebene x>R
als eine nichtfallende Kurve ausgeht, die im Intervall
(tl,t2> konvex ist, was daraus folgt, dass nach (4)

x;7(t) = fi(t,x (1), z;(t))>0 fir t€(ty,t,>

gilt. Dann kann aber auch nicht im weiteren Verlauf der Graph
der Funktion xi(t) im Intervall (t5,T) unter den Punkt
(ty,x;(ty)) fallen, x,(t,)>R, denn es misste wegen der Glat-
tung der Funktion x,(t) ein Inflexionspunkt existieren, was
in bezug auf (4) nicht eintreten kann. Dann konnte auch nicht

xi(O) = xi(T) gelten. Dieser Widerspruch zeigt, dass es fur
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die Komponenten der Randwertaufgabe (1), (5) und "X(O)H £ R
keinen Punkt t, € (0,T) derart gibt, damit wenigstens fur eine
Komponente xi(t) die Ungleichheit (6) gelte.

Satz 1. Es gelten die Voraussetzungen (2) und (3). Dann
existiert wenigstens eine unbeschrankte Losung der Gleichung

(1).

X

Beweis. Nach Lemma 2 ist jede die Anfangsbedingung “X(O)" <
erfillende LGsung X(t) der Randwertaufgabe (1), (5) durch
gleiche von T unabhangige Konstante R beschrankt, d.h.

Ixce)l €r fir t€<o0, 7>, TeR".

Nun wollen wir zeigen, dass die Menge aller L&sungen der
Randwertaufgabe (1), (5) durch Lemma 2 bestimmt ist, d.h.
jede solche Losung erflillt die Anfangsbedingung "X(O)" £R.’

Tatsachlich., Betrachten wir eine beliebige die Anfangs-
bedingung || X(0)] >R erfiilllende L&sung von (1). Hieraus er-
gibt sich die Existenz von wenigstens einer Komponente xi(t)
von dieser LOosung, fur die die Ungleichheit ]xi(0)|> R gilt.
Zur Bestimmtheit beschranken wir uns wieder auf xi(0)> R. Aus
der Glattung der Funktion xi(t) folgt die Existenz einer
solchen Zahl t;, 0<t,; <T, dass x,(t)>R fir t€<0,t,). Aus
(4) ergibt sich dann

x;T(t) = fi(t,x;(t),2z;(t))>0 fir t€<0,1t,).

Also, der Graph der Funktion xi(t) geht von dem Punkt
(O,xi(O)) aus. Er liegt Uber der Geraden xy =R als eine
konvexe Kurve und solange Uber dieser Geraden liegt, ist er
stets konvex. Trate diese Kurve in den Punkt (T,xi(T)) =

= (T,xi(O)) ein, xi(O):>R, dann als eine konvexe Kurve, und
x;(0) = x;(T) wiirde nicht gelten, denn x7(0)< 0 und x/(t)>O0.
Falls also X(t) die Ldsung der Randwertaufgabe (1), (5) ist,
dann notwendig HX(O)N £ R. Hiervon und mit Riicksicht auf die
Bemerkung 3 folgt die Satzaussage. '

216



Bemerkung 4. Die Gleichung (1) kann auch unbeschrankte durch
die Anfangsbedingung IX(O)H £ R bestimmte Ldsungen haben
(siehe dazu ein Beispiel am Ende dieses Beitrages).

3. Uber die Existenz einer Klasse von unbeschrankten

LSsungen

Satz 2. Es gelte (3) und X(t) sei eine LGsung von (1) derart,
dass

1) Ix(egh >R, t€ (0, @),

2) flir jede Komponente x;(t) der Losung X(t), welche
die Ungleichheit ’xi(tﬂ >R erfult, gilt

x{(tg)x;(ty) =0, i=1,2,...,n. (7)

pann  lim | x(t)]
t—> @

i

@ .

Beweis. Wir beschrankten uns wieder auf den Fall xi(t0)>fh
Aus der Glattung der Funktion x;(t) folgt die Existenz einer

solchen Zahl t1> t dass

ok

x; (£)>R fur t€<t0,t1).

Das Intervall (to,tl) reduzieren wir soviel, damit sich aus
den Ungleichheiten (4) und (7)

x (1) >R, x{(t) T 0, x]"(t)>0, t€ty,t,) (8)

ergabe. Aus den Ungleichheiten (8) folgt, dass der Graph der
Funktion xi(t) von dem Punkt (to,xi(to)) als nichtfallende
Kurve ausgeht, die im Intervall <t0’tl) konvex ist, wobei
xi(t1)>'xi(to)>'R und daher im weiteren Verlauf notwendig
wachst, denn wegen der Glattung der Funktion x;(t) und wegen
der Glltigheit der Bedingung (4) kann sie keine Inflexpunkte
haben oder kann sie keine konstante Funktion sein.
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4. Monotonie der Losungen

satz 3. Es gelte (2) fir ||x| & Ry R<Ry, und (3). Sei X(t)
die beschrankte LGsung von (1) derart, dass

Ix(el <Ry, Ix(eI> R, to €40, @) (9)

Dann tritt flir jede Komponente xi(t) der L&sung X(t) von (1)
eine von den folgenden Moglichkeiten ein:
a) xi(t) ist beschrankt und liegt im Band (RyRy) ((-Ry,R))
und  lim x_.(t) = inf} x.(t) (lim x.(t) = sup, {x;(t)t),
tro T t€i§{+ . } ts0 © teRJ'{1 }
b) xi(t) ist beschrankt und es gibt eine Konstante
T; €(ty, o) derart, dass R’<xi(t)<R1 (-Ry <x;(t) < -R)
und x7(t)x,;(t)<0 fir t€&<0,T;), -R< x;(t)<R und
Ix{ (Ol £ F fir te T, @). '

Beweis. ZurBestimmtheit beschranken wir uns wieder auf die
Beschrankt heit xi(t0)> R. Es folgt dann aus (5) dass
x].'_'(to)>0. Es wird danach notwendig x;(t,)< O, denn ware

x; (tg) =0, dann misste x;(tg)x;(tg) = 0 und x,(ty)>R, was
die Bedingungen (7) aus Satz 2 sind. Als Folfe dieses Satzes
misste

lim xi(t) = ® -

t»o
gelten im Widerspruch zur Voraussetzung (9). Es gibt also
xi(t0)>R und x{(t)( 0, woraus sich ergibt, dass der Graph
der Funktion xi(t) in den Punkt (to,xi(to)) als eine fallende
Kurve eintritt. Aus der Glattung der Funktion xi(t) folgt die
Existenz des Punktes ty, 0<t1< tgr derart, dass xi(t)>R und
x;(t)<o fir té.(tl,to).

Aus diesen Ungleichheiten ersieht man, dass der Graph
der Funktion x,(t) fur t€<0,t1) keine kleineren Werte als
xi(t1)>R annehmen kann, denn wegen der Glattung der Funktion
x;(t) misste im Intervall <0,t'1) einen Inflexionpunkt geben,
was wegen (5) nicht moglich ist. Wegen (4) wird es auch nicht
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statthaft, dass die Funktion xi(t) konstant ware in irgend-
einem Intervall, das im <0, o) liegt.

Zusammenfassend erkennt mann, dass der Graph der Funktion
x;(t) vom Punkt (0,x,;(0)), x;(0)>R, als eine fallende konvexe
Kurve ausgeht, die den Punkt (to,xi(to)), xi(to)>>R, durch-
geht und im weiteren Verlauf die Gerade x; = R schneidet oder
nicht.

Falls der Graph'der Funktion x,(t) stets Uber der Gerade
x; = R liegt, dann ist er konvex und notwendig

lim x.(t) = infj x.(t)f .

tsm teRZ: + }

Nehmen wir an, dass der Graph der Funktion xi(t),

xi(t0)> R, die Gerade x, = R im Punkt TiéR+ schneidet. Es
gibt also

X (Ty) = R, x;(t)>R, t€<0,T;)

und aus (4) erhalten wir, dass x; (t)>0 fir té€ <O,Ti). Wie
wir sehen tritt der Graph der Funktion xi(t) in den Punkt
(T{1x;(T;)) als eine nichtwachsende konvexe Kurve ein. Wir
wollen zeigen, dass in diesem Fall dig€ser Graph nicht mehr
von dem Streifen <-R,R> ausgeht.

Tatsachlich. Trate der Graph der Funktion x;(t) in die Halb-
ebene xi>l? (xi< -R) aus, dann wirde ein Punkt tL,>T, derart

existieren, dass
x; (1) >R (x (ty) <-R), x{(t,) 0 (x[(t,) £€0)
und daraus

IxiCel> Ry x ()%, () = 0.

So waren die Bedingungen (7) des Satzes 2 erflllt sein, was
bedeuten wiirde, dass x;(t) eine unbeschrankte Funktion ist.
Dies ware im Widerspruch mit der Voraussetzung (9). Der Punkt
t, kann nicht existieren und daher tritt der Graph der Funk-
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tion x,(t) vom Streifen {-R,R) aus. Es ergibt sich aus der
Voraussetzung des Satzes, dass fur jede Komponente Xi(t)

\xi(t)\ £ Ry ist. Hiervon wegen (3) erhalten wir

o) = e cexeenl € Fcexcenll £+,

was zu beweisen war.

5. Beispiel

Betrachten wir die Gleichung

x T = x + e_t, (10)
(t,x) e RB)ch und 1losen wir die Randwertaufgabe
x(0) = x(T),  x"(0) = x"(T). S
Die allgemeine Ldsung von (10) ist der Form
t -t 1 -t 1. -t
x(t) = C,e” + Cye - 7° - ste
und die Ldsung der Randwertaufgabe (10), (11) der Form
- T - - - 1,..-t
x(t) = (1-e” )e%/a(1-e") - TeTTe T /2(1-e7T) - T - Fte
(12)

Die rechte Seite der Gleichung (10) entspricht den Bedingungen
(2) und (3), denn

\x + e‘t‘ £ \x\ +1%R+1=F fur | x| £ R
und
(x + e—t)sgn x>0 fur |x|>1.
Die Abhangigheit der Anfangsbedingung x(0) vom Parameter T

lasst sich folgendermassen ausdricken
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~-T 1
)_Z:

x(0) = (1 - e Tyesa(l--e') - Te T /2(1 - e
woraus sich ergibt, dass x(0)€ <— %,1) fir T€ (0, ®). Also,
die Randwertaufgabe (10), (11) hat die L&sung nur fir die
Anfangswerte x(0)€& <— %,1).

Ubergehen wir in (12) zum fir den Parameter T unbeschrankt
wachsenden Grenzwert, erhalten wir die Funktion

X(t) = lim x(t) = - Llo-t _liet, (13)

T-> @ 4 2

die die beschrankte Losung von (10) darstellt.

Deduzieren wir die Form der Ldosung von (10), die von den

Anfangsbedingungen x(0) = xg und x"(0) = x, abhangt, erhalten

6]
wir

x(t) = %(Zxo + 2%y + 1)et « %(xO - xl)e_t - %e - >te

Hiernach sehen wir, dass bei der Wahl der Anfangsbedingungen

2x0 + 2x1 + 1 # 0,

wird sich um die unbeschrankte Losung handeln und fir

wird sich um eine beschrankte LGsung

]
X

x(t)

handeln, wo fir x, = - % die in (13) gefundene Ldsung ent-
halten ist.

6. Schlussbemerkungen

Bemerkung 5. Es ist klar, dass unter den Voraussetzungen (2),
(3) fur die L6sung X(t) vom System (1) keine anderen Moglich-
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keiten, als die in den Satzen 1 - 3 gegebenen, eintereten
konnen (hiervon auch der Titel des Beitrages).

Bemerkung 6. In bezug auf die a priori gestellten Abschatzun-
gen ist es nicht schwer nachzuweisen, dass die Bedingung (3)
oder (4) sich durch etwas allgemeinere Ungleichheiten

f,(t,R,2;)>0, f (t,-R,z;)<0 (i=1,...,n)

ersetzen lasst, die mit Rucksicht auf t und z; gleichmassig
gelten.

Bemerkung 7. Aus denselben Grinden lassen sich die erzielten
Resultate auch fur die Gleichung

X" = F(t,X,X")
verallgemeinern und dies dadurch, dass die Bedingung (2)
durch die Voraussetzungen

lfi(t,x,xi,zi)‘ < P(x;) fur "X" £ R (i=1,...,n)

mit den stetigen, die Nagumovsche Bedingung erfillenden
Funktionen P(y), ersetzt wird (siehe [13]).
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O TRICHOTOMII RESENf NELINEARNT VEKTOROVE DIFERENCIALNE
ROVNICE DRUHEHO RADU

Souhrn

Metodou prace [5] je dokazéna existence alespon jednoho

konstantou R (viz Poznamka 2) absolutn& ohranieného reseni

vektorové rovnice (1) prfi soucasné existenci celé trfidy uréi-

té divergentnich rfeSeni. Dale je ukazano, Ze rovnice (1) mézZe
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mit jedt& pouze (prfipadné nestejné&) ohranidena redeni, ktera
jsou od po&atku monotonni na intervalech alespon koneédné
délky.

OB TPUXOTOMVY PEWEHN/ HEJMHEJAHOI'O BEKTOPHOI'O
LV®PEPEHIMAJIBHOTI'O BTOPOI'O NOPAJKA

Pespnue

MeTojioM paboTH [5] AOK&as8HO cyllecTBOBEHME XOTS OH OJHO-
ro nocrosHHo# R (cm., 3ameuanue 2) ab6COJNTHO Or'PAHUYEHHOT'O
pemeHus BeKTOPDHOTO ypaBHeHMsS (1) mpM ONHOBDEMEHHOM cymecT-
BOBE8HUM LEJOTO0 KJ8cca ONpelieJeHHOrO AMBEPreHTHHX pemeHuit,
Jlazee mokesaHo, 4YTO ypaBHeHMe (1) JonyckaeTr elle TOJbLKO
(no cayuesp HeoIMHEBKO) OrpeHMUEHHHEe pemeHMA, KOTOPHE OT Ha-
yaJja MOHOTOHHHE H& MHTEpBaJ8X KOHeYHO# AJMHH.
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