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Pythagoräische Tr ipel : Gleichverteilung und 
geometrische Anwendungen 

Edmund Hlawka (Wien) 

P r e f a c e . This paper is a continuation of the earlier articles " Approximation 
von Irrationalzahlen und Pythagoraische Tripel", Bonner Mathematische Schriften 
121, 1980 and "Uber einige geometrische Anwendungen im Zusammenhang mit Py-
thagoraischen Tripeln und Gleichverteilung", Aequationes Math. 58, 1999. In these 
earlier papers the author investigated distribution properties of Pythagoreian tripels 
and various geometric applications. Although the present article is a continuation 
of the previous ones it is self-content. The author focuses on the construction of 
Pythagoreian tripels by means of prime numbers in the Gaussian number field and 
various geometric applications. In the first three sections applications to line geo
metry and to spherical trigonometry are discussed. In the second part of the paper 
(chapters 4 - 6 ) rotations in the three dimensional space are considered. 

§0. E i n l e i t u n g . 
Wir wiederholen kurz: Wir betrachten die ganzen Gaußschen Zahlen a — A + 

Bi, wobei i = y/—l ist und ^4,j3 ganze rationale Zahlen sind. Dabei sei die Norm 
N(a) — A2 + B2 einer von Null verschiedenen ganzen Zahl stets größer oder gleich 
Eins. 

Mit a betrachten wir auch die Konjugierte ä ~ A — iB und definieren 

a A + iB 
p{a'£) = äE = ^rriBe> (1) 

wobei e eine Potenz von i ist. Es gibt nur vier verschiedene Werte von e 
l,i,i2 = - l , i 3 = - 1 . 

Die Menge aller p(a, s) bildet in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe: Das 
Inverse von p(a, e) ist p(ä, e), das Einheitselement ist E — p ( l , 1). Wir wollen diese 
Gruppe die pythagoräische Gruppe P nennen. Alle ihre Elemente haben die Norm 
1. Wir wollen noch die Vereinbarung treffen, daß wir alle p(a, e) zu p(a, 1) assoziert 
nennen. Wenn wir eines herausgreifen, wollen wir es kurz als p(a) bezeichnen. 
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Wir wollen noch bemerken, daß unter den Zahlen 
a = A + iB, ai = -B + Ai, ai2 =-(A + Bi), ai~ = B - Ai 
bzw. 
ä = A - iB, &i = B + Ai, äi2 = -A + iB, äi3 = -B - Ai 
genau eine existiert, für die sowohl Real- wie Imaginärteil positiv sind. Wir wollen 
diese Zahl die Hauptzahl dieser vier Zahlen nennen. Dabei können wir noch anneh
men, daß A > B ist, sonst vertauschen wir B mit A, d.h. a mit äi. Multiplizieren 
wir in (1) Zähler und Nenner mit a, so erhalten wir 

(=p(a) = X(a)+iY(a), (2) 

wo 
v / , A~~B2 , „ , 2AB 

ist. Setzen wir 

x = X(a) , y = Y(a) , z = p(a) = x +iy , (4) 

so erhalten wir 

zz = x2 + y2 = 1 , (5) 

d.h. (x, y) liegt auf dem Einheitskreis und das Tripel 

(A2 - B2, 2AB, A2 + B2) - (a, b, c) (6) 

erfüllt die diophantische Gleichung 

a2 + b2 = c2 . (7) 

Wir wollen in der Gruppe P die Multiplikation explizit hinschreiben: Es sei 

a i = Ai + B\i , a2 = A2 + B2i , 

dann ist 

Q'3 = aia2 = A3 + iB3 , (8) 

A3 = AAA2-BlB2, B3 = A2Bl+AlB2 (9) 

§ p(a3) =p(ai)p(a2) . 

Das Tripel (6) lautet also 

(a3,b3 ,c3) 

mit 

a3 = AI - £3
2 , 63 = 2A3B3 , c3 = A\ + B2 = (Äf + B2)(A2 + B2) . 

Ist a = A + Bi, so sei (l ganze Zahl) 

al = Ai + Bti 

(i=p(al) = X(al)+y(al) (3 ' ) 

- xi+ iyi . 
Wir können auch Matrizen verwenden: Da bekanntlich der Zahl a = A + iB 

die Matrix 
A B ~ 

-B A 



: , Һ - . ^ n - Һ d î P > • (,:;oïì-bN-;тi..-;b!!!g ,• • „ • > > • . , < Л m v o m i ш í Ml 

mit Determinante A2 + B2 zugeordnet ist, haben wir 

Ai 
- B i - f l a 

also ist 
1 ^4L 

~BL 

BL 

AL 

1 

(Ai + Bi 
Ordnen wir der Zahl a auch die Matrix 

U+v 

(A2 + B2)2 

u-v 

zu mit U = %,V = % 
Es gilt wreiters 

t/i-Vi Ui+Vi 

wöbe 

üi 
Ai 
Bi ' 

ГJ „ ^ 

ř73 = -(t/it/2 + ViV"2), 

І(CIз 
+ V3) J ( C l з - V з ) 
- V з ) }(Clз + V3) 

V3 = ~(U1U2~V1V2), 

u+v 
u2~v 

ЏuL 

УL 

+ VL) 
-VL) 

ШL -VL 

WL • + VL 

Wir wollen jetzt die Geometrie ins Spiel bringen. Es gibt einen eindeutig be
stimmten Winkel ipo mit 0 < tpo < 27r, so daß für alle ip von der Gestalt </?o 
(k durchläuft alle ganzen Zahlen, wir schreiben ip = <po (mod 27r)) 

p(a) = el<p = cos ip + i sin <ß , 

2ixk 

• B 
COSí/7 - sin (£ : 

2AB 

A2 + B2 ' r A2 + B 2 " 
Wir setzen nun 

<p0 = 7TX • (*) 

Die Schweizer Mathematiker Scherrer und Hadwiger haben bewiesen (siehe [HAD-
01] und [SCH01]): 
Ist a = A + iB und weder AB = 0 noch A2 = B2, dann ist x irrational. 

Wir betrachten nun die Folge u = (2kx), es ist ja 2x ebenfalls irrational, dann 
ist diese Folge nach einem Satz der Gleichverteilung gleichverteilt modulo 1. Zur 
Theorie der Gleichverteilung vergleiche die Bücher [HLA01] und [KUI01]. 

Es ist also für eine periodische integrierbare Funktion / mit der Periode 1 

•feigfl^-jf'M*- (10) 
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Für die Diskrepanz DN der Folge gilt 

wo c = Ä2 + B2 ist. Ist / eine im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion, 
periodisch mit der Periode 1, so ist (vgl. z.B. [HLA01]) 

- ] T / ( 2 7 r / ; X ) = / f(x)dx + Va{DNj) , (11) 

wo [t)\ < 1 und a(ej') die Schwankung von / mit der Breite e ist. Wenn / von 
beschränkter Variation V(f) ist,~so gilt sogar 

1 !v , i 

M / ) - 77 E /(2^X) - / /(s)da, + W{f)DN . (12') 
fc=-i I° 

Ist / von der Gestalt C7(cos27r:r, sin27nr) (G integrierbar in E2), so gilt, wenn wir 
sogar die Annahme machen, daß G(cos27T.r,sm27rx) von beschränkter Variation 
V(G) ist, 

\N(G) = / G(cos2-KX,sm2ixx)dx + $V(f)DN , 
Jö 

1=1 

ist, mit 
Ä2

2l - B\ , 2A2lB2l 
ӣ2l'Al + BlГ Ь'M~Al + Bl 

U i i í ! 

Ä2
2l + B2

M = (A2 + B2)21 . 

Ist G differenziє] :bar, so ist 

•™*W(£) +(© 
Es ist zweckmäßig, die vorher betrachteten gleichverteilten Folgen, die so eng 

mit den pythagoräischen Tripeln zusammenhängen, zu gleichverteilten mehrdimen
sionalen Folgen zu erweitern. Zu di€?sem Zweck betrachten wir Primzahlen p von der 
Gestalt 4k + 1. Jede solche Primzahl läßt sich als Summe von zwei Quadratzahlen 
darstellen und zwar, abgesehen vom Vorzeichen, in eindeutiger Weise in der Gestalt 
p = Ä2 + B'2 oder in komplexer Darstellung1 

p= (A + iB)(A - iB) = ?T • ff . 

Üblicherweise wird ix normiert: ix = 1 (mod 2(i — 1)). Wir wollen davon aber nicht Gebrauch 
machen. 
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Wir wollen diese Zahlen mit fc(p),^(p) bezeichnen. Sie sind voneinander verschie
dene Primzahlen im Zahlkörper Q(i). Es ist 

HP) 

wo x irrational ist und die Folge (kx) daher mod 1 gleichverteilt ist. 
Sind p\,p2, • • • ,ps verschiedene Primzahlen von der Gestalt 4& + 1 und den 

Primzahlen (7Ti, TTI ) , . . . , (7rs,7fs) mit den zugehörigen Winkeln Xi» • • • ,X*. so sind 
diese Winkel im Sinne der Gleichverteilung linear unabhängig. Dies beruht darauf, 
daß die Zerlegung der Zahlen in Z(i) in Primzahlen n(p) eindeutig ist. Daraus 
folgt, daß die Folge (k\i, • • •, kxs) rnod 1 in Es gleichverteilt ist. In der Arbeit des 
Verfassers [HLA03] wurde gezeigt, daß mit P8 = p\ • . . . • pa die Abschätzung gilt 

P f r f a , • • • ,P.) < 4 s C a ( l og f i ) ( 1 ° ^ y (2) 

Für den Beweis sei auf die Arbeit des Verfassers verwiesen. 

In der Arbeit [HLA02], S. 435 habe ich folgenden Satz bewiesen: 
Sind Q i , . . . , as positive Zahlen kleiner 1, dann gibt es zu jedem N > 1 positive 
ganze Zahlen u\,..., us,v, so daß für 1 < v < Ns alle Uj < v sind, und 

Л-
2VUJ 2 

Wir wollen den Satz mit einer kleinen Ergänzung hier noch einmal beweisen und 
uns dabei der Einfachheit halber auf den Fall s = 1 beschränken. Es sei 

/ l - a 
0 V 1 4-a ' 

dann gibt es nach dem Satz von Dirichlet Zahlen u und v mit 1 < v < N, so daß 

\a < — -
I v I Nv 

(im mehrdimensionalen Fall gilt 1 < v < Ns). 
Wrir führen nun Funktionen 

1 - w2 *>-"' 
f(w) = — , g(w) 1 + w2 ' 1 + w2 

mit 0 < w < 1 ein. Es ist 

f2(w)+g2(w) = l . 

Weiters sind 

f(w0) ~ a , g(wQ) = \ / l - «2". 

/ und ^ sind differenzierbar und es gilt 

I A.w I 
1 / ( ^ ) 1 = - T T - 2 < 2 -I 1 4- wl j 

Analog ist 

!*'(»)! = 2 ( ] ^ < 2 
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LШí! 

Es folgt analog 

v1 + ul \ I \ f / I 1 v I Nv ' 

I л / ľ ^ o 2 - -

die Fi 

г>(гy) 

2v.v 

nd гt(гu) = : 

ul + u 

Wir betrachten nun die Funktionen 

1 

9(w) 

Es ist 

v2(w) - g2(w) = 1 

und wir wählen 

"\я^)-в(Ž)\-Ш 

f(w) 

>\ÏЫ+U d h - a < i - ž -
Es ist 

Weiters ist 

v(a) = 
1 - a 2 гt(a) — 

1 -a2 

, _ _ 9i_ / _ /'ff ~ /V 

ö2 ' 92 

und es ist g'(w) > 0, also t> monoton abnehmend. 
Wir haben 

I 1 1 I u VI „ , s 1 
, - - - + - < C(a) -— 

i.шd 

wobei 

I y/Г^Ã 2 I v u 

C ( a ) = -

UU VÚ<C(a) l 

Nv ' 

Im mehrdimensionalen Fall ist 

1 . 1 fw 

v ^ 
< GK) ЛťГ 

und 

Wir schreiben oft 

yҺ~cã П " u, 
< Gы iVг> 

1 /'U t>\ 
L = - ( - + - ) 

2 \t> u / 

Es gilt folgender Satz: 
Setzen wir 

2 \ f j ttj 

M : 

M, 

2 \t> u j 

1 (Uj Vj 

2 \t>j u.j 
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so gilt folgender Satz: 
Es gibt stets Zahlen c*i , . . . , am, so daß 

m 

3 = 1 

Wir setzen ÜQ = 1 und beweisen den Satz mit vollständiger Induktion nach . 
Für m = 1 ist a i = M\, denn es ist 

1 + M\ = L\ . 

Nehmen wir an, der Satz sei schon für m — 1 bewiesen. Es sei also 

J ] L 2 = l+a? + ... + am„ ] 
.7-1 

Setzen wir 

dann ist 

und es ist 

= M m 

Ji + a\ + . .. -4 

a2
n = ( l + a 2 + . . . + a m ) M 2 

1 + a2 + . . . + a2
m = (1 + a\ + . . . + a 2

n _ 1 ) ( l + M m ) = J ] L2 j L2 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Wir betrachten nun ein pythagoräisches Paar 

( A2 -B2 2AB \ 

\A* + B2' A2-rB*J U,9) ' 

Es sei z.B. / ein Partner, so gibt es Zahlen (&i , . . . , 6m ) , so daß 

I L i . • • Lmf\ = y 1 + aj + • • • + am - (h\ + . . . + 6m) . 

Beweis: Es ist f2 + g2 = 1, dann ist 

( L 1 . . . L m / ) 2 = ( l + a 2 + . . . + a 2
l ) ( l - . o 2 ) . 

Wir setzen 6j = a^^, dann ist 

(L ! . . . Lm/)2 = 1 + a\ + . .. + a2
m - (&2 + . . . + 62

n) . 

Zum Schluß einige Beispiele 

pi = 5, TTI = 1 + 2i; p 2 = 13, 7r2 = 3 + 2z; p 3 = 17, 7r3 = 4 + i. 

§ 1 . Wir behandeln zunächst die Sphäre 

x2 + y2 + z2 = r2 . 

Wir untersuchen zuerst den Fall r ^ 0. Dabei (wir bleiben noch im Reellen) brau
chen wir nur x = rx', y = ry'', z = rz' zu setzen und kommen auf den Fall 

x2 + y2 + z2 = 1 (3) 



36 Edmund Hla-

oder 

x2 + y2 = l~~z2. (4) 

Gehen wir nun ins Komplexe, so haben wir 

x2 + y2 = (x + iy)(x - iy) = 1 - z2 . (5) 

Wir suchen rationale Lösungen. Wir nehmen zwei Primzahlen p,pf kongruent 1 
modulo 4.2 Die zugehörigen Gaußschen Primzahlen seien 

TT = A + iB, TT1 = C + iD (6) 

und setzen 

Dann ist 

A + iB 2CD 
x + ly = _ _ _ _ _ (7) 

A-ъB 2CD 

~Ä+ІBC2 + D2 

2CD y _ 

(8) 

als< 

und es ist 

' +y -\čr+w) = 1 

_____Y _ ! _ ( _ _ _ _ ] (9) 

C2 -D2 

(Ю) 

wo e = ± 1 ist.Wir haben also 
C 2 + Ű 2 ' 

f=(x,y,z), (11) 

_________ _.CI) 

A2 + B2 C^TD2 

(12) 

2AB 2CD 
V A2 + B2C2 + D2 [ ' 

Q2 _ £)2 
z = e c ^ T ^ - {lT) 

Wir können s ta t t 7r,7r' auch Potenzen ix1, -r7*1 nehmen , wro M i ganze rationa
le Zahlen sind. Es sind s tat t A, B.C, D,e die Zahlen A[,Bi,C[,D[,ei zu nehmen 
(z.B. I = l i ) . wo Q stets ± 1 ist. 

Wir können diese Parameterdarstellung auch für die Drehellipsoide verwenden. 
Es seien a = A + iB, ß = C + iD, 7 = L r+ iV geeignete Primzahlen. Die zugehörigen 
Drehellipsoide lauten 

x2 y2 z2 

+ __ _i_ __ _ x (verlängertes Drehellipsoid) 

-"Wir wollen irn folgenden solche Primzahlen als geeignet bezeichn 
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(wobei 0 < e < r ist) und 

x2 y2 z2 

+ __^ + - - = 1 , (abgeplattetes Drehellipsoid) 
r^ + e^ H + e+ rz 

Wir wollen noch e — j , setzen, dann nehmen die Gleichungen die Gestalt 

;r2 y 2 

1- 1 
+ 2^ = r" 

bzw. 

- - - — + - ^ - + 2 2 = Г 2 

1 + £2 1 + £2 

an. Die Ellipsoide sehen folgendermaßen aus 

r / l 2 - B2 2CD 

Л 2 + Б 2 C 2 + D2 

2AB 2CD 

A2 + B2C2 + D2 

wo wir für den Fall v i — e-

I U'2 - V2 I 

C2-D2 

ГC2 + D2 

nehmen, also 
2UV 

C2 + V2 

IU2 + v21 
wird, und im Fall \/l + e2 

l ( \ U \ \V\\ v, i 
£ = - ! — — — 1 nehmen, also 

2 \ | ^ I | U | j 
Dabei sollen !J und V positiv sein. Wir können a, ß, 7 durch die Potenzen al, ßm,jn 

ersetzen. 
Aus 

[x + iy){x - iy) = (1 - 2)(1 + z) 

folgt, daß, wenn z ^ ± 1 ist, 

x + iy 1 + 2 
1 - ; x — гy 

•P, 

bzw. 
x + iy 1 — 2 

1 + 2 x — iy 

und wir erhalten zwei Geraden (bzw. Geradenscharen) 

x + iy = p(l — z) 

x — iy — - ( 1 + 2) 

1 - : 

x + iy ~ cr(l + 2 ) 

æ - i y = - ( 1 - 2 ) . 

(14) 

(15) 

(13) 

(14) 
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Wir erhalten 

Ai + iBj 2CIDÍ _ 2Cf 

Ai-iBtCf + Df ~ PlCf + Df [ j 

Ai-iBi 2QDi 1 2D 2 

wobei 

bzv 

Ai+iBtCf + Df " piCf + Df 

Ai + iBi Di 
Pi = A,, - iBi C'i ' 

(19) 

(20) 

Aj+iBi 2CtDi 2Dj 

Ai-iBiCf + Df ~ aiCf + Df (15') 

Dabei ist 

Ai-iBi 2CФX 1 2 C 2 

Ai + ÎҖ Cf + Df ~ <л Cf + Df 

Ai + iBi Ci 
At - iBi Di 

(iбO 

Ai+WiCi ,,_,,. 
°i~ A. ;*.!-' ( 1 7 ) 

wo / alle ganzen Zahlen durchläuft. 
Gehen wir in (1) zu homogenen Koordinaten 

X Y Z 
x~j;> v-f> Z~T ( } 

über, also 
X2 + Y2 + Z2 = T2 . (22) 

Schneiden wir mit der Ebene T — 0, so erhalten wir 

X2 + Y2 + Z2 - 0 . (23) 

Die allgemeine Lösung in ganzen Gaußschen Zahlen ist 

X - p(a2 -ß2), Y = p2aß, Z = ip(a2 - ß2) . (24) 

Wir können jedem Punkt r = (x,y,z) auf der Sphäre ein Dreibein (ei ,e2,e3) zu
ordnen, wo es — r ist: 

< Ä2 B2 2CD 2AB 2CD C2 - D2 N 

e3 = 
A2 + B2 C 2 + D2' A2 + B2 C2 + D2 ' C 2 + D2 

/ -2AB A2 - B2 

\A2 + B2' ~A2 + B2' 

A2 - B2 C 2 - D2 2AB C2 - D2 - 2 C D 

KA2 + B2C2 + D2, A2 +B2C2 + D2' ''C2 + D2, 

Ersetzen wir A, B durch Ak, B/e und C, D durch Ci, Di, so bezeichnen wir die ent

sprechender! Einheitsvektoren ej mit ej(k,l) für j = 1,2,3. 
Die Vektoren bilden ein n o r m i e r t e s o r t h o g o n a l e s D r e i b e i n in den Punk

ten r(k,l) der Sphäre. e\(k,l),e2(k,l) sind Tangentenvektoren im Punkte r(k,l) = 
es(k,l), welche die zugehörigen Normalen sind. 

Jeder Vektor a im R3 läßt sich in der Form 

£iei(M) + &e 2(M)-K3e 3(M) 
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darstellen, wobei die Komponenten C1C2C3 von ei(fc,/),e2(fc,0ie3CM) abhängen. 
Es wird 

,i = atj -
Eine Drehung des Zweibeins e\(k,l),e2{k,l) in der Tangentialebene der Sphäre 
aufgespannt vom Zweibein gegeben durch eine Gaußsche Zahl aki — Uki + iVkl 
bezeichnen wir mit Dki- Wir haben dann ein neues Zweibein e'-(fc, l) für j = 1,2 

ei 

e2 

wo wir die Buchstaben fc, / weggelassen haben. 

Wählen wir die Lorentztransformation 

!(_ + _) If___ 
2 \ U 14 / 2 l t ! + U 

so führen wir die Zeit £ in die Tangentialebene ein. 

_'___• 
l ! l+ l : 

£ bzw. £' ist die Ortszeit mit den Indizes t(k,l),e^(k,l). 
Es müssen nicht alle a ^ verschieden sein, sie können sogar alle gleich sein. 
Nehmen wir eine Potenz r von a(k,l), so schreiben wir Dkl. 
So können wir auf der Sphäre Geometrie betreiben. Betrachten wir z.B. die 

Punkte 

\A2
k~B2 2CD 2AkBk 2CD C2 - D2~\ 

[A2 + B\ C2 + D2 ' A2 + B2 C2 + D2' C2 + D2 J 

für k — 1 , . . . , s, so haben wir s Punkte auf der Kurve 

î 1Í 

2C£> 

V + D2' 
2 C Ű C*2 - D2 

C2 + £>2 ' C 2 + D2 

B e m e r k u n g : 3 

Für die Legendreschen Polynome Ps(cost9) gilt nach Laplace die Darstellung 

1 r 
P s (cos$) — — / (cos-tf + isin$cosy?) s„v? 

TT jO 

= / (cos-ij + i sinť?cos7rv?)sd<p 
jo 

und für die zugeordneten Legendreschen Polynome 

Pl
a (cos ů) = Cst t* / (cos i? + i sin ů cos </?)s cos t</?<i(/? 

. jo 

(. = • -1) mit 

Cst 

(* + -)» 
ŕ! 

(1) 

^ 

(3) 

^vgl. noch S. 67, 68. 
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Für t — 0 erhalten wir die Darstellung (1). Es sei nun a = A + iB eine ganze 
Gaußsche Zahl. Wenden wir die Methode der Gleichverteilung an, so erhalten wir 

n^-c^t^+i**^) f̂ fjH • w 
wobei der Fehler 

\Fi\<C3t — . (o) 

Für t = 0 ist Aio = A,., Bl0 = B{ und Cs0 = s. 
Wenden wir dies auf die Reihe (0 < r < 1) 

\/l — 2r cos ß + r 2 

an, so erhalten wir eine geometrische Reihe und es wird 

jryP5(costf) (6) 

N oo 

: l = = -TrYY (r (cos ů + i sin 0v t ) ) a + F 2 

\ / l - 2 r c o s i ? + r- TV f^ ^ 

1 N 1 = i V i - + F2, (7) 

wobei Vi = •.|--pii und 

Die Kugelfunktionen lauten bekanntlich 

Ys (•&, tp) = C 0 + J Z (C/ cos ty + C'i sin IV) ^s* (cos d) , (9) 

wo C[, C[' beliebige Konstante sind. Wir setzen jetzt für die P's die Formeln (4) und 
(5) ein. Wir können noch weitergehen und für die trigonometrischen Funktionen 
von •& und k/j weitere pythagoräische Tripel mit ganzen Gaußschen Zahlen ß = 
C + iD, 7 = U + iV setzen. 

A n h a n g 1 zu § 1 . Modell der projektiven Ebene 
Ist x2 + y2 + z2 = 1, dann nehmen wir 

X = x2 - y2, Y = xy, Z = xz, T = yz , 



bzw. 
„ 4ÛÎÜţ{(AÎ-ä}ү-lAjÊ}) 

1 + W) 

(Äţ - B})AiBiC}D} 

2(A? - Bf){Cf + DftdDt 

Xl Уl (A 2 + B 2 ) 2 ( C ? + D2У 

XiШ (A2 + Щ)2{Cf + D 2 ) 2 

eří/jzj 

(Af + B 2 ) 2 ( C 2 + D 2 ) 2 

4 A ž f f i C ž D t ( C 2 - D 2 ) 

(A2 + B 2 ) 2 ( C 2 + D 2 ) 2 

i durchläuft, alle ganzen Zahlen. 
Als Literatur siehe [HIL01], Anhang: Projektive Geometrie im vierdiniensio-

naien Raum, S. 300. 
Wir können mit Hilfe der Gaußschen Zahlen a = A + i ß , T - C + i D n o c t l 

weitere Punkte auf der Sphäre gewinnen, wenn wir auch die Norm 

N{a) ^A2+B2, N{T) = C 2 + D 2 

neben den Quotienten 

berechnen. Wir setzen 

x + iy = 4 N ( Ö - ) N ( T ) .-_•- = (2fJT)2 

z - 2 ( ( N ( a ) ) 2 - l N ( T ) ) 2 ( . (10) 

Wir setzen weiters f = (x,y, z). Es ist 

jf| = x/x2 + y 2 + z- = 2 ( ( N ( a ) ) 2 + ( N ( T ) ) 2 ( 

y V + y 2 - 4 N ( a ) N ( T ) 

COS'tf = r-T , C 1 1) 
\r\ 

Wir setzen 

Бs ist 

also 

sm v = r-: 

ei-r^ _ ^ _ _ x + iy 

Vf yjx2 + y 2 ' 

x + iy _ x + iy \Jx2 + y 2 _ 4 

X 
7~7 = cos 7T0 sin i? 
| r | 

y 
— = sin 7Ti/) sin i9 . 
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Für den Fall T = l,a = A + iB ist 
a A2 - B2 + 2iAB 
9~ ~~ Ä^Vß2 

N(a)^Á2 + B2, v^'+y2^4(Á2 + B2) , 

z = 2 ((A2 + B2)2 - l ) , \r\ - ((A2 + B 2 ) 2 + l ) , 

. 2((A2 + B2)2 - 1) , a 4(A2 - B2) 
cos t_ - -~rx — ~ ~-, sin ů = -~ _ 0 , 0 - , 

[A2 + B2)2 + 1 (A2 + B 2 ) 2 + 1 
4(/l2 + B2) A2 - £?- -v 4(/i2 + B2) 2AB \r\ " (A2 + B2)2 + IA2 + B2' \r\ (A2 + B2)2 + 1 A2 + B2 

Setzt man 

,. . x + iy x + iy \/x2 +; 
£ + «? = Vx2 + y2 + z2 \/x2 + y2 y x 2 + y2 + z2 

z z \Jx2 + y2 

\Jx2 + y2 + z2 \fx2 + y2 yfx2 + y2 + z2 

so wird 

Es wird 

xíeT^ř = V ^ + y ' 2
 = 2N(a)N(T) 

y/x~2+y2 + z2 (N(a)Ý + (N(T)f 

C = ± « (^W-^W) ( 1 2 ) 
|rl (ÍV(<T))2 + (/V(r))2 • 

r + r + C = i • 
Wir setzen nun mit 0 < t? < ix 

C = costf, V . 2 + tj2 = sini? . (13) 
Wir können dies kurz zusammenfassen, wenn wir die Gaußschen Zahlen 

»-/ x -*r/ x , -V(o-)-h iiV(r) 

einsetzen. 
Es ist 

A » + iiV(r) (A^(^))2 - (N(T))2 2N(a)N(r) 
1  N(a)~iN(r) " (N(a))2 + (N(T))2 N2(a) + N2(T) 

= ^ + ^ T - (14) 
Ersetzen wir a und r durch o+r* mit l ~ 1,2,3,..., so wird 

/V(^) -Ar(o-V , /NiV) = N ( r ) ' 

und bilden wir 
Al (er4) + iAr (T1) = N(<r)£ + iAr(r)' , 
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so kommen wir zu den Punkten 

n = (xi,yi,zL) , 

WO 

xi + iyi = 4 (N(a)N(T) • ~ 1 ) ' ,zL = 2 ( ( / V ^ ) ) 2 ' - (N(T))21) , 

h ! = (N(a))21 + ( V ( r ) f , ^ / I T
: 7 i f = 4(V(o-)/V(r))2 , (10') 

6 4-tf» = ^ - T
f r ^ , C l = ] ? F = c o B ^ (IV) 

und zu den Gaußschen Zahlen 

(/V(a)y+i(V(r))V 
|f/j geht gegen unendlich und es ist 

? ? + ^ + c,2 = i 
für l = 1 ,2 ,3 , . . . . Wir haben also unendlich viele Punkte auf der Einheitsspäre. 

Wir betrachten im nächsten Beispiel die Punkte 

| A B11A2 - B2 I 
P : X ~ — + — — —r cos v? I B i4 I I A2 + B 2 I 

y ^ \B + Ä\\wTW\sm'p (15) 

L4 B 2 4 B 

bzw. 

IB + J P + F kurz * - ( * • - • * > • 

I C DI IC2 - D2 

|D ' c||c2 + D2P^ 
I C DI | C2 - D2 I . 

y = ID + C I I C - T ^ H ^ ( 1 5 ) 

IC DI! 2CD | 
z' = \D + C\\CÜ^\ kurz f = ( * ' . « ' . 2 ' > -

Wir wollen nun die Entfernung der Punkte 

PP' = d (PP1) = v / l ' 2 + r ' 2 - 2 r r ' c o s 7 = V V - £ ' ) 2 + (y - y ' ) 2 + (* ~ ^ ' ) 2 

berechnen. Es ist 

.2 U B\2 f (A2-B2\2
 ( 2 2 x f 2AB \ 2 \ \Ä BV 

r = | B + I | I U - T B - J (-8^ + sln2^) + (lMr^j ) - | B + Ä| 
Es ist also 

U B l , , \C D\ 
Г = \B~Ã\ bzw- r = Ь - c 
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Wir benötigen jetzt 

A B\\C + 

Ä B2 C2 - D2 

7f + " 
4ABCD£ \A BMC D 

| B + A11D + C | V T T B 2 C^TD2 "•" (A2 + B2) (C2 + D2) 

IABCDI 
\A\ _ | B | \ / | C | 

|B| LIJ vIDI 
wo e = ±1 ist. Wir setzen nun voraus 

ABCD 

{(Á2 - B2) (C2 - D2) + AABCD) 

Wir erhalten also 

Nun ist 

|ЛBCD | 

\C . DI2 

D | \ ABCD 
j e | j i^BcD i 

positiv ìst . 

D íi-l 
VІDІ 

+ 4 

B\* \C D\ 
+ l | +

 \D + Č\ Ї|
 + U ! 

• І C ľ |DҐ 
+ Ы + Ы +4' WTir erhalten also 

Vppi \M \B\ \C\ \D\ 
=
 \B\ +\A\ + Ď\ + Č \ " ž £| _ |£h 

D| | c | j 

Es wird also 

dann ist. 

£1 | £ І V - 2 Г L L I ^ 

D| | c | y vlBI \A 

1 Ы
 L І J v|D| \c\)j ^HíШ B\ \C 

A\ + \D 
(16) 

Wir können cos^?, sin<p noch ganz beliebig annehmen. Weiters nehmen wir eine 
ganze Gaußsche Zahl U + iV und erhalten 

cos <p = 
U2 - V'2 

Slili/? : 
2Ł/V 

[/2 + y-2 ' "*" * U2 + V2 

Dann sind f und f' rationale Punkte und die Entfernungen 

OP--

rationale Zahlen. 
. Wenn rHÄgr < 0, si 

\A B\ 
\B + A\ 

und Õ F = | £ + £| 

> erhält man mit e = —1 wieder (16) 
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Gehen wir noch einmal auf die Punkte P und P' zurück. Es wird für P 

x + iy = — + 
\A B\A2-B2 

B A \ A2 + B2 

, 5 ; - IA B\(A2-B' 

IA BI 2AB 

I -

analog fúr P' 

Г ^ Ђ Ђ \ A B\ 
: y/x2 + y2 + z2 ^\~ + ~\ 

D Л\ 

> • > \£. D\ °2 ~D2 

x + ty ~ \D + C\C2 + D2Є 

\C D\ 2CD 
• + т-7 D c\c2 + D2 (Ю" 

| £ Dl 
r ~ \D + C\ 

Wir setzen nun 

2AB A2 -B2 x + iy І 

= sшîľ , — —- = cosгУ , — = s m v e v 

A2 + B2 ' A2 + B 

und 
C2-D2 2CD . 

Oq---^ • c n ^ - s f f l ^ • 
Wir setzen noch f = (a:, y, z), f' = {x',y', z'). Es wird die Entfernung d der P u n k t e 

PF 

11 4I I n j /1 R I | C 
d(P ,P ' ) = | f ~f'| = y/r1l~:?2~~~ 2rr' cos 7 = ™ + h d - ( VT + ] J 

Es ist also 

für e = + 1 cos 7 = cos $ cos # ' + sin 1? sin 1?' = cos(i? - $') 

und für e = — 1 cos 7 = cos(i5 + 1?') . 

Es wird dann 

für r < r1 bzw. 

für r > r1, wobei 

, -, 00 

1 Гґ = - ; 7 ( i ì Рn(cos7) 
r - rM r' *-—' \r'/ 1 ' n=0 

1 l Д / r ' \ n

n / 
• • „ - - > - Pn cos7 , 
\r -r'\ r -ь-' \ r / 

A B , C D 
r = i + i - r = b + č 
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Wir betrachten nun s Punkte P\,... ,PS mit 

\Aj BA _____[ 
x^Wj " \Tj

+Tj\'^~^Bp~ 
\A_ BA 2_4_gj 

iBj+AjlAj + Bl ' l j 

Es ist für j Ф k 

d(p-w) = | |4iLI^Lť |^ | + | ^ 

i; vkl 1**1/1 èl+ lž"» : 
und es ist fur aile j 

\ A • R - I 

I B3 A3 I 

Wir nehmen zu den Aj und Bj für j = 1 , . . . , s eine weitere Gaußsche Zahl L7 + iV 
hinzu und setzen 

U 4- i V 

u*w-<"- ( 1 9 > 
Alle diese Punkte haben dann rationale Koordinaten und rationale Abstände. 

Wir wollen noch zeigen, daß stets 
\A\ \B\ \C\ _ | D | 

|B| ~ lAI ^ |D| ~\c\ ' 
wenn die zugrundegelegten Gaußschen Zahlen 

o -=- A + iB und 0 = C + iD 

Primzahlen sind. 
Man sieht sofort, daß \(A B\_A2 

2 \B ~ A) ~ "~2_ 2 \B A) 2AB 

ist. Das gleiche gilt für 
C D ,(ß2 + ß' 

K02-02 

WTäre nun z.B. j | > 0, g > 0, so wäre 

A B (C D\ 

B~A--\D-C) ' W 

wo ,7 = ± 1 ist. Nehmen wir q = 1, so wäre 

ö2 /?2 = a2ß2 . 

Wählt man rj = — 1, so wäre 
a2 /J2 = ö2 /52 . 

Das ist aber nicht möglich, da in Z(i) die ZEP gilt, d.h. die Zerlegung einer ganzen 
Zahl - abgesehen von den Einheiten - in Z(i) in Primzahlen ist eindeutig. 

Natürlich sind auch alle fj ^ 0. 
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Wäre -f > 0, % < 0, so wäre 

___:? - 5 _£ 
B ~ .4. ~ C D ' 

bzw. wenn 4 < 0, § > 0, so wäre 

_• _ ß £ _ £ 
B A ~ D C ' 

So kommen wir wieder auf (*) zurück. 
Es ist d(PP') > \AßCD\, wenn P --. P', also a ^ /3 mit a5/3 prim. 

Wir setzen nun voraus, daß in unserem System von s Punkten n , . . . , r8 (und 
dem Nullpunkt 6) die zugehörigen Gaußschen Zahlen a Primzahlen sind, (die 
natürlich voneinander verschieden sind). Wir bringen nun in unser System Be
wegung, indem wir alle a i , . . . ,aa durch a[,... ,al

s ersetzen, wobei l alle ganzen 
Zahlen durchläuft und der Nullpunkt fest bleibt. Wir erhalten also Punkte 

Dabei werden auch die Abstände r^ stets ungleich Null sein. Wir können I als 
Zeit und die Menge Z aller ganzen Zahlen als Zeitfolge ansehen, welche sowohl 
Vergangenheit, Gegenwart (für / = 0) und Zukunft enthält. 

Wir können die Punkte noch mit „Masse" m i , . . . , m , versehen, welche bei der 
Bewegung fest bleiben, wobei diese mj rationale Zahlen sind (wir könnten auch 
noch Geschwindigkeiten Vj einführen und relativistisch arbeiten). 

Wir könnten weiters Anziehungen durch 

__ TUiMo 
KM ~ r2 

angeben, allgemeiner z.B. den Ansatz machen 

K\ - r m * m * 4 r x 

•K-ik — L i ^ f C < 2 — , 
rik rik 

(also „Störungen" einführen). 
Wir können den Nullpunkt als das Zentrums des Systems bezeichnen. Selbst

verständlich können wir auch noch andere Annahmen für die Kik machen. 
Wir können die zugehörigen Kräfte Kik durch die Vektoren 

einführen. Es wird dann 

Wir setzen noch 

\Kik\ = Kik . 

s s , rnk 

h T'k' 
wobei k alle Zahlen von 1 bis s durchläuft, i ausgenommen, und als Energie 

Y^ mimk s^ 
ß _. \ = \ my t 

i^k
 %k j = l 
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Betrachten wir das System zur Zeit /, so hängen wir den Index / an, also z.B. rlk 

durch r\k,Kikl E^ ersetzen. Das System bricht nie zusammen, da die Abstände 

nie Null sind. Es kann passieren, daß E^ = E bleibt. 

Ein weiteres Beispiel bildet das Yukawa-Potential 

1 _kr , 1 / kr 
- e kr bzw. - 1 - — 
r r \ L 

wobei L groß und k — ~ eine Konstante ist. 
A n h a n g 2 zu § 1 . 
Wir können den Gaußschen Zahlen er = A + iB, r = C + iD 

A + ІB 
— e ä A-iB ! f C - iD 

und ganzen rationalen Zahlen / , m ein Sp inprodukt 

•'•-^-(§)\r-(?)"©' 
zuordnen. In $ und y geschrieben 

[ / ,m,a , r ] = e 7 r i ^ + ' m 7 ) - e ^ m , ? - + ^ . 

Wir sehen sofort, wenn wir o und r festlassen und kurz [l,m] schreiben, daß 

[l,m] — — [m, /] . 

Berechnen wir die Norm von [/,m], so ist 

| [ / ,m] | 2 = | l - e ^ m - ^ - ^ | 2 , 

also gleich 

2(1 - cos(m - 00* - 7 ) ) - (*) 

Nun ist, wenn wir k = m - / setzen, 

cos k(i9 — 7) = cos h'd cos kj + sin ki9 sin kj , 

also gleich 

AI - g | Cl - DJ 2AkBk 2CkDk 

Ai + BlCl + Dl + Al + BlCl + Dl/ 

Setzen wir in (*) ein, so erhalten wir 
(AkDk - CkBk)

2 

Цl,m\f 
(AÌ + Bl)(Cl + Dl) 

§2. Wir können mit Hilfe von §1 (10) auch die Linienkoordinaten von Plücker 
in rationalen Zahlen erhalten: Wir nehmen jetzt zwei geeignete Paare von Primzah
len (piiP'2.) und (P3,PA) mit den zugehörigen Gaußschen Primzahlen ( T T I , ^ ) und 
(K3,PA), wobei die ix3 von der Gestalt 

TTJ = Aj + iBj für j ungerade 

nj = Cj + iDj für j gerade 

sind. Wir bilden uns dann zwei Vektoren fj für j = 1,2. 
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Es ist \rj |2 = 1 und das skalare Produkt r ^ , wenn j ^ k ist, stets dem Betrage 
nach höchstens 1. 

Wir bilden uns die Vektoren 

71 ( r , + Г2) 
t, = __ ( r ^ Г 2 ) 

Es ist 

(rl 
• = 1 - n r 2 . 

(1) 

(2) 

(3) ul = 1 + r i r 2 , 

Die Komponenten von \/2ü bezeichnen wir mit 

P01, P02, Pü3 

und jene von y/2v mit 

Pl2, Pl3, P23 • (5) 

Wir definieren die p ^ für die übrigen Zahlenpaare (ik), wo i, k Zahlen von 0 bis 4 
sind, durch die Forderung 

Pik = -Pki • (6 ) 

Es sind also die pu stets gleich Null. 
Es gilt nach (2) die Plückersche Gleichung 

P = P01P23 + P02P31 + P03P12 = 0; . (7) 

WTir können nun Punkte bzw. Ebenen definieren. Ist z.B. poi ^ 0 , dann ist 

I ° 
P10 

Poi 
0 -P10P01 = P01 

0 

Pio 

P02 
Puз 

P02 
P12 

P12 
Piз 

-P10P02 = P01P02 

- (P02P31 + P03P12) = P01P23 • 

Es sind also (pio,0,pi2,pi3) und (0,poi,Po2,P03) Punkte, deren Verbindungsge
rade g die pik als Plückersche Koordinaten besitzt. Nimmt man wieder unsere 
Ai,Bi,Ci,Di, so erhalten wir die zugehörigen Geraden, deren Plückersche Koor
dinaten p\k rationale Zahlen sind. Will man die zugehörigen Ebenen bestimmen, 
die durch die Geraden hindurchgehen, so nimmt man (wir lassen den Index l weg) 
die dreizeiligen Unterdeterminanten von 

0 0 1 0 ' 

0 Pol P02 P03 

, P10 0 P12 P1.3 

Die zugehörigen Ebenen lauten 

P316 +P03C2 -P01C0 

und 

P126 +P20C2 + P 0 1 6 = 0 

und ihre Schnittgerade hat wieder die Plückerschen Koordinaten pik, wenn wied€?r 

poi ^ 0 ist. 

0 0 0 1 
und 0 P01 P02 Poз 

. pю 0 P12 Pvл 

:Q 
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Die zugehörige Gerade bezeichnen wir dann mit [r\, r 2 ] . Jedem solchen Paar ist 
also eine Gerade zugeordnet. Haben wir zwei solche Paare [ r i , r 2 ] und [r j , r 2] und 
ist r\ — r ' j , so nennt man sie nach Clifford links parallel, ist r 2 = r 2 rechtsparallel. 

Jetzt gehen wir den Weg umgekehrt: Es seien zwei Punkte 

r i = (xi , yi , zi) , f2 = (x2,y2, z2) 

gegeben (die Koordinaten seien z.B. rationale Zahlen) und bilden nach Plücker 
r*2 - f\ und das Vektorprodukt f\ x f2, dann ist 

(r*2 - r i ) ( f i x f2) = Det(f*2 - n . r i i r a ) = ° • 

Wir setzen 

P0\ = X 2 - Xi , p02 = ^2 - y i , PO'S = ^2 ~ «1 

P l 2 = X i y 2 - X2J/1 , P l 3 = X i 2 2 - X2ZA , P23 = ?/2^3 - y3^2 , 

dann gilt wieder (7), wenn wir noch verlangen, daß pik — ~Pki ist, wir setzen z.B. 

P31 = - P i 3 -

Ein schönes Beispiel ist in §1 (11), (11') zu finden. Wir geben den einfachsten 
Fall hier an 

fi = (4(A2 ~B2)}SAB,2((A2 + B2)2-1)) 

f2 = (4(C 2 - L>2), 8CL), 2((C 2 + L>2)2 - 1)) . 

Ein anderes Beispiel bilden die Geraden des einschaligen Drehhyperboloids 

2 , 2 2 i 
x +y — z —l 

mit 

x = a + bt , y — at — b , z — t , 

wobei 
Ä2 - B2 , 2AB 

a = - T T T — - T T , b - -
A2 + B2 ' A2 + B2 ' 

also a2 + b2 = 1 ist. 
Wir nehmen z.B. £ = 0 bzw. t = 1 und erhalten die Punkte 

n = (a, -b, 0) , F2 = (a + b, a - b, 1) . 

Sophus Lie hat gezeigt, daß es auch interessant ist, komplexe Lösungen von (7) zu 
betrachten. 

Nehmen wir alle Sphären von der Gestalt (vgl. z.B. |HLA05]) 

a(y? + y\ + y\) + 2(-*iyi + hy2 + b3y3)yo + cyl - 0 , 

(dabei benützen wir die homogenen Koordinaten (yo,y\,y2,yz)), wobei 

b\ + b2+ b2 -ac>0 (*) 

sein muß. Wir setzen die linke Seite in (*) gleich p2 und lösen die Gleichung 

b\ + b\ + b2
3 - ac = p2 
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folgendermaßen (die berühmte Lie'sche Sphären-Geradentransformation) 

Pol = 61 + ib2 , p23 = 61 - ib2 , 

P02 = 63 + p , P3i = h - P , 

P03 = o , P12 = - c . 

Wir erhalten so die folgende Parameterdarstellung für die bj 

26i = poi + p23 , 2i&2 = P01 - P23 

263 = P02 + P31 , 2/0 = P02 - P31 

a = P03 1 c = -pia , 

wobei nicht alle p ^ reell sind. 

Wir können aber auch eine reelle Parameterdarstellung von (*) finden. Wir 
setzen 

a = u + v , c = u — v . 
Wir wählen p und u so, daß p2 + u2 = 1 ist und nehmen eine geeignete Gaußsche 
Primzahl n = U + iV, so daß 

- ^2 ~ V/2 2UV 

P ~ r/2 + V2 ' U - f/2 + ^ 2 

ist. Dann haben wir die Gleichung 

62 + 62 + 62 + ^ 2 = l 

im Rationalen zu lösen. In §4 werden wir die Gleichung 

A2 + B2 + C2 + D2 = 1 

ausführlich behandeln. Wählen wir dort angeführten rationalen Werte A,B,C,D 

für 61, 62, 63, v, so erhalten wir eine rationale Parameterdarstellung für 61,62,63,0 

und c. 
Wir können mit Hilfe d e r A , B , C , D die bj folgendermaßen darstellen 

61 = LAp 

b2 = LBp 

63 = LCp 

v = LDp 

u = Mp, 

dann ist 

b'І+b2 + b2 + v2-u2 = (L2 

Wir setzen 
мV 

und erhalten 

b\ + b2

2 + bl~ ac - p2 , 

B e m e r k u n g . Es gibt auch andere Einheitsvektoren, die nicht von der Gestalt 

(1) sind, sondern z.B. 

(p(cos r — sin r ) , p(cos r + sin r ) , <r) , 
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WC) 

2p2 f a2 = 1 

ist. 
Beíspiel: p = |, a = |, dann sind 

__ C2 - L>2 _ 2C£> 2CD 
COS T - C2 + #2 C2 + £ 2 > S m T " C2 + D2 • 

§3. Wir konnen auch sphárische Trigonometrie betreiben:4 Wir nehmen jetzt 
die Paare von Primzahlen {puP2)<> (P3yP4,), {P5,pe) mit den gleichen Eígenschafteri 
wie vorher, also Wj — Aj + iB3, wenn j ungerade, und gleich Cj + iDj, wenn j 
gerade ist, 

Wir haben jetzt drei Vektoren ř i , r*2, r3 aus §1 (10) und nehmen ihre Endpunkte 
als Punkte des sphárischen Dreiecks mit den Seiten a,b,c und den Winkeln a, /3,7, 
wobei 

r2?~3 = cos a, r 3 r i = cos 6, r\T2 — cosc 

und die Winkel des Vektorenpaares 

( r 3 x T\,T\ x r 2 ) , ( r } x r 2 , ? ' 2 x r 3 ) und ( r 2 x ?*3,r3 x n) 

mit a. /?, 7. 
Es ist z.B. 

(ri x T2)(r3 x r i ) = ( n ^ X ^ n ) - r2 x r 2 r s = cosccosft — cosa . 

Wir beachten noch, dafi 

|''2 x r*3j — siná, | r 2 x r 3 j — sin6, | r 3 x n| = s ine . 

Wir erhalten 

cos c cos b — cos a = — sin c sin 6 cos a , 

also 

cos a — cos c cos b + sin c sin 6 cos a . 

Wir nehmen jetzt (was wir o.B.d.A. annehmen konnen, indem wir eine passende 
Drehung vornehmen) 

ř\ = (0,0,1) 

- = f 2 ^ 3 B 3 C2 - £>2 2A3ff3 2CD A2
3-Bj\ 

7'3 = = V Al + ^3
2 C 2 + £>2 ' ^ 3 + £3 C 2 + ^ 2 ' ^ 3 + ^32 / 

4vgl. z.B. [TAS01]. 
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cos a = ri? ' 2 

COS 6 = Г\Гз 

COS С = Г 2 Гз 

r\ x r 2 

ři x r 3 

Л 2 - B2 

r\ x r 2 

f x x r 3 

r 2 x f,3 

^ 1 + B 2 2 

v 4 2 - B j 

^ Í + B 3
2 

2 A 2 B 2 

Ď2 SІП Ь -

2A2ff2 

i4j + S | 

2 A 3 B 3 

-43 + BI 
2 . 4 3 5 3 C 2 - D 2 . A 2 - B 2 A2 - B.2 

^ 2 + B22 4 2 T B 2 C 2 + D2 + A2 + B\ AI + D\ 

sin а sin ò C 2 ~ £ > 2 

C^+Ђ2 •- cos a cos o 

2A2_B2 J2CD 2A3B3 C2 - D 

A% + ß | C 2 + p ' AI + S f ' C 2 + B 2 ' 

2A 2/3 

2 ^ 2 B 2 2 C D 2A3B3 C 2 - D2 

A2 + B2 Č^TBŽ ' A2 + B 3
2 ' C2 + # 2 ' 

Aj-^2 2.A3B3 2A 2 B2 2A3H3 2 C D 
Al + B22 A2 + B2' A2 + B\ A2 + B2C2 + B2 

2A2B2 A2~B2C2~-D7 

A\ + B\ A\ + B\ C2 + B 2 

(f3 x f\){f\ x f 2 ) = cosa 

(fi x f2){f2 x f 3 ) = cos/3 

( r 2 x f3)(f3 x ř i ) = cos7 . 

§4. Wir wollen uns jetzt der Lösbarkeit der Gleichung 

A2 + B2 + C2 + D2 = 1 0) 
in rationalen Zahlen zuwenden (Es ist nicht meine Absicht, alle Lösungen zu finden). 

Wir setzen noch 

A + ÌB 

ß = C + iD, 
dann schreibt sich die Gleichung in der Form 

aá + p0 = \a\2 + \(3\2 = 1 . 

(2) 

(2') 

(3) 
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Wir nehmen drei geeignete Primzahlen pi,p2,P3 mit den zugehörigen Gaußschen 
Primzahlen 7T, = Aj + iBj, j = 1,2,3. Die zugehörigen pythagoräischen Zahlen 
sind 

P(TTJ) = Xj +iYj . 

Dann sei 

a = X3p(nin2) (4) 

S = ä = X3p(7fi7T2) . (5) 

Weiters sei 

.. /? = iy3p(7f17r2), (6) 

dann setzen wir 

7 = -ß = iY3p(ni7t2) . (7) 

Es ist dann die Determinante 

I a ß ' 

I 7 & 
Nehmen wir wieder ganze Zahlen h,h,l3, dann können wir s ta t t den TTI, 7T2,7T3 die 
Potenzen 7 ^ , 7r2

2, 7r3
3 nehmen, am einfachsten li = l2 = I3. 

Die zugehörigen Lösungen bezeichnen wir dann mit a/, ßi, 7/, 61. 
Wir zerlegen (es genügt l = 1 zu betrachten,) zunächst a in Real- und Ima

ginärteil 

Q = A + iß = x 3 ( X i + ? y i ) ( x 2 + j y 2 ) , (9) 

dann ist 

A = ( ^ 1 x 2 - y 1 y 2 ) x 3 (io) 

: aó - /37 = |a|2 + |/3|2 = X? + У3

2 = 1 • (8) 

B = (XXY2-X2YX)X3. (10') 
Natürlich ist <5 = A - ij3. 
Jetzt machen wir dasselbe mit ß bzw. 7, wir zerlegen in Real- und Imaginärteil 

1 = Y3(X1+iY1)(X2-iY2) (11) 

c = y 3 ( x i x 2 + yiy2) (12) 

D = Y3(YxX2~-Y2Xi). (12') 
Es ist natürlich 

42 + ß2 + C2 + £ > 2 = ( X 2 + iY})(xl + y2
2)(x| + y3

2) = 1. (13) 

Es ist 

p(nj) = cos </>j + i sin tpj = e"1 '̂ . 

Es ist also 

a = X3e
i{*l+tp2\ 7 = y 3 e ^ 1 ~ ^ 2 ) . (14) 

Wir setzen noch 

•d = 2(^3 , 'V7 = 2^1 • V; = 2(/?2 • ( 1 5 ) 
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Wir betrachten die Abbildung 

, (A + iB)z + C + iD 
w{z) = {^C-+iD)z + A-iB< ( 1 6 ) 

wobei also 

A2 + B2 + C2 + D2 = 1 

ist. Wir betrachten zuerst die Fixpunkte z\,z2 dieser Abbildung, also die Wurzeln 

der quadratischen Gleichung 

w(z) = z , 

explizit 

Die Lösung lautet 

Da 

ist, so erhalten wir 

(-C + iD)z2-2iBz-(C + iD) = 0. (17) 

(18) 
ІB + ^fĄB2 + C2 + D2) 

-C + iD 

B2 + C2 + D2 = 1 - A2 

i(B - VT^A2) 
Zl " " -C + iD 

i(B + VT^Ä?) 
Z2 -C + iD 

Wir bilden uns nun das Doppelverhältnis 

Es ist nun 
w(z) — Z\ __ w(z) — w(z\) 
w(z) - z2 w(z) - w(z2) 

Wir erhalten also durch Einsetzen in (16) für (20) 
m/ (~C + iD)z2+A-iB 

Setzen wir für z\ und 

íialten dann dІ€ 

für 

(-C + i 
z2 ein, so erhalten 

DV(zi,Z2;w,z) 

Î Gleichung 

w — Z\ 

w - Z2 

e - i ł»-- l 
w - z2 

D)Zì 

WІГ 

-4 4 

A-

Z 

= Є^ 

f A-\ \B ' 

wir für z\ und 

íialten dann dІ€ 

für 

(-C + i 
z2 ein, so erhalten 

DV(zi,Z2;w,z) 

Î Gleichung 

w — Z\ 

w - Z2 

e - i ł»-- l 
w - z2 

D)Zì 

WІГ 

-4 4 

A-

Z 

= Є^ 

-гVl- -Aż 

Wir erl 

wir für z\ und 

íialten dann dІ€ 

für 

(-C + i 
z2 ein, so erhalten 

DV(zi,Z2;w,z) 

Î Gleichung 

w — Z\ 

w - Z2 

e - i ł»-- l 
w - z2 

D)Zì 

WІГ 

-4 4 

A-

Z 

= Є^ 

•Іx/T^ 

- 21 

Ä2 

oder 

WO wir 

wir für z\ und 

íialten dann dІ€ 

für 

(-C + i 
z2 ein, so erhalten 

DV(zi,Z2;w,z) 

Î Gleichung 

w — Z\ 

w - Z2 

e - i ł»-- l 
w - z2 

D)Zì 

WІГ 

-4 4 

A-

Z 

= Є^ 

- 2 2 

Z — Z\ 

z - z2 

= єiů 

' 

wir für z\ und 

íialten dann dІ€ 

für 
A + ІУ/T -Ä2 

- 2 2 

Z — Z\ 

z - z2 

= єiů 

wir für z\ und 

íialten dann dІ€ 

für 

A-is/T -Ä2 

- 2 2 

Z — Z\ 

z - z2 

= єiů 

(19) 

(19') 

DV(z1,z2;v,,z) = ̂ \zIl.^jň (20) 
w(z) - z2 (z- Z\) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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gesetzt haben. Machen wir die Substitution 

w (z) — z = . (24') 

w - z2 z - z2 

so erhalten wir 

w' - e " V . (25) 
Es liegt also eine Drehung um den Winkel d vor. 

Es gibt bekanntlich die stereographische Abbildung der Gaußschen Ebene auf 
die Einheitssphäre (Riemannsche Zahlenkugel) gegeben durch 

C + iri 
x + iy = = l + C ; 

WO 

Є + f + c2 = 1 

ist und 

4 
2x 2y _ 1 - x2 - y2 

' ^ ~~ 1 + x2 + y2 ' 
(27) 4 1 + x2 + y2 7 ? ~ 1 + x2 + y2 

_ 1 - x2 - y2 

' ^ ~~ 1 + x2 + y2 ' 
(27) 

Setzen wir 

w = : X + ІY , z — X + iy , (28) 

so haben wir 

w(z) = X + iY 
1-C 

, z = £ + щ 
x + гy = y — - , 

so erhalten wir eine Abbildung der Sphäre auf sich selber. 
Setzen wir 

__ Co + im _ i - Co 
1 + Co Co " ir)o 

Es ist 

*2 = - ^ , ( 2 9 ' 
2i 

denn aus (1) folgt 

( B • v 7 ! " 1 7 ^ ) ( B + x / T ^ 2 ) = - ( C + i D ) ( C - iD) , 

also ist 
-Co + im Ä2 _ — . 

1 - 4o 

Die Gleichung (23) schreibt sich wie folgt, wenn wir (30) benützen 

w - Z\ itg z - _t 

(30) 

1 + ZiU' 1 + Zi2 

Die Punkte (Co,r?o, Co), ("Co, - ^ o , ~Co) bleiben also fest. Wir haben also eine Dre
hung der Sphäre in sich selbst, wobei die Verbindungslinie der beiden Fixpunkte 
die Drehachse ist. 

Wir nehmen wieder drei geeignete Primzahlen p\,p2,pz- Die zugehörigen Gauß
schen Primzahlen seien 

7Ti = u + iv , 7T2 = a + ib , TXJ, = c + id . 
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Wir setzen zunächst 

u2 + v2 ' 
also wird 

2uV 

(31) 

V Г ^ = - £ = - - . (зľ) 
г r 4 v2 

Setzen wir A = cos f-, dann wird \/I — A2 = sin %. Es wird 

A + гл/Ï^ГÃ2 

A - W l - A2 

also ist ß der Drehwi r ike l der Drehung. 

Die Gleichung Co + Vo + Co = 1 erfüllen wir nach §1 (10), (10'), (10") durch 

a2 - h2 2cd 
a2 + ö 2 c 2 + d2 ( 32 ) 

Co 
I 

2a6 2cd 

a2 + ь2c2 + d2 (32') 

Wir setzen jetzt 

Co = e ~ . (32") 
cz + dг 

B = / l - Л - C o - = s i n ^ C o ( 3 3 ) 

C =- v 7 ! " ~Ä*Щ = sin ~77o (34) 

D = - v / l - A 2 6 = - s i n - C o - (35) 

Es ist also die Verbindungslinie der beiden Punkte iV(Co,??o,Co) und P(~£o, -r/o, 
—Co) die D r e h a c h s e . Wir setzen noch Co = coso, r/o = cos/5, C = cos7. 

Die Transformation lautet also 

(cos 77 4- i cos7) z + sin % (cos/? + i co so ) 
w = --—•-̂  -- - 4 5 C • (36) 

sin TJ (cos /5 - i cos a) z + (cos -_- — i cos 7) 

Wir führen das Quaternion ein 

•d -0 
Q — e cos - 4- q sin - , (37) 

wo 
q = (cos o, cos /3, cos 7) (38) 

die Drehachse und f der halbe Drehwinkel sind. 
Wir schreiben 

•d 

Q — e cos ~ + i cos a 4- j cos /3 4- k cos 7 , (39) 

(e,i,j, k) sind die Quaternioneneinheiten und es wird 

Q - Ae - L>i 4- C j 4- Bfc - (40) 
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Wir konnen mit C. Stéphanos der Drehung bzw. dem Quaternion Q einen 
Punkt des Raumes zuordnen mit den Koordinaten 

~~Á'A,A) ' 

wobei der Ortsvektor die Richtung der Drehachse ist und die Lange des Ortsvektors 
|tg | j entspricht. Dabei ist ů der Drehwinkel. 

Die Drehung selbst láfit sich darstellen in der Form 

(A, —D,C, B) sind seine „homogenen Koordinaten". 
Die Schiebungen im R4 werden gegeben durch 

r' = Q\r , bzw. r' — rQ^1 , 

wo r,r' Vektoren im R4 sind. v' = QrQ~l sind Drehungen im JR 4 . Dabei seien 
Qi>Q2 pythagoráische Quatemionen. 

Wir nennen die Schiebungen bzw. Drehungen pythagoráische Schiebungen bzw. 
Drehungen im R4. 

Wir nennen ein Quaternion pythagoráisch, wenn wir fiir A, B, C, D die Formeln 
(31), (32), (32'), (32") einsetzen. 

Wir werden wieder die Primzahlen ITJ durch die Potenzen 7r ? ersetzen. Den 
Buchstaben u, v, a, 6, c, d hángen wir die entsprechenden Indizes I1J2 und £3 an. Wir 
werden dann das Vorzeichen e als £(íi , /2ita) schreiben. Man kann das Vorzeichen 
beliebig wáhlen. Wir konnen, wenn wir z.B. li — l2 = I3 nehmen, eine gleichverteilte 
Folge wáhlen bzw. erzwingen. Am einfachsten nimmt man eine weitere geeignete 
Primzahl P4 mit dem zugehorigen TT4. Wir betrachten den zugehorigen Winkel a 
definiert durch 

« - = 2 1 . 

Wir wissen, dafi die Folge (2a) gleichverteilt modulo 1 ist. Man nimmt ein Teilin-
tervall / = (Q,p) mit 0 < p < 1, z.B. p — J, dann ist et — 1 - 2x(l&), wo x die 
Indikatorfunktion von / ist, eine geeignete Folge vom Vorzeichen e(l). Wir werden 
dies spátér in einer anderen Arbeit weiterverfolgen. 

B e m e r k u n g . Wir nennen die Formeln (30), (31), (31'), (31") die Formelreihe 
I und (10), (10'), (11), (12), (12') die Formelreihe II. 

Bei I wird der Vektor (B, C, D) eingefuhrt durch den Drehwinkel 

(Ci?hO = 1 —=(B,C,D) 
^ ' W VB2 + C2 + D2K S 

und A wird durch den Drehwinkel festgelegt. Es ist 

B2 4- C2 4- D2 = 1 - A2 . 

Bei der Formelreihe II werden die Vektoren (A, B) und (C, D) durch 
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Dabei ist y/A2 4 B2 = cos p, y/C2 4 D2 = sin p, wobei 

cos 2 p 4 sin 2 p = A2 4 B2 4 C2 4 D2 = 1 . 

Die Formelreihen gehóren also zu verschiedenen Winkeln, der Zusammenhang wird 
durch Formeln der spharischen Trigonometrie gegeben, die wir nicht weiter hin-
schreiben wollen. 

§5. Wir betrachten mit C.F. Gaufi ([GAU01], S. 345-347) einen Wtirfel W mit 
der Kantenlánge 1. Es sei O ein Eckpunkt des Wurfels. Wir legen ein kartesisches 
Koordinatensystem S rnit O als Ursprung. Die Kanten, die von O ausgehen, deren 
zugehorige Halbachsen, die wir als x-Achse, y-Achse und z-Achse nehmen, kónnen 
wir als Einheitsvektoren ei, 62,63 auffassen, die aufeinander senkrecht stehen. Wir 
konnen fiir j — 1,2,3 als Koordinaten dieser Vektoren ansetzen: 

ej — (cos a.j, cos j3j, cos 7j) , (1) 

nit den Koordinatenachsen sind. Wir nehmen jetzt 
lenebene und fiir j = 1,2,3 als Gaufische Zahlen 

Uj = cos Oj 4- \/—lsin/?j . (2) 

wo Q'j, pj, jj die Winkel der ej mit den Koordinatenachsen sind. Wir nehmen jetzt 
die xy-Ehene als Gaufische Zahlenebene und fiir j = 1,2,3 als Gaufische Zahlen 

Es ist die Šumme 
3 

\J\ 4 U2 4 ř/f = ^2 ( c o s 2 aJ ~ c o s 2 ft + 2?' cosaj c o s fij) 
3=1 

3 3 3 

= > COS2 Cťj - V^ COS2 Pj 4 2? Vj COS Qj COS /3j 

i = i i = i J » l 

- 1 - 1 + 0 = 0 . 

Wir betrachten die Gleichung 

f/2 4- U\ 4 - 1 / | = 0 (3) 

w i e d e r als diophantische Gleichung in Z(z) und nehmen zwei geeignete Primzahlen 
p\, P2 mit den Gaufjschen Primzahlen 

m = A 4 ?:#, 7r2 = c + i£> 

und haben die Losungen 

Ux = 7ri-ir2^{A + iB)2 - (C 4- i D ) 2 

ř/2 - H ) W + ^2
2) = ( - í ) ( ( A 4 i £ ) 2 - ( C 4 i £ > ) 2 ) 

C/3 = 27T17T2 = 2(A 4 i B ) - (C 4 i / 5 ) • 

Wir erhalten 

TTJ-TT2 = A24-D2~~B2~C2 + 2i{A-B-C-D) 

( - i ) (TT2 4 7r2) = (2AB 4- CD) + i {B2 + D2 - A2 - C2) 

27ri7r2 « 2(AC - £ D ) 4 2Í(AD 4 DC) . 

(3") 



60 Edmund Hlawka (Wien) 

Wir erhalten den Vektor (cos7i,cos72,cos73) als Vektorprodukt der beiden 
anderen Vektoren ( c o s o i ^ c o s o ^ c o s a s ) , (cos/3i,cos/32, cos/33) in der Gestalt 

i (2(AC - BD), 2(BC + AD), C2 - D2 - A2 - B2) , 

wo A = A2 +• B2 + C2 + D2. Wenn wir s ta t t i\\, TT2 die Potenzen IT[, n2 nehmen und 
bei den A,B,C,D den Index l anbringen, so erhalten wir für die neun Kosinusse 
als Drehmatrix 

r,{. « L nk 

Di = a21 a22 a23 
a31 a32 a33 

i S t 

(4) 

(5) 

I 

I 

I . 

(6) 
Dies ist die berühmte Eulersche Formel. Bei uns sind die auftretenden Zahlen 
A,B,C,D ganze Zahlen. 

Bezüglich des Zusammenhangs zwischen (6) und §4 (16) vergleiche [GRÖOlj, 
S. 254-256. 

Wir können die Matrix auch in folgender Weise schreiben 

a'n = A? + D?-B? 
- -Af , = B? + D? 

•• Cf + Df -Af- Bf , 

Az = Af + B2 + Cf + Df 

-Cf, a\2 = 2(AlBl-QDl), a[3 = 2(AlQ + BtDt) 
- Cf , a 2 1 = 2(AiBi - QDi) , a 2 3 = 2(BtQ - AlDl) 

: 2(AiQ - DiBt) , 4 2 = 2 ( ^ A + Bid) • 

[D\ Bf - Cf) E + 2 
A2 AiBi AtQ 

BiAt Bf BiQ 
QAi CiBi Ci i J 

-2D| 
0 -Q Bi 

Q 0 -Ai 
-Bi Ai 0 

(7) 
(E Einheitsmatrix). 

Die Bedeutung dieser Darstellung ist wohlbekannt. Es ist die Darstellung einer 
Drehung um die Achse 

a(ai,bi,ci) - -^(AuBuQ) 
A? 

und um den Drehwinkel ůi mit 

(8) 

СОБ^1 = - г - ( А 
Дг 

- вf - cf 

\\ 
SІnť?/ = -

2Dn/Af + Bf + C? 

Wir führen noch die halben Winkel ein und haben nun die Gleichunge 

1 4-cost? = 2 c o s 2 - , 

ů Di 
C O S — = £—== , 

2 jsi-

1 - cos ů - 2 cos 2 -

. ů y/Af + Bf + Cf 
sm - = -—-—-== L 

2 VЖl 

(9) 

(10) 

(И) 
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Bilden wir uns das Quaternion nach §4 (15), so ist 

(12) 

Q — — cos a sin — , 
2 2 

so läßt sich die Drehung in der Form 

r' = Q~lrQ (13) 

schreiben. 
Dabei sind die Ortsvektoren r und r' als vektorielle Quaternionen zu schreiben 

r = xi + yj + zk , analog r' . 

Wir nennen Q wie schon vorher in §4 das pythagoräische Quaternion, wo wir 
für cos | und sin ~ die obigen Werte nehmen. 

Wir behandeln noch ein anderes Thema mit dem Titel: Dars te l lungen der 
D r e h g r u p p e (Clebsch-Gordan-Reihe). 

Es seien X\tX2 zwei (unbestimmte) Variable und n eine natürliche Zahl. Wir 
betrachten die n + 1 Potenzen 

X^ , X^ X2) • • • i X2 

(Basis genannt) und eine Transformation (Drehung) (§4 (2), (2') und (16)) 

Q ß 

-ß ä 

mit a = A + iB, ß = C + iD und 

I«!2 + \ß\2 = i . 
Es ist 

--=[41 
die Transformation lautet dann 

fc]=--[:;]' 
also explizit 

J/l = äXi - ßx2 , 1/2 = ßXl + OLX2 • 

Wir bilden uns nun die Potenzen 

yi,yi~ly2,-..,y2 

und erhalten eine Transformation 

Vi 

У\ Уi 
-u «21 • 

Wir bezeichnen die Matrix mit w^. 
Führen wir dies für n = 2 vor, so haben wir 

1 = (äxí - ßx^)2 - õt2x\ - 2ãß~i~2 + ß2Ą 
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" УÌ ' 
У)У2 

' ã2 

-2ãß 
ãß 

aã - ßß 
ff2 

2a/? 

7.2 
У2 

ß2 -aß a2 

7.2 
У2 

zu bilden und analog 

2/13/2 ~ (äxi - ßx2)(ßxi + ax2) - äßx\ + (aä - ßß)xxx2 - aßx\ 

y\ - (ßxi + ax2)
2 = ß2x{ + 2aßxix2 + a2x\ . 

Wir haben also 

xix2 

Nimmt man stat t (x\,x 1X2,£2) die sogenannte Spinorbasis 

0 n Xi + Xn _ 
xf - x l : • ^, 2x ix2 , % 

so erhält man als transformierte Matrix genau die Matrix (6) von Euler in den 
Formeln (3'), (3") haben wir s ta t t den Variablen X\,x2 die Zahlen 7ri,7T2. 

Wir betrachten jetzt nur solche Transformationen w, die durch pythagoräische 
Tripel erzeugt werden (wie in §4 (4)-(7)). Wir nennen die zugehörige Matrix w^ 
eine pythagoräische Matrix, deren Elemente ganzzahlig sind. Damit haben wir die 
Eulersche Drehformel in die Theorie eingeordnet. 

Die Physiker setzen n = 21 mit l — | , 1, | , 
Als Literatur siehe [WEY01], S. 113, [WAE01], S. 58 und [STI01], S. 81 und 

99. 
Wir setzen nun 

s = (A,B,C,D) 

und bilden uns die sogenannte KS-Matrix 

A -B -C D 
B A -D -C 
C D A B 
D -C B -A 

Wir können nun die Spalten dieser Matrix als Vektoren der Sphäre S3 auffassen, 
wir bezeichnen sie mit S\ = s, s2,s^,S4. 

Es gilt dann 

Ä2 ~ B2 - C2 + D2 

2(AB - CD) 
2(AC + BD) 

0 

L(s)-

Ц?Ш) 

L(si)('S2) 

L(sг)(-s3) = 

2(AB + CD) 
B2-A2 + D2-C2 

2(BC - AD) 
0 

2(AC-BD) 

2(BC + AD) 
C - + D2 -A2-B2 

0 
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шк ! 

L(Sl)(s 4 ) : 

Behalten wir nun in den ersten drei Vektoren die ersten drei Zeilen bei, - die letzte 
Zeile ist ja 0, so sind sie von der Länge 1. Sie sind die Ortsvektoren der S2. Wir 
haben also eine sogenannte H.-Hopf-Abbildung der S3 auf die S2. Reihen wir die 
gekürzten Vektoren aneinander, dann erhalten wir eine quadratische Matrix mit 
drei Zeilen und drei Spalten. Man bezeichnet sie als die Cailey-Matrix C(s). Eine 
solche Matrix haben wir schon als Drehmatrix gesehen (vgl. §5 (6)). A, B, C, D sind 
jetzt rationale Zahlen (vgl. dazu [STI01]). 

§6. Wir wollen die Drehungen mit Hilfe der Eulerschen Winkel beschreiben 
und zwar als Produkt von drei Drehungen, einer Drehung D\ um die .x-Achse, 
einer Drehung D2 um die y-Achse und einer Drehung D3 um die neue x-Achse. 

Wir nehmen nun drei geeignete Primzahlen pi,P2,P3 mit den zugehörigen 
Gaußschen Primzahlen 7r? = Aj + \f—\Bj für j — 1,2,3. Wir nehmen die zu
gehörigen 

Xj(nj. A2 + B2 УÁ^з) 
2AjBj 

A2 + B2 

dann ist 

D = DXD2DЪ 

Xi Yi o" 
Yi Xi o 
0 0 1 

1 0 0 
0 X2 Y2 

0 -Y2 x2 

л:i 
Уz 0 

YÌ x3 
0 

0 0 1 
(1) 

Benützen wir die Potenzen TTJ1 , w2 , TT3
3 , wo li, l2,13 ganze Zahlen sind, so haben wir 

eine Drehung 

A l W - = D[Wl
2*Dli . (2) 

Diese Drehungen könnten auch für Roboter verwendet werden. Da die Drehwinkel 
alle irrational sind, sogar linear unabhängig, so können gefährliche Örter nicht ein
treten. Man braucht für diese Anwendungen natürlich mehrere Drehungen D^i^ 
(vgl. zur Theorie der Roboter das Buch [DES01]). 

Die Drehung lautet 

" a-i " 
= D 

X\ 
x2 

. x'з . . Æ3 
( •• i ) 

Wir können die Transformation benützen, um Punkte in der x,y-Ebene in den 
dreidimensionalen Raum emporzuheben, indem wir X3 = 0 nehmen. 

= Dx . 

Die Astronomen pflegen die Drehungen D\,D2,D3 auszumultiplizieren 

" XiX3 - YiY3X2 -YXX3 - XiY3X2 Y2Y3 

XiYъ + YiX3X2 -YlYз + ^ 1 ^ 3 ^ 2 -Y2X3 

Y1Y2 X1Y2 x2 
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Ist (xi,X'i) ein Pythagoräisches Paar ( X ( a ) , Y ( a ) , so ist 

[ X(a) 
X'(a) = D Y(a) 

L ° 
ein Pythagoräisches 'Tripel im Raum und es ist 

\X'(a)\2 = X[2(a) + X'2
2(a) + X'3\a) = X2 (X2 + Y2) (a) = 1 . 

(5) 

(6) 

A n h a n g : Wir können auch einen Richtungskosinus definieren. Es sei wieder 
ein geeignetes Paar pi ,p2 von Primzahlen, mit den zugehörigen Gaußschen Zahlen 
7fi = A + iB, TX2 = C 4 iD gegeben, dann definieren wir als Richtungsableitungen 

DPUP2 = 
A2 - B2 C2 - D2 д A2 - ì 2CD д 2AB д 

A2 + B2C2 + D2 дx A2 + B2 C2 + D2 дy A2 + B2 дz ' 
(7) 
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B e m e r k u n g zu §6 (2) : 
Da das kommutative Gesetz in der Drehgruppe des dreidimensionalen Raumes 

nicht mehr uneingeschränkt gilt, sind bei mehreren Blöcken von der Gestalt Diti2iA 

auch verschiedene Primzahltripel p\,p2,P3 zu wählen. So sind z.B. bei einem Robo
ter mit sechs Blöcken 18 verschiedene Primzahlen zu wählen, um gefährliche Örter 
zu vermeiden. 

B e m e r k u n g zu §6: L ich tkege l , L o r e n t z t r a n s f o r r n a t i o n 
Der Lichtkegel ist durch die Gleichung 

x2 + y2 + z2~t2 = 0 (1) 

definiert.5 

Wir suchen rationale Punkte (x0,yo,z0,t0) des Lichtkegels. Wir geben einige 
solche an und benützen die Formeln (10), (11) und haben 

xo + iyo = W(O)N(T)°1 (2) 

o r 
2((N(o))2~(N(r))2) . (3) 

Dabei sind 

o = A + %B , r = C + iD , 

N(o) = Ä2 + B2 , N(r) = C2 + D2 , 

t0 = ± 2 ((N(a))2 + (N(r))2) . (4) 

Das Punktepaar (4) erfüllt (1). Wir können (1) in der Form 

XQ +iyo ^ k + z0 ___ 
\p) 

(5') 

(6) 

(?) 

(S) 

so wird 

Wo = Keitp . 

Betrachten wir jetzt die quadratische indefinite Form 

Q(x, y,z, t)=t2~ (x2 + y2 + z2) , (9) 

ÍO - Z x0 -~ІУQ 
ii.Ч) 

schreiben oder in der Form 

x + гy -= w(t — z) , w(x — г y) = t + z 

Nehmen wir den Punkt P, so ist 

Í0 + Z0 = ЦN(o)ў , to - z0 - ЦN(a)У 

Бs wird 

w0 = í 
Щт) 

N(o) 

\ 2 

) ?? 
J ar Setzen wir 

K 
(Щт) 

\N(o) )'• 
or 

öf 
-eiҷ> , 

5Setzenwirti = t ( ^ + L £ ) , t 2 - t(-^j), so ist t\ + t2 = t2, also ist x2+y2 + z2-t2 = t2 > 0. 

Daher sind die Punkte (x,y, z,ti), (x,y, z,t%) raumartig. Setzen wir t.3 = \ (~ + 4 ) t , t& = 

~ 2 [ja ~ 1 ) *' s o i s t tl"tl = t2- D a n n i s t d e r Punkt (x, y, z, u) zeitartig, da dann x2 + y2 +z2 = 
= - t? < 0 ist. 
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so ist der Lichtkegel durch Q — 0 definiert. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle 
linearen Transformationen zu studieren, welche den Lichtkegel bzw. Q invariant las
sen, also die Lorentztransformation aufzustellen. Wir können (9) als Determinante 
schreiben 

Q = Det L , 

wo L die Matrix 

1 t + z x — iy 

x + iy t - z 

ist, denn ihre Determinante ist 

(t -fz)(t - z) - (x - iy)(x + iy) . 

Es sei nun die Transformation T gegeben durch 

a ß 
7 8 

wo a, ß, 7, S beliebige komplexe Zahlen mit von Null verschiedener Determinante 

A = aß - 7<5 

sind. Man kann sie normieren A = 1. Wir wollen dies im Augenblick nicht tun. 
Es ist bekannt, daß T auf L angewandt 

L' = TLT* 

ist, wo 

T* = f ' . 
Dabei ist T* die transponierte Matrix von T ist. Also geht die Form Q in die 
transformierte Form Q' 

Q' = (De tL ' ) |A | 2 

über. Wenn A = 1 ist, so ist Q' = De tL ' . 
Q' = t'2 - (x'2 + y'2 + z'2) lautet folgendermaßen 

x = Re(ä/3 + 7<5)< + Re(7/3 + ä<S)a: + Im (7/? - a<5)y + Re(7<5 - äß)z 

y — lm(aß + jö)t - Im(7/3 + ä8)x + Re(a5 - 7/3)y + lm(aß - 7^ ) 2 

«' = i ( |a |2 + |/3|2 + | 7 | 2 + |<*|2) * + Re(ö7 + ß5)x + Im(ö7 + ßö)y 

+ i ( |7 ! 2 + |<5!2-!a|2-|/3|2)z 

i (\ß\2 + |5 | 2 - | a | 2 - | 7 | 2 ) t + Re(/3* - al)x + Im(06 - 07) 

+ i ( | a | 2 + | 6 - | 2 - | / 3 ! 2 - | 7 ! 2 ) • 

Damit haben wir die Lorentztransformation Q'. 
Wir nehmen jetzt vier verschiedene Gaußsche Primzahlen 

7Г1 = Ä + ІA" , 7Г2 = B' + Ш " , 

тr3 = C + І C " , тr4 = D ' + ŚD" , 
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so ist die Determinante A(T) = 7ri7r4 — 7r27r3 von 

f = \ Wl 1T2 

[ ^ 3 7T4 

sicher ungleich Null wegen der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung. 
Wollen wir normieren, so bilden wir uns 

r = -£_, 
x/i-T 

dann wird 
TLT* 

Die Koeffizienten von t',x',y',z' sind also ganze rationale Zahlen. Damit erhalten 
wir auch ganze Zahlen auf dem Lichtkegel. Es ist aber hier nicht notwendig, diese 
Normierung durchzuführen. 

Allgemeines Beispiel: a = 7 ^ , 0 = ni-f, 7 = ^ 3 , S = 7 ^ . Es seien nicht alle 
l = 0 und üj ganze natürliche Zahlen. 

Ein weiteres wichtiges Beispiel siehe §13 (6). 

Betrachten wir noch die zweite Darstellung zu (5) 

x + iy t — z „ 

t + z x — iy 

Für das Beispiel (2), (3) erhalten wir 

Die Ebenenschar (tuo / 0) 

(x + i i / ) -Wo( t + 2) = 0 

_»o(£ - iy) - (£ + 2) =- 0 

bzw. die Ebenenschar 

(x + iy) ~Wo(t + z) = 0 

WQ(x-iy)- (t-z) = 0 

sind die Erzeugungsscharen des Lichtkegels. 
B e m e r k u n g : Geben wir ein Beispiel mit der Möbiustransformation a = 5 = 

1, /? = —o, 7 = !5, \a\ < 1 Die zugehörige Lorentztransformation lautet: 

t' = (1 + ia|2) t - 2 lm(ä)z + 2 Re(ä)_ 

2' = (2Im(o))t + Re(l + a2)z - Im(l + a2)x 

x' = - 2 Re(a)t + Im (|ä|2 - l ) z + Re (a2 + l ) x 

y' = _ R e (o - ä)_ + ( l - |a |2) y . 

Eine wichtige Transformation erhalten wir folgendermaßen: 
Es sei p = R + iS eine eigentliche Gaußsche Zahl. Wir setzen 

n-l\ä __| y_l|_:___| 
~ 2 5 + R ' _ 2 5 H • 
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Es SЄІ 

\(U + V), 

dann ist 

und 

a2=l-{U + V), a~2 = \{U~~V) 

U2 - V2 - 1 

WTir betrachten die Transformation 

dann erhalten wir 

x' = x , y — y , z' = uz + vt , t' — vz + ut 

mit Determinante 1. 
Diese Transformation ist eine Lorentztransformation mit der Geschwindigkeit 

H 9 ' v T r ^ = M-
Wir erhalten nämlich 

, z + vt , vz + t 

Es ist also v die Geschwindigkeit der Lorentztransformation in der positiven z-
Richtung. 

Diese Methode ist nicht anwendbar auf die Spiegelung 

x' — —x, , y' = —y , 2 ; = 2 , t' — t . 

Diese Spiegelung ist nicht durch die Matrix L darstellbar. Hier müssen wir die 
Transformation V einsetzen 

t - z ~{x~~iy) 
~{x + iy) t + z 

Es ist 
V L ^ \ e - {x2 + y2 + z2) 

Ľ 

0 t2 - {x2 + y2 + z2) 

Wir wollen Lösungen der Gleichung aö—ßj = 1 konstruieren. Es seien r\,..., re 
komplexe Zahlen, wir bilden uns folgende pseudopythagoräische Zahlen 

r j - r | 2 n r 2 
A i = „2 ; „2 ' y i 

< • . + r | ' 

••? _ r 2 

r 4 4 + r| ' 

rî + rž 

-\ľ2 = •——- Õ , Y2 

Л í3 = 

rf + Ң 

2 r 3 r 4 

2 r 5 r 6 2 r 5 r 6 

Alle Nenner sollen von Null verschieden sein. 
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Wir bilden uns 

a - XiL3 + Y2M3 , j3 = X2M3 - YXLZ 

ó = XXL3 - Y2M3 , 7 = X2M3 + YXL3 . 

Es ist 

aS - (XiL3)
2 - (I2M3)2 

07 - (X2M3)2 - (F1L3)2 , 

also ist 

aó ~ fa = (^1 + *?)£,§ - ( X | 4- Y2
2)A4l = £| - Mf = 1 . 

Wir nehmen z.B. sechs Gaufische Prirazahlen iri,..., TTQ. 

Wollen wir reelle cc, @, 7, S haben, so nehmen wir drei Gaufische Primzahlen 

V j =Aj+iBj , fQr j - 1 , 2 ,3 . 

Wáhlen wir fiir ri,r$,r§ die A\,A2,A3 und fiir r2,r4,rg die B\,B2,B3, 
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