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Pythagordische Tripel: Gleichverteilung und
geometrische Anwendungen

Edmund Hlawka (Wien)

Preface. This paper is a continuation of the earlier articles ” Approximation
von Irrationalzahlen und Pythagoriische Tripel“, Bonner Mathematische Schriften
121, 1980 and " Uber einige geometrische Anwendungen im Zusammenhang mit Py-
thagoréischen Tripeln und Gleichverteilung“, Aequationes Math. 58, 1999. In these
earlier papers the author investigated distribution properties of Pythagoreian tripels
and various geometric applications. Although the present article is a continuation
of the previous ones it is self-content. The author focuses on the construction of
Pythagoreian tripels by means of prime numbers in the Gaussian number field and
various geometric applications. In the first three sections applications to line geo-
metry and to spherical trigonometry are discussed. In the second part of the paper
(chapters 4 - 6) rotations in the three dimensional space are considered.

§0. Einleitung.

Wir wiederholen kurz: Wir betrachten die ganzen GauBischen Zahlen a = A +
Bi, wobei i = /-1 ist und A, B ganze rationale Zahlen sind. Dabei sei die Norm
N(a) = A%+ B? einer von Null verschiedenen ganzen Zahl stets groBer oder gleich
Eins.

Mit a betrachten wir auch die Konjugierte & = A - ¢B und definieren

A+iB
A—iB® M

(&3
plase) = Se =

wobei ¢ eine Potenz von i ist. Es gibt nur vier verschiedene Werte von
14,42 = =1,i% = -1 :

Die Menge aller p(a, €) bildet in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe: Das
Inverse von p(a, €) ist p(&, €), das Einheitselement ist £ = p(1,1). Wir wollen diese
Gruppe die pythagoriische Gruppe P nennen. Alle ihre Elemente haben die Norm
1. Wir wollen noch die Vereinbarung treffen, dafl wir alle p(a, €) zu p(a, 1) assoziert
nennen. Wenn wir eines herausgreifen, wollen wir es kurz als p(a) bezeichnen.
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Wir wollen noch bemerken, daf§ unter den Zahlen
a=A+1iB, «ai=-B+A4i, ai’=—(A+Bi), «=B-Ai
bzw.
a=A-iB, ai=B+Ai, ai’=-A+iB, a’=-B-Ai
genau eine existiert, fiir die sowohl Real- wie Imaginérteil positiv sind. Wir wollen
diese Zahl die Hauptzahl dieser vier Zahlen nennen. Dabei kénnen wir noch anneh-
men, da A > B ist, sonst vertauschen wir B mit A, d.h. o mit @&i. Multiplizieren
wir in (1) Zahler und Nenner mit «, so erhalten wir

¢ =pla) = X(a) +1iY (a) , (2
wo 42 g2 .
X@) =5t Y@= s ®)
ist. Setzen wir
z=X(), y=Y(), z=pla)=z+iy, (4)
so erhalten wir
=24y =1, (5)
d.h. (2,y) liegt auf dem Einheitskreis und das Tripel
(A% - B%,2AB, A? + B%) = (a,b,c) (6)

erfiillt die diophantische Gleichung
A+ = (7)
Wir wollen in der Gruppe P die Multiplikation explizit hinschreiben: Es sei
a) = Ay} + Byi, = Ay+ Bai,
dann ist
az = ajag = Az +1B3 (8)
Az = A1Ay — B1By, Bj3= A3B)+ A1B, 9)
plas) = pla)p(as) .
Das Tripel (6) lautet also
(as,bs, ca)
mit
ag= A}~ By, by=2A3By, c3=A3+B}=(A}+ B})(A3+B3).
Ist & = A + Bi, so sei (I ganze Zahl)
o = A +Bi
Y a=pa) = X(e)+iv(a) @

=z +iy -
Wir kénnen auch Matrizen verwenden: Da bekanntlich der Zahl o = A +iB

die Matrix
A B
-B A
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mit Determinante A2 + B? zugeordnet ist, haben wir

A3 Bz | _ A, B Ay B,
~As Bz | | -B1 4 —~By Ay |

1 Ay Bp] 1 A B
(A2+B2)| =B, AL | (A2+B®)?2|-B A] ~
Ordnen wir der Zahl a auch die Matrix

UtV U-V
UEV U%V
2

also ist

_ B _ 1
zumit U =4 5 V=2=%

Es gilt weiters
MJ;‘/L][M Qz:.,!’z] [

P o) L(Us+Vs) £(Us— Vi)
vl uiv

1
fvs-wv) fwe+w |-

UL-wv  Utvi
2

wobei
Ay B
_ A Vv, = 2L
Uy B =7
Ay By
U, = 22 =22
2 =5 2= 7
. 1 1
Us = 5(U1U2 +WViVe), Va= ’Z'(UIUZ -WW),
also ist
z;;_v_ U;V L L(UL+VL) %(Ul VL)
Lo ode | = [ty j0n v ]

Wir wollen jetzt die Geometrie ins Spiel bringen. Es gibt einen eindeutig be-
stimmten Winkel ¢p mit 0 < ¢ < 2, so daB fiir alle ¢ von der Gestalt o + 27k
(k durchlduft alle ganzen Zahlen, wir schreiben ¢ = ¢y (mod 27))

pla) = €% =cosp +ising ,

also
A? - B? . 2AB
COSY = T Sing =~ -
Wir setzen nun
o =X . (%)

Die Schweizer Mathematiker Scherrer und Hadwiger haben bewiesen (siche [HAD-
01] und [SCHO1]):
Ist « = A +iB und weder AB = 0 noch A? = B?, dann ist y irrational.

Wir betrachten nun die Folge w = (2kY), es ist ja 2x ebenfalls irrational, dann
ist diese Folge nach einem Satz der Gleichverteilung gleichverteilt modulo 1. Zur
Theorie der Gleichverteilung vergleiche die Biicher [HLAO1] und [KUIO1].

Es ist also fiir eine periodie(-he integrierbare Funktion f mit der Periode 1

11m —Zf 2nkx) = / f(z)dz . (10)
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Fiir die Diskrepanz Dy der Folge gilt

< 20logc

D
N=TlogN

(10°)

wo ¢ = A? + B? ist. Ist f eine im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion,
periodisch mit der Periode 1, so ist (vgl. z.B. [HLAO1])

1 N 't 1
NZf(Zka)z/o f(a)dz +19J<va,f) , (11)
k=1

wo 9] < 1 und o(e. f) die Schwankung von f mit der Breite ¢ ist. Wenn f von
beschrinkter Variation V(f) ist, so gilt sogar

1 N i
M) = 5 2 famk) = [ f(arda + V(D az)
k=1

Ist f von der Gestalt G(cos2mz,sin2rx) (G integrierbar in E?), so gilt, wenn wir
sogar dic Annahme machen, daB G(cos2mz,sin27x) von beschrénkter Variation
V(G) ist.

1
AN (G) :/ G(cos 2mx, sin 2nx)dr + YV (f) Dy ,
0

WO
1 N
AN(G) = [; Glaai, bar)
ist, mit
wy = MBBh, 2Aubu
A3 + B, A3+ By
und

A%+ BY = (A% + B .

Ist G differenzierbar, so ist

aG\* [oGc\*
V(G) < Max (E) + (W) .

Es ist zweckméBig, dic vorher betrachteten gleichverteilten Folgen, die so eng
mit den pythagoriischen Tripeln zusammenhéngen, zu gleichverteilten mehrdimen-
sionalen Folgen zu erweitern. Zu diesem Zweck betrachten wir Primzahlen p von der
Gestalt 4k + 1. Jede solche Primzahl 1a8t sich als Summe von zwei Quadratzahlen
darstellen und zwar, abgesehen vom Vorzeichen, in eindeutiger Weise in der Gestalt
p = A% + B? oder in komplexer Darstellung*

p=(A+iB)A-iB)=n 7.

Ublicherweise wird  normiert: 7 = 1 (mod 2(i — 1)). Wir wollen davon aber nicht Gebrauch
machen.
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Wir wollen diese Zahlen mit 7(p), 7(p) bezeichnen. Sie sind voneinander verschie-
dene Primzahlen im Zahlkérper Q(%). Es ist

_”(P.) = et™x(p)

(p)
wo ¥ irrational ist und die Folge (kx) daher mod 1 gleichverteilt ist.
Sind p1,p2,...,ps verschiedene Primzahlen von der Gestalt 4k + 1 und den
Primzahlen (my,#1),..., (ms, 7s) mit den zugehorigen Winkeln x1, ..., xs, so sind

diese Winkel im Sinne der Gleichverteilung linear unabhingig. Dies beruht darauf,
daB die Zerlegung der Zahlen in Z(i) in Primzahlen w(p) eindeutig ist. Daraus
folgt, daf die Folge (kxi,...,kXs) mod 1 in E® gleichverteilt ist. In der Arbeit des
Verfassers [HLA03] wurde gezeigt, da mit P; = p; - ... - ps die Abschétzung gilt
(loglog N)*

log N @
Fiir den Beweis sei auf die Arbeit des Verfassers verwiesen.

In der Arbeit [HLAO02], S. 435 habe ich folgenden Satz bewiesen:

D (p1,- .., ps) < 4°Cs(log Ps)

Sind ay,...,as positive Zahlen kleiner 1, dann gibt es zu jedem N > 1 positive
ganze Zahlen uy, ..., u, v, so da fir 1 <v < N° alle u; < v sind, und
v? — uj i \/— 2vu; 2
;— < = .
@ v2+u?| Nu’ 1 7?4l < No

Wir wollen den Satz mit ciner kleinen Ergiinzung hier noch einmal beweisen und
uns dabei der Einfachheit halber auf den Fall s = 1 beschrinken. Es sei

1-a
W= T,

dann gibt es nach dem Satz von Dirichlet Zahlen v und v mit 1 < v < N, so daf§

1
'a B _‘ <N Nv
(im mehrdimensionalen Fall gilt 1 < v < N°¥).
Wir fithren nun Funktionen
1-w? 2w
I =y W =rne

mit 0 < w < 1 ein. Es ist
2(w) + g} w) =1.

flwe) =, g(we) = V1 - a2,

f und g sind differenzierbar und es gilt

)= |

Weiters sind

Analog ist
—w?
g Llow
(1+w?)?

lg'(w)l = <2
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und

v? —u?
o - | =
| v? + u?
Es folgt analog

N -

u? - v?

= Jotwo) ~ 9 (4] < = -

v v
Wir betrachten nun die Funktionen
v(w) = L und u(w) = fw) .
g(w) g(w)
Es ist -
V() ~ g2(w) = 1
und wir wihlen
4
N>[ }+1, dh. a<l-—
I —a
Es ist 1
o
v(e) = 1—a? ute) = 1-a?
Weiters ist , P e
g s _f'a-Tfg
v = e w = =g
und es ist ¢'(w) > 0, also v monoton abnehmend.
Wir haben L | 1
uw v
e 224 2l < Cla) —
l«/l—az 2'11'*11,' - (Q)NU
und L L
@ u v
— === < Cla) —
Tl 2 |v u' <O 57
wobei
4
Cla) = —=
1= (o + 7)?
Im mehrdimensionalen Fall ist
1 1 (u, ) 1
— — =2+ — ]| £C(oj)=
- a,? 2\ v 1 7 Nw
und
RIS VTR DU
1 - a2 2<u u,> - /(a])N'U
7

Wir schreiben oft

Es gilt folgender Satz:
Setzen wir
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so gilt folgender Satz:
Es gibt stets Zahlen o, ..., @, so da

m

IHizji=y1+a}+.. a3
J=1

Wir setzen ag = 1 und beweisen den Satz mit vollstindiger Induktion nach m.
Fiir m = 1 ist a; = M, denn es ist
14+ M =12,

Nehmen wir an, der Satz sei schon fiir m — 1 bewiesen. Es sei also

m—1
IMi=1+at+.. 402,
j=1

Setzen wir “
—_— = M,
1+al+.. . +ak_,
dann ist
al, = (1+a}+... +a2)M2
und es ist

m-1
T4+al+.. +a2, =(Q+al+.. +a?_ )1+M2)= (H Lf) L.
j=1
Damit ist der Satz bewiesen.
Wir betrachten nun ein pythagorsisches Paar
A*-B* 24B \ _ f.0)
Trp eap) "9
Es sei z.B. f ein Partner, so gibt es Zahlen (by,...,by), so daB

Lt Lnfl= /1 4ad 4. +a2, — (6 +... +B2).
Beweis: Es ist f2 + g% = 1, dann ist
(Lt Lnf)?=(1+a}+...+a2)1 -4 .
Wir setzen b; = ajg, dann ist
Ly If)?=1+al + ...+ — (b3 + ... +b2).
Zum Schluf einige Beispiele
Pr =5 m =142 pp =13, my =3+ 28 p3 =17, m3 =4 +1i.
§1. Wir behandeln zunichst die Sphére
Iz#ry?‘{-zzzﬁ,

Wir untersuchen zuerst den Fall r # 0. Dabei (wir bleiben noch im Reellen) brau-
chen wir nur @ = rz/,y = ry’, z = rz’ zu setzen und kommen auf den Fall

Byt =1 (3)
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oder
224yt =1-22. (4)
Gehen wir nun ins Komplexe, so haben wir
2 +yt = (@ +ay)(z —iy) =1-22. (5)

Wir suchen rationale Lésungen. Wir nehmen zwei Primzahlen p,p’ kongruent 1
modulo 4.2 Die zugehorigen GauBschen Primzahlen seien

m=A+iB, ' =C +iD (6)
und setzen
+ b A+1iB 2CD "
TS TRy D
) A—1iB 20D
TTW = ATiBeELDE ®

Dann ist

« 2
12+y2:( 20D ) =1-22,

C? 4 p?
also . )
. c? - p?
e =1~ Q—CL)— 9)
Ty D? c?D?
und es ist , )
c?-D
2= e (10)
wo € = +1 ist.Wir haben also
7= (z,9,2), (11)
wo
A% - B? 20D
SR e oo (12)
' 2AB 20D s
R Y Yoy .
c? - p? o
N E 1z

Wir kénnen statt m, 7’ auch Potenzen 7!, 7/ nehmen , wo 1,1, ganze rationa-
le Zahlen sind. Es sind statt A, B,C, D e die Zahlen A, By, Cy, D;, & zu nehmen
(z.B. [ =1;), wo g stets +1 ist.

Wir konnen diese Parameterdarstellung auch fiir die Drehellipsoide verwenden.
Esselen a = A+iB, = C+iD,y = U +1V geeignete Primzahlen. Die zugehorigen
Drehellipsoide lauten

5 =1 (verlangertes Drehellipsoid)

2Wir wollen im folgenden solche Primzahlen als geeignet bezeichnen.
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(wobei 0 < e < 7 ist) und
72 U2 22 .
T + o + 5= 1. (abgeplattetes Drehellipsoid)

Wir wollen noch € = £ setzen, dann nehmen die Gleichungen die Gestalt

2 2

x Y 2 2
— stttz =7
1-¢e2  1-¢2

2 2
RS
142 1+

an. Die Ellipsoide sehen folgendermafen aus

s A% - B? 2CD
— 2 i
e rVixe A2 4+ B2C?+ D?
24B 20D
= /1L e2 ~__Lx
vo= VIR TRy ot
o2 p?
R

C?+D?°

+22 =172

wo wir fiir den Fall v/1 — 22
U2 y?
U2 +v?

; 20V
nehmen, also V1-¢e2= Gve
wird, und im Fall v/1 + &2
1/|U v 1/V U
L - v/ 22 (|L el
6—20‘/1 1U) nehmen, also 1+¢ 2(‘11 +’VD.
Dabei sollen U und V positiv sein. Wir konnen «, 8,y durch die Potenzen o, 5™, 4™

ersetzen.
Aus

€=

(z+iy)(z —iy) = (1 - 2)(1 + z)
folgt, da, wenn z # +1 ist,
T+ 1y 14z
zry _lv: (14)

1-2z T -1y

bzw. .
zHiy 1-z
1+ziz—iy“a (19)

und wir erhalten zwei Geraden (bzw. Geradenscharen)

THiy = p(l-2)

v (1)
-1y = ;(1 + z)

iy = 1
und T 41y o(1+2) (14)

1
T—iy = ;(l—z).
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Wir erhalten

A +iBg 20D 207 (18)
AiBcre D T eIy D}
A —1iB, 20D, B _1_ QD;Z (19)
A +iB CF+D}  pCP+D?’
wobei A +iB D
I e Rk
— = 20
PE ARG (20)
bzw.
A +1iB; 2CD; - . QD;A ,
A B CErDE ~ 'CFy D? (15")
A —-iB 20D 1 20} (6')
A +iB C;+ D}~ o C}+D}’
Dabei ist A +iB G
L+ 1B Oy
= 17
7= A =B, Dy )
wo [ alle ganzen Zahlen durchlauft.
Gehen wir in (1) zu homogenen Koordinaten
X Y Z
= y== = = 21
T=L, Y=F. 2= (21)
iiber, also
X2+ 422 =12, (22)
Schneiden wir mit der Ebene T' = 0, so erhalten wir
X24v242%=0. (23)
Die allgemeine Losung in ganzen Gauflschen Zahlen ist
X =pla? =), Y =p2B, Z=ipla®-p). (24)

Wir kénnen jedem Punkt r = (z,y,z) auf der Sphére cin Dreibein (e, ez, €3) zu-
ordnen, wo eg = r ist:

A? - B* 2CD 2AB 2D  C?-D?
= <A2+B‘102+DZ’A2+BZC'Z+D2'ECZ+D2>
-2AB A? - B?
(7{2‘:‘7}? ezl 0 )
. (A!-BZC%D'Z 24B_C*-D* ...201))
P\ ABCII DT AL By D P D2

Ersetzen wir A, B durch Ag, By und C, D durch C), D;, so bezeichnen wir die ent-
sprechendern, Einheitsvektoren e; mit e;(k,!) fir j = 1,2,3.

Die Vektoren bilden ein normiertes orthogonales Dreibein in den Punk-
ten r(k, ) der Sphare. eq(k,l), ex(k, 1) sind Tangentenvektoren im Punkte r(k.l) =
e3(k, 1), welche die zugehorigen Normalen sind.

Jeder Vektor a im R? 14t sich in der Form

&rei(k, 1) + aea(k, 1) + Ezes(k, 1)
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darstellen, wobei die Komponenten £1£2€3 von ey(k, 1), ez2(k, 1), e3(k,!) abhingen.
Es wird

& =aej .
Eine Drehung des Zweibeins ey (k,!),ea(k,l) in der Tangentialebene der Sphire
aufgespannt vom Zweibein gegeben durch eine Gaufische Zahl ag = Uy + iVi
bezeichnen wir mit Dy;. Wir haben dann ein neues Zweibein ej(k, ) fiir j = 1,2

' u-v? 2uy

€| _ Py e S €1

et | 2uv u?—y? ’
2

TWre? wTer | L€2

|
so fithren wir die Zeit ¢ in die Tangentialebene eir

S1-116°3 16:311

3 (3 +
t bzw. t’ ist die Ortszeit mit den Indizes t(k, (), es(k,{).
Es miissen nicht alle ay; verschieden sein, sie konnen sogar alle gleich sein.
Nehmen wir eine Potenz r von a(k, (), so schreiben wir Df;.
So kénnen wir auf der Sphire Geometrie betreiben. Betrachten wir z.B. die
Punkte

wo wir die Buchstaben k,! weggelassen haben.
Wahlen wir die Lorentztransformation
Liu | v}y 1(u
FYE3 + = 272
L1ty i
2

2 \v u

@
& leg e
——

glegte
elez|e

A -B? 2CD  2AxBxy 20D C?-D?
A? + B} C?2+ D?' A7 + B C? + D?' C? + D?
fiir k =1,...,s, so haben wir s Punkte auf der Kurve

20D . 20D C?* - D?
[C“S teryprtttor D or D2]
Bemerkung:?
Fiir die Legendreschen Polynome Py(cos) gilt nach Laplace die Darstellung
Pg(cos ) = 71—r /D"(cosﬂszsinﬂcosw)sdcp
= /Ol(cosﬂ + isind cos ) dy (1)
und fiir die zugeordneten Legendreschen Polynome
P!(cos®d) = Cy it /0‘ (cos ¥ + isin¥ cos )* cos tpdp (2)
(i = v/=1) mit .
Cu = 238 ®)

3vgl. noch S. 67, 68.
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Fiir t = 0 erhalten wir die Darstellung (1). Es sei nun o = A + iB eine ganze
saufische Zahl. Wenden wir die Methode der Gleichverteilung an, so erhalten wir

N . ; ;
Pl(cos9) = Cy i"% ; (cosﬂ + isinﬁ——ﬁg ; g;) ———:;: :r gg + Fy, (4)
wobei der Fehler
1] < 0 B2 B (®)
Fiir t = 0 ist Ajg = A;, Byo = By und Cyo = s.
Wenden wir dies auf dic Reihe (0 <7 < 1)
I S i r* Pg(cos 1) (6)
T dredin %

an, so erhalten wir eine geometrische Reihe und es wird

)8

1
V1 —=2rcosd + 12

2~
M=

(r (cos® + isindu))’ + Fy

1=0 s=0
N
1 1
Y - r(cos ¥ + i sin ¥)u; +h, ™
. Al-B}
wobei v; = Z?TEJF und
lgVAZ B2 & IgVAZ B2 1
h| < 10— st < 102" .
v|F2| <1020 gosr < 0 — (8)
Die Kugelfunktionen lauten bekanntlich
Yo(#,9) = Co+ Y_ (Cf coslip + C{'sin 9)) P (cos ) , (9)

t=1

wo C/, C[' beliebige Konstante sind. Wir setzen jetzt fiir die P, die Formeln (4) und
(5) ein. Wir kénnen noch weitergehen und fiir die trigonometrischen Funktionen
von ¥ und @) weitere pythagoriische Tripel mit ganzen Gaufischen Zahlen g =
C +1iD,y = U + iV sctzen.

Anhang 1 zu §1. Modell der projektiven Ebene

Ist z2 + y? + 22 = 1, dann nehmen wir

X=2?-y? Y=ay Z=2zz, T=yz,
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baw. 402 D? ((A2 - B2 — 4A2BZ)
Xo= d-v =" e
(A? + B})%(CE + D})?
v, . _ B(A% - B%)A[B,C?Dlz
S R R %
g a. oA B DHOD,
Lo (A7 ¥ BY)2(CZ + D?)?
4A; B C} - D}
i = ey B DUG 0)

T BYRACI DR
I durchlauft alle ganzen Zahlen.

nalen Raum, S. 300.

41

Als Literatur siehe [HILO1}, Anhang: Projektive Geometrie im vierdimensio-

Wir konnen mit Hilfe der Gaufischen Zahlen ¢ = A +iB, 7 =

C +iD noch
weitere Punkte auf der Sphire gewinnen, wenn wir auch die Norm

N(o) = A+ B%,

N(r) = C? 4+ D2
neben den Quotienten

Qi
i
®,
3
€

imip

Rl ]
1l
®

berechnen. Wir setzen

z+iy = AN(@N(@)-ZZ = (or)?
z 2((N(0))* = (N(r))*) -
Wir setzen weiters 7 = (z,y,

z). Es ist

= Va2 =2((N(0)) + (N(r)?)
Va2 +y?2 = AN(o)N(7)
cos s

"
) Va2 +y?
sing = ——— .

r|
i tzen .
Wir se gro _ 9T _ Tty
57 Ji2iyr
Es ist
iy iy Pyt 9
0 ~~—TZ+yz-———-—-‘T\ =€ sing ,
also

T Vsind
T = cosmiysin
ir|
¥

=i sinTsind .

(10)

@11
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Fiir den Fall 7 = 1,0 = A+ 4B ist

- A% - B? 4 2iAB g
7 A2 4 B2 C
No)= A+ B, V@i =4(4 4 BY) |

=2((42+B%)" - 1), = (424 B2 +1)

2((A% + B - 1)

cost) = L sing = —M R
(A2 + B2)2 41 (A2 4 B2)2 417
v MA+BY AI-B y _ 4A’+BY) 24B
[rl (A2 4+ B?)2 + 1A%+ BY Irl ~ (A2+B2)2+1A42+B?°
Setzt man
€rin = T + iy THiy  Vai 4R
Va? +y? 4 22 \/12+y2 V2 +y? + 22
B . . g
¢ = Vit + 22 J2+ g Ryt
so wird
JETE - P +y? _ 2N(o)N(r)
Vet b2 (N©) + (N(n)
- 2 (Vo) - N*(7) (12)
I (N@)* + (N()*
Es wird

Ern+=1.
Wir setzen nun mit 0 < 9 <7
¢ =cosd, VE2 +n? =sind . (13)
Wir konnen dies kurz zusammenfassen, wenn wir die Gauischen Zahlen

! N(o) +iN(r) und ‘m—ji%%%

cinsetzen.
Es ist
N(@)+iN(r) _ (N(9))’ = (N(r))* | _2N(9)N(r)
N(o) =iN(r) — (N(0))2+(N(1))? * N%(o) + N*()
- 2y vﬂ+y. (14)
: LAY
Ersetzen wir o und 7 durch o, 7! mit [ = 1,2,3, ..., so wird
N(d") = N(@)', N (7Y = N(1)!

und bilden wir

N (a") +iN (r') = N(o)! +iN(r)'
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so kommen wir zu den Punkten

1= (zi,y,2)
wo
@+ iy »-4( (o)N(7 %;)1 2 =2 ((N(o)? ~ N4y,
[ril = (N(0))* + (N(7))* ,\Jaf + L/f =4(N(@)N(7))", (10%)
g+ i =2 * G = =7 = cosd @ar)
7l l |

und zu den GauBschen Zahlen
(N(@)' +i(N(r))!

|71| geht gegen unendlich und es ist

G+m+¢=1
fiir { = 1,2,3,.... Wir haben also unendlich viele Punkte auf der Einheitsspére.
Wir betrachten im néchsten Beispiel die Punkte
P: z = é+g —AQ‘hgz cos @
‘ B A A2 ¥ B?|
- B?| |
y = t A2 TgE|sne (15)
!A B 2AB s e -
z = T kwz P=(ye),
bzw.
= g + 2 Cz—_D?_ c
= \pTe||lerr Rt
C  D||C?-D?
! —_ — — PRE——— ’
Vo= D+Ci crypr| MY as)
¢ D 20D
PV S (o
D+C oDt kurz 7= (2',y',2') .

Wir wollen nun die Entfernung der Punkte

PP = d(PP) = 177 Tveony = & @ T )

berechnen. Es ist

w2_|A B A?-B?z-(_.l Feint ) + 24B \’ __A+§2
Sl al \\eyp) eI ipyE) )T BT A
Es ist also
r=|4_.8 bz gD
= B A wW. = D C .
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Wir benétigen jetzt

) ., 14 Bllc D
rrfcosy = xz’ 4 yy + zz :;E+Z }-5+6 cosy
A B||C D|fA* B:c?-D? 4ABCD«
“IBt4llpte (A2+BZCQ+D2+(A2+Bz)(CZ+D2))
- 1~/chﬂ((thﬂ?) (C? - D?) + 4ABCD)
Al BN\ /|¢| |D ABCD
(51120 (5]~ 8] + sazen=

wo £ = +1 ist. Wir setzen nun voraus, daf

il—}—q—g ositiv ist
ABcp] P :
Wir erhalten also
2 2 |
ppto|ALB[ €. D A,E(Elﬁﬁ‘zl
PPE=15+7| Y|pte| 2 B! )\A 5 |alt
Nun ist
4 B[, |c DI AP IBE jCff IDE
B al "iptel TiB Al T\pl T :
Wir erhalten also
2 AP |B]* |c” ., |p)? Al |B c| |p
L R R < R (- R IR ()
— (IAZEBY L (1C] - 121Y -2 él_’E cl_|p
- \UB] |4 D| |C B|A'D’c'
Es wird also
: 2
e (1A 21BN Z(1€] |2
‘”"*((13’ 1) -(5-12) -
dann ist
— |lA] |D Bl |C
2 =1} pe— — —] — -
]PP)~‘|B +G (A1+ DD (16)

Wir kénnen cos¢, sing noch ganz beliebig annehmen. Weiters nehmen wir eine
ganze GauBsche Zahl U + iV und erhalten

ey v
COSY = T SINY = T -
Dann sind 7 und 7 rationale Punkte und die Entfernungen
— |A B == |C D
OP“E-FZI und OP—B-FE‘

rationale Zahlen.
Wenn ’ﬁggg‘ < 0, so erhdlt man mit ¢ = -1 wieder (16)
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Gehen wir noch einmal auf die Punkte P und P’ zuriick. Es wird fiir P

i i+§_ A_Z_Bz,'v
T B A|m B¢
; A  B|(A*-B?
[t 3= |2 L2
d eAy=gt Al(A2+B2> (10")
_ |4, B| 28
z B A TR
also
A B
=Vt tal= S+ =
TEVE Y ‘B+Al‘
analog fiir P’
C D|C*-D? ;
ey = (S P ‘o
T +1y ‘D+C_—CZ+DZC
, _ lc D| 2D
z = B+El—~—c2+Dz (10")
, ¢ D
o= 5+l
Wir setzen nun
AzA 2 ] :
%‘?—B}-ﬁ:sinﬂ, m%g:cosﬂ, M:sim?e”’
und
2_D2 2
g—zm = cos? , E%% =sin?’ .
Wir setzen noch 7 = (z,y,2), ¥ = (z',y', 2'). Es wird die Entfernung d der Punkte
PP

- - (58
Es ist also

fiir e = +1 cosy = cos cos®' + sin¥sin®’ = cos(® — ')
und fire = -1 cosy = cos(d + ') .

Es wird dann

T\
;;) Py (cosv)

fitr 1 < r' baw.

1 1 M\
S () e,
n=0
fiir r > 1’, wobei
A B , _|C D
T= B+A¥ T—-—\—E'FE
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Wir betrachten nun s Punkte Py, ..., P, mit

o biy, = |4 Bi - 5]
zjtwy; = B, "4 A2 . Bzelv’
A;  Bj| 24,B;
2z = '—~+-——-—2—. (17)
B;  Aj| A3+ B
Es ist fiir 7 # &
l_z ~ _: ~<ﬂ + &l)
BJ A; By Ax |
A |Bk By Ay
g = = 1
[(B |Ak) <AJ By 18
und es ist, fiir alle j
d(OP;) = A] + -l-gi
4;
Wir nehmen zu den A; und B fiir j = 1, ..., s eine weitere Gaufische Zahl U + 1V
hinzu und setzen Uriv
+1
g o (19)

Alle diese Punkte haben dann rationale Koordinaten und rationale Absténde.
Wir wollen noch zeigen, daB stets
cl_|b
cl

Al |B {

3131715

wenn die zugrundegelegten Gaufischen Zahlen
a=A+iB und G=C+iD

Primzahlen sind.
Man sieht sofort, daf

LA BY_A*-B  (o®+3&
2\B A)  24B ~ \a’-a?

ist. Das gleiche gilt fiir -
C D (PiF
D Cc \p-p)

Wire nun z.B. % >0, % > 0, so wiire
A B ¢ D
B A" (D c) *)
wo i = +1 ist. Nehmen wir n = 1, so wire
g% = 23 .
Wihlt man n = —1, so wire
o?B? = a2 .

Das ist aber nicht méglich, da in Z(:) die ZEP gilt, d.h. die Zerlegung einer ganzen
Zahl - abgesehen von den Einheiten - in Z(<) in Primzahlen ist eindeutig.
Natiirlich sind auch alle 7 # 0.
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Wﬁre%>0‘ %<O, S0 wiire
A B D C
B A C D

bzw. wenn f‘B— <0, % > 0, so wire
A B_C D

B A D C°
So kommen wir wieder auf (x) zuriick.

Es ist d(PP') > |ABICD|, wenn P # P’ also a # 3 mit «, 3 prim.

Wir setzen nun voraus, daf in unserem System von s Punkten r4,...,7, (und
dem Nullpunkt o) die zugehorigen GauBischen Zahlen o Primzahlen sind, (die
natiirlich voneinander verschieden sind). Wir bringen nun in unser System Be-
wegung, indem wir alle ay,...,a, durch of,..., o} ersetzen, wobei | alle ganzen
Zahlen durchlduft und der Nullpunkt fest bleibt. Wir erhalten also Punkte

r}”,...‘ry).

Dabei werden auch die Abstédnde rgc) stets ungleich Null sein. Wir konnen ! als
Zeit und die Menge Z aller ganzen Zahlen als Zeitfolge ansehen, welche sowohl
Vergangenheit, Gegenwart (fiir | = 0) und Zukunft enthélt.

Wir kénnen die Punkte noch mit ,Masse* my, ..., m, versehen, welche bei der
Bewegung fest bleiben, wobei diese m; rationale Zahlen sind (wir konnten auch
noch Geschwindigkeiten v; einfithren und relativistisch arbeiten).

Wir kénnten weiters Anziehungen durch

Ko = mimg o m;My
k= TE W= Ty
Tik i

angeben, allgemeiner z.B. den Ansatz machen

mimy 1
Kix =Ci—5— +Ca—5,
Tik Tik

(also ,,Stérungen* einfithren).
Wir kénnen den Nullpunkt als das Zentrums des Systems bezeichnen. Selbst-
verstindlich kénnen wir auch noch andere Annahmen fiir die K;; machen.
Wir kénnen die zugehérigen Kriifte K, durch die Vektoren
B MMy T3 — Tk
Kig = —3— ———
Tik Tik
einfithren. Es wird dann
\sz

= K .
Wir setzen noch
Mk
Vi=y =,
pe rik
wobei k alle Zahlen von 1 bis s durchlduft, i ausgenommen, und als Energie

S
mimy
E = E e g m;V; .
T -
i=1

izk |k
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Betrachten wir das System zur Zeit /, so hingen wir den Index [ an, also z.B. 7
durch 7"!,?, Kz(,i)? E® ersetzen. Das System bricht nie zusammen, da die Abstinde
nie Null sind. Es kann passieren, daf E() = E bleibt.

Ein weiteres Beispiel bildet das Yukawa-Potential

L 1 kr\ "
“e baw, = (1-=)
re HZW r( 17

wobei L grof und & = # eine Konstante ist.

Anhang 2 zu §1.
Wir kénnen den GauBischen Zahlen o0 = A +iB, 7 =C + iD

o A+iB _ i) T_C+ iD emiY
s A-iB ¢ FTCc-iD

und ganzen rationalen Zahlen !, m cin Spinprodukt

onlyram  sonm el
l~' O =z = B e =
tmar=(2) ()"~ (5)" ()
zuordnen. In ¥ und 7 geschrieben
[lym, 0, 7) = emitmy) _ omitmd+l)
Wir sehen sofort, wenn wir o und 7 festlassen und kurz (I, m] schreiben, da8
[tym] = —[m,1] .
Berechnen wir die Norm von [[,m], so ist
|[l»m”2 _ ’1 _ rilm=0)(9-7) 2 ,
also gleich
2(1 = cos(m = 1)(? - 7)) . (*)
Nun ist, wenn wir k = m — | setzen,

cos k(1 — ) = cos ki cos kv + sin kv sin kv |

also gleich
A} - B CE - D} N 2AkBy  2Cy Dy
A2 +BICI+ D} A2+ BICI+D?’

Setzen wir in () ein, so erhalten wir

[Lmlf? = 4M .
(A7 + B)(C + DY)

§2. Wir konnen mit Hilfe von §1 (10) auch die Linienkoordinaten von Pliicker
in rationalen Zahlen erhalten: Wir nehinen jetzt zwei geeignete Paare von Primzah-
len (p1,p2) und (p3,ps) mit den zugehorigen GauBschen Primzahlen (7y, 72) und
(73, p4), wobei die ; von der Gestalt

;= A; +iB; fiir j ungerade
mj = Cj +iD; fiir j gerade

‘sind. Wir bilden uns dann zwei Vektoren 7y fir j =1,2.
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Esist |r;|2 = 1 und das skalare Produkt r;rx, wenn j # k ist, stets dem Betrage
nach hochstens 1.
Wir bilden uns die Vektoren

1
U= —=(r +712), T=—(r1—12). 1
\/5( 1+72) 501 2) 1
Es ist L
i = 5 (- r§) =0. (2)
W =141, vi=1-rrp. (3)
Die Komponenten von \/517 bezeichnen wir mit
Po1, Poz, Po3 (4)
und jene von /2 mit
D12, P13, P23 - (5)

Wir definieren die p; fiir die iibrigen Zahlenpaare (ik), wo i, k Zahlen von 0 bis 4
sind, durch die Forderung
Pik = —Pki - (6)
Es sind also die p;; stets gleich Null.
Es gilt nach (2) die Pliickersche Gleichung

P = poi1P23 + pozpst + poaprz = 0;. (7)
Wir kénnen nun Punkte bzw. Ebenen definieren. Ist z.B. po1 # 0, dann ist

0 po | _ 2
pww 0 = P1oPor = Pot

0 poa | _ _

Po Pz = P1oPo2 = Po1Po2

g

poz Pz L =~ (pozpa1 + po3p12) = Po1pas -

Poz P13

Es sind also (p10,0,p12,p13) und (0, po1, poz, po3) Punkte, deren Verbindungsge-
rade g die pix als Pliickersche Koordinaten besitzt. Nimmt man wieder unsere
A1, By, Cy, Dy, so erhalten wir die zugehérigen Geraden, deren Pliickersche Koor-
dinaten p, rationale Zahlen sind. Will man die zugehorigen Ebenen bestimmen,
die durch die Geraden hindurchgehen, so nimmt man (wir lassen den Index | weg)
die dreizeiligen Unterdeterminanten von

0 0 1 0 0 0 0 1
0 po1 poz Po3 und 0 po1 po2 po3
pio 0 pi2 P13 pio 0 piz pig

Die zugehorigen Ebenen lauten
p3161 + posa — por&o = 0
und
P12€1 + p2082 + po1ds =0
und ihre Schnittgerade hat wieder die Pliickerschen Koordinaten p;x, wenn wieder
po1 # 0 ist.
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Die zugehorige Gerade bezeichnen wir dann mit [ry, 7). Jedem solchen Paar ist
also eine Gerade zugeordnet. Haben wir zwei solche Paare [ry,ro] und [rf,75] und
ist 7y = r{, so nennt man sie nach Clifford links parallel, ist ro = 74 rechtsparallel.

Jetzt gehen wir den Weg umgekehrt: Es seien zwei Punkte

™ = (T1,91,21) , 7 = (T2,Y2, 22)
gegeben (die Koordinaten seien z.B. rationale Zahlen) und bilden nach Pliicker
75 — 77 und das Vektorprodukt 7 x 7, dann ist
(Fy — 71) (71 X 7a) = Det(Fy — 71,71, 7%) = 0.

Wir setzen

Por = T2 — X1, Po2 = Y2 — Y1, Po3 = 22 — 21

P12 = Z1Y2 — T2Y1, P13 = X122 — X221, P23 = Y223 — Y322,
dann gilt wieder (7), wenn wir noch verlangen, dal pix = —py, ist, wir setzen z.B.
P31 = —3.

Ein schones Beispiel ist in §1 (11),(11’) zu finden. Wir geben den einfachsten
Fall hier an

il

7 (4(A% — B?),8AB,2((A% + B)? - 1))
7 = (4(C*~ D%,8CD,2((C* + D?)? - 1)) .
Ein anderes Beispiel bilden die Geraden des einschaligen Drehhyperboloids
z? + y2 —22=1
mit
r=a+bt, y=at-b, z=1t,

wobel
A? - p? 2AB

‘T b=

also a? + b% = 1 ist.
‘Wir nehmen z.B. £ = 0 bzw. £ = 1 und erhalten die Punkte

7= (a,~b,0), 7= (a+ba—b1).

Sophus Lie hat gezeigt, daB es auch interessant ist, komplexe Lésungen von (7) zu
betrachten.

Nehimen wir alle Sphiren von der Gestalt (vgl. z.B. [HLAO5])
a(y? +y5 +¥3) + 2(b1yr + baya + baya)yo + ey =0,
(dabei beniitzen wir die homogenen Koordinaten (yo, y1, Y2, ¥3)), wobei
b? + b2 + b2 —ac>0 (%)
sein muff. Wir setzen die linke Seite in (%) gleich p? und losen die Gleichung

b3 + b2 + b3 — ac = p?
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folgendermafien (die berithmte Lie’sche Sphéren-Geradentransformation)

po1 = by +iby,  p23=by—iby,
Poz =bz+p, par=by—p,
Po3 = a, P12 = —C.

Wir erhalten so die folgende Parameterdarstellung fiir die b;
2by = por +paz,  2iby = po1 — p23
2b3 = poz + pa1 2p = poz2 — Pn
a = po3 , ¢==pz,
wobei nicht alle p reell sind.
Wir kénnen aber auch eine reelle Parameterdarstellung von (x) finden. Wir
setzen
a=u+v, c=u—v.
Wir wihlen p und u so, daB p? + u? = 1 ist und nehmen eine geeignete GauBische
Primzahl 7 = U + 1V, so da§

_uev: o v
PErryvee YT rEgve

ist. Dann haben wir die Gleichung
b2+ b3+vd =1
im Rationalen zu 16sen. In §4 werden wir die Gleichung
A*+ B2+ C? 4 D=1
ausfithrlich behandeln. Wihlen wir dort angefiihrten rationalen Werte A, B,C, D
fiir by,bo. by, v, so erhalten wir eine rationale Parameterdarstellung fiir by, b2, b3, a

und c.
Wir konnen mit Hilfe der A, B, C, D die b; folgendermaBen darstellen

by = LAp
by, = LBp
by = LCp
v = LDp
u = Mp,

dann ist
bS48 0 —u? = (L2 - M?)p? = p?.
Wir setzen
a = u—-v
¢ = u+tv

und erhalten
b%%—bg—%’b%’ac:: 2.
Bemerkung. Es gibt auch andere Einheitsvektoren, die nicht von der Gestalt
(1) sind, sondern z.B.

(p(cosT —sinT), p(cos T + sin7),0) ,
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WC)
2p® fa? =1
ist.
Beispiel: p = |, a = |, dann sind
_C-1*_ e 2CD
COS T _ 2 + #2 c2,£2 > SmT v 2 +p2 e

§3. Wir konnen auch sphérische Trigonometrie betreiben:* Wir nehmen jetzt
die Paare von Primzahlen {puP2)<> (P3yP4,), {P5,pe) mit den gleichen Eigenschafteri
wie vorher, also Wj — Aj + iB;, wenn j ungerade, und gleich Cj + iDj, wenn j
gerade ist,

Wir habenjetzt drei Vektorenfi, r*2, r, aus §1 (10) und nehmen ihre Endpunkte
als Punkte des sphdrischen Dreiecks mit den Seiten a,b,c und den Winkeln a, /3,7,
wobei

2?~3 =cosa, r,ri =cos6, r\T2 — cosc
und die Winkel des Vektorenpaares
(r, x T\\T\ xr,), (r,xr,,?", xr,)und (r, X ?*,r, x n)

mita. /?, 7.
Es ist z.B.

(ri x T2)(r3 xri) = (n"X"n) -r’ x r,rs = cosccosft — cosa .
Wir beachten noch, dafi

"2 x "} — sind, |r, xr,j —sin6, |r, x n| = sine .

Wir erhalten

cos ¢ cos b — cos a = — sin ¢ sin 6 cos a ,
also

€0s @ — cos ¢ cos b + sin ¢ sin 6 cos a .

Wir nehmen jetzt (was wir 0.B.d.A. annehmen konnen, indem wir eine passende
Drehung vornehmen)

o= (0,0,1)

- _  f 2°.B, C - £7 2A4ffs 2CD A%-Bj\
TEEEVA 4 AP CE 4 P A3+ EBCT 4+ AP A3 4 AF

“vgl. z.B. [TASO1].
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A3 — B3 24,B

osa = FiFy = L 283
cosa = 717y ET B Sma*m
A} - B 24;B

cosb =1y = sin b = —o373
s A3+ B3 sinb = A%+ B2

2A3By 24385 c? - D1+A%~B§A§- :
AﬂBmuB?cuDZ A+ B} A% + D3

CoSC = ToT3 =

+ cosacosh

2
= sinasin b -D
C2 4

D2
2

1 X Ty = [0- A—ALBZ_()
2+B§

L 24,B: 2 _ 2

Ty XT3 = [2 22 ?CD ,—m2;43B32,———C. D,O

Az + BQCZ—FBZ A2+ B? C?+B?

2

Ty XT3 = iﬁ%?z,x+s‘ zgl[)i

242B; A2_B2 o2_p?
A3+ B; ATy B: CTBY

24,8,
rixry o= |0, *m‘gg,ll]
Ao = [ 242B; 20D 243B; C* - D? 0
L A3+BjCT{ B AL+ By C?+ BY

I [_ A} —B? 24,B; 24,B; 243B; 2CD
T | A+ Bl AT+ B AZ+BIAZ+BICT 1B
2428y A2 - B2C? - D?
4 +B§Z?+_B§C’*’+B2]

(F3 X F1)(F; x /) = cosa
(71 XF)(F2><1‘) = cosf3
(F2 X 73)(Fy x 7)) = cosy.

§4. Wir wollen uns jetzt der Losbarkeit der Gleichung
AP+ B2y D=1 (1)

in rationalen Zahlen zuwenden (Es ist nicht meine Absicht, alle Lésungen zu finden).
Wir setzen noch

a = A+iB (2

B = C+iD, @)
dann schreibt sich die Gleichung in der Form

aa+pB=laf’ + |8 =1. 3)
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Wir nehmen drei geeignete Primzahlen p, p2, p3 mit den zugehérigen Gaufischen
Primzahlen 7; = A; +iB;, j = 1,2,3. Die zugehorigen pythagoridischen Zahlen
sind

plmy) = Xy +1iY5 .

Dann sei

X3 p(mima) (4)
§ = a= Xap(Mim). (5)
Weiters sei
B = iY3p(fims) , (6)
dann setzen wir
v =—f=iYsp(m#s) . (M
Es ist dann die Determinante
* B l=as—py—laP 18R = X3+ ¥3 1. )

Nchmen wir wieder ganze Zahlen Iy, {2, 3, dann kénnen wir statt den my, wo, 73 die
Potenzen 7r'1‘,7r‘2’,7r133 nehmen, am einfachsten (; = [y = l3.

Die zugehorigen Losungen bezeichnen wir dann mit oy, 8, v, ;.

Wir zerlegen (es geniigt | = 1 zu betrachten,) zuniichst « in Real- und Ima-
ginérteil

a=A+iB = Xa(Xy +iY1)(Xa +iYa) | ©)
dann ist
A = (X1iXy - Y1Y2)X3 (10)
B = (XiY2 - XoY1)Xy . (10")

Natiirlich ist § = A — iB.
Jetzt machen wir dasselbe mit 4 bzw. +, wir zerlegen in Real- und Imaginérteil

] v =Y3(X1 +iV)(X2 —iYa) (11)
mit
C = Y3(Xi1Xy+V1Y2) (12)
D = Yi(Y1 X2~ YaXy). (12')
Es ist natiirlich
AP B+ O+ D? = (XT + VD) (G + V) (X + V) = 1. (13)
Es ist

pmy) = cosp; + ising; = e
Es ist also
o= Xy eilerten) v=Ys etlpr-p2) (14)
Wir setzen noch
' V=203, p=2p1, =2, (15)
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Wir betrachten die Abbildung

(A+iB)z+ C +1iD
vE) = CETiDs T ASiB (16)
wobei also
A*4+B*+C*+D* =1
ist. Wir betrachten zuerst die Fixpunkte z1, z2 dieser Abbildung, also die Wurzeln
der quadratischen Gleichung

w(z) =z,
explizit
(~C +iD)z? ~ 2iBz — (C +1iD) = 0. (17)
Die Losung lautet
iB +/—(B?+ C? + D?)
ST as)
Da
B*+C*+ D* =1~ A
ist, so erhalten wir
o = i(B — V1 — A?)
! “CyiD (19)
i VI AZ
o = i(B+ :VDA ) ) 19
Wir bilden uns nun das Doppelverhéltnis
w(z) —z1 (2~ 22)
V (21, zayw, ) = ot L 32T 22
DV (21, z9;w, 2) o) —m G (20)
Es ist nun
w(z) —z1 _ w(z) = wlz1)
w(z) —zp  w(z) —w(zy)
Wir erhalten also durch Einsetzen in (16) fiir (20)
_(-C+iD)zp + A-iB
bv = (-C+iD)z1 + A—iB "’ @)
Setzen wir fiir z; und z, ein, so erhalten wir
A+iV1 - A?
DV (a1, 23;,7) = "o (22)
A -1/l - A2
Wir erhalten dann die Gleichung
w — 23 =eﬂ,z~z; (23)
w - 2 z—2
oder :
LTI
w - 2z z— 2
wo wir fiir
A+iv1-A2 (24)

Aiwi-x ¢
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gesetzt haben. Machen wir die Substitution

w — zy z— 21
w'(z) = - s 2 = R
w — 2z z— 2
so erhalten wir
W= et

Es liegt also eine Drehung um den Winkel ¥ vor.

(24)

(25)

Es gibt bekanntlich die stereographische Abbildung der Gaufischen Ebene auf

die Einheitssphire (Riemannsche Zahlenkugel) gegeben durch

zfiy:§-+—m
L+¢ 7
wo
P r?=1
ist und
2z 2y 11—zt —y?
Sl vy Rl pre- Bl T Eag
Setzen wir
w=X+1Y, z=z+1y,
so haben wir
) g+ &+
'w(z)~X+1Y71‘é. zAz+Ly41_"£,

so erhalten wir eine Abbildung der Sphére auf sich selber.
Setzen wir )
zl:fo*‘”lo RS G
L+G & —ino
Es ist

=,

21
denn aus (1) folgt
(B VIT=&) (B V1= AZ) = —(C +iD)(C —iD)
also ist
2y = 250 F U0
1-G
Die Gleichung (23) schreibt sich wie folgt, wenn wir (30) beniitzen
wozno_ w 2o

1+zw 1+ 52z

(26)

(27)

(28)

(29)

(29)

(30)

Die Punlkte (€0, 70,%0), (—€o, —70, —Co) bleiben also fest. Wir haben also eine Dre-
hung der Sphére in sich selbst, wobei die Verbindungslinie der beiden Fixpunkte

die Drehachse ist.

Wir nehmen wieder drei geeignete Primzahlen py, p2, p3. Die zugehorigen GauB-

schen Primzahlen seien

mo=u+iv, m=a+ib, m=c+id.
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Wir setzen zunichst

2 _ 2
u? - v
A=
u? 402’ @1
also wird
2uv
V1A% = . !
u? 4 v2 @)
Setzen wir A = cos g, dann wird v/1 — A? = sin %. Bs wird
A+ivl- A2 _ei?
A—iy1— A2 '

also ist ¥ der Drehwinkel der Drehung.
Die Gleichung &2 + n¢ + (2 = 1 erfiillen wir nach §1 (10), (10'), (10”) durch

& = a? - b 2cd
S e (32)
B 2ab  2cd ,
KLy (32)
CZ - dz "
= e— 32
¢ e (32)
Wir setzen jetzt
3 v
B = \/1 — A2({y = sin —2-C0 (33)
¥
C = V1- A% =sin 5 (34)
¥
D = —Vi-A%=-sinz&. (35)

Es ist also die Verbindungslinie der beiden Punkte N (&g, 70,¢o) und P(—&, —no,
—(o) die Drehachse. Wir setzen noch & = cosa, g = cos 3, = cos~.
Die Transformation lautet also
(cos g +1icosy) z + sin % (cos B + icosa)

w= . 36
sin%(cosﬂ-icosa)z+ (cos%—icos'y) (36)

Wir fithren das Quaternion ein

J
Q = ecos % + ¢'sin g ) (37)
wo
q = (cos a, cos 3, cosy) (38)

die Drehachse und % der halbe Drehwinkel sind.
Wir schreiben :

9
Q:ecosa+icoso-+jcosﬂ+kcos'y, (39)

(e,1, j, k) sind die Quaternioneneinheiten und es wird

Q= Ae—-Di+Cj+ Bk. (40)
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Wir konnen mit C. Stéphanos der Drehung bzw. dem Quaternion Q einen
Punkt des Raumes zuordnen mit den Koordinaten

~~A'44) '
wobei der Ortsvektor die Richtung der Drehachse ist und die Lange des Ortsvektors
|tg |j entspricht. Dabei ist # der Drehwinkel.
Die Drehung selbst lafit sich darstellen in der Form

(A, —D,C, B) sind seine ,,homogenen Koordinaten".
Die Schiebungen im R’ werden gegeben durch
r=0Ww, bzw. r — ",
wo rr’ Vektoren im R’ sind. v' = QrQ~' sind Drehungen im JR‘ Dabei seien
Qi>Q2pythagordische Quatemionen.

Wir nennen die Schiebungen bzw. Drehungen pythagordische Schiebungen bzw.
Drehungen im R’

Wir nennen ein Quaternion pythagordisch, wenn wir fiir 4, B, C, D die Formeln
(31),(32),(32),(32") einsetzen.

Wir werden wieder die Primzahlen /7J durch die Potenzen 7r ? ersetzen. Den
Buchstaben u, v, a, 6, ¢, d hdngen wir die entsprechenden Indizes 7/J2 und £3 an. Wir
werden dann das Vorzeichen e als £(ii,/2ita) schreiben. Man kann das Vorzeichen
beliebig wahlen. Wir konnen, wenn wir z.B. li — I, = 13 nehmen, eine gleichverteilte
Folge wéhlen bzw. erzwingen. Am einfachsten nimmt man eine weitere geeignete
Primzahl P4 mit dem zugehorigen TT4. Wir betrachten den zugehorigen Winkel a
definiert durch

«-=21.

Wir wissen, dafi die Folge (2a) gleichverteilt modulo 1 ist. Man nimmt ein Teilin-
tervall / = (Qp) mit 0 <p< 1, z.B. p— J, dannist et — 1 - 2x(I1&), wo x die
Indikatorfunktion von / ist, eine geeignete Folge vom Vorzeichen e(l). Wir werden
dies spatér in einer anderen Arbeit weiterverfolgen.

Bemerkung. Wir nennen die Formeln (30), (31), (31'), (31") die Formelreihe
I und (10), (10%, (11), (12), (12') die Formelreihe II.

Bei | wird der Vektor (B, C, D) eingefuhrt durch den Drehwinkel

(Ci?ho = t —=(B,C,D)
AW VB 4+ CP 4+ DX °
und A wird durch den Drehwinkel festgelegt. Es ist
B4 C*4 D?=1-A.

Bei der Formelreihe Il werden die Vektoren (A B) und (C, D) durch
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Dabei ist y/4° 4 B = cosp, y/C 4 D’ = sin p, wobei
cos’padsinp=A 4 BF4C 4D =1

Die Formelreihen gehoren also zu verschiedenen Winkeln, der Zusammenhang wird
durch Formeln der spharischen Trigonometrie gegeben, die wir nicht weiter hin-
schreiben wollen.

§5. Wir betrachten mit C.F. Gaufi ([GAUO1], S. 345-347) einen Wtirfel W mit
der Kantenldnge 1. Es sei O ein Eckpunkt des Wurfels. Wir legen ein kartesisches
Koordinatensystem S rnit O als Ursprung. Die Kanten, die von O ausgehen, deren
zugehorige Halbachsen, die wir als x-Achse, y-Achse und z-Achse nehmen, kénnen
wir als Einheitsvektoren ei, 62,63 auffassen, die aufeinander senkrecht stehen. Wir
konnen fiir j — 1,2,3 als Koordinaten dieser Vektoren ansetzen:

g — (cos  ay, cos  j3, cos 7)) s (1)

wo Qj, pj, jji die Winkel der ¢/ mit dem Koordinatenachsen sind. Wir nehmen jetzt
die xy-Ehene als Gaufische Zahléerebreree wmd fliir j = 1,2,3 als Gaufische Zahlen

Ui = cos Oj 4- \/—Isin/?j . 2)
Es ist die Summe
3
W\ 4 U7 4 i‘/f — ~D (cmzaJ ~eos2 +zumuja.nﬁ.j)
3=1
3 3 3
= > COS Cfj - V> COS* Pj 4 22 Vj COS Qj COS /3
i=i i=i I»l
- 1-1+0 = 0.

Wir betrachten die Gleichung
i/ 4 U\4-1/| =0 (3)

wieder als diophantische Gleichung in Z(z) und nehmen zwei geeignete Primzahlen
p\, P2 mit den Gaufjschen Primzahlen

m =44 4, Tr, = c +if>
und haben die Losungen

U, = T7ri-ir’A + iB? - (C 4 iD)?

i, - H)W+ ") =(-1)((A4i£)*-(Cai£>)?)
Cly = 2MTIm2 = 2(A 4 iB) - (C 4il5) «

Wir erhalten
TTITT? = A4-D*~~B~C* + 2i{A-B-C-D)
() (470 = (2AB4CD) +i{B + D*- A - Q) CR)

2ni7, « 2(AC - £D) 4 2i(AD 4 DC) .
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Wir erhalten den Vektor (cosvi,cos7yz,cos3) als Vektorprodukt der beiden
anderen Vektoren (cos ay, cos ag, cos ag), (cos B1,c0s B2, cos B3) in der Gestalt
1 p 5 .
x (2AC - BD),2(BC + AD),C? - D? - A* - B?) |
wo A = A? 4 B2+ C? 4+ D2 Wenn wir statt 71, 72 die Potenzen 74, 74 nehmen und
bei den A, B,C, D den Index | anbringen, so erhalten wir fiir die neun Kosinusse
als Drehmatrix .
1 afy “212 e
Dy = A aby 22 g3 | 4)
ay ahy afy
wo
Ay = A} + B} + C} + D} (5)
ist.
aby = A? + D} - B} ~C}, aly=2(AB —CD), daly=2(AC + B D)
app =B} + D} = A} —C}, ayy = 2(AB1~CiDy), by =2(BiC) ~ ADy)
ahy = Ct+ D} — A} - B, aly =2(A4C - DiBi), aly =2(AD+ BiCY) .
(6)
Dies ist die beriihmte Eulersche Formel. Bei uns sind die auftretenden Zahlen
A, B,C, D ganze Zahlen. R
Beziiglich des Zusammenhangs zwischen (6) und §4 (16) vergleiche [GROO01],
S. 254-256.
Wir kénnen die Matrix auch in folgender Weise schreiben

Af AB; AC 0 -C, B
(DP-A}-BE-CHE+2| BIA, B BC/ | +2D| C 0 -4
CA CB Cf ~-B, A 0

(E Einheitsmatrix).
Die Bedeutung dieser Darstellung ist wohlbekannt. Es ist die Darstellung einer
Drehung um die Achse

U -, 1
a(an by, ) = — (A, B, Cr) (8)
A2
i
und um den Drehwinkel ¥; mit
cosy = Zl—(Df B CY. ©)
!

Es ist

2D1/A? + B} + CF

A (10)
Wir fithren noch die halben Winkel ein und haben nun die Gleichungen

sind; = —

1+cosﬂ=2cos2g, 14c0519=2coszg<
v Dy L0 w/A? +B’,2 +CF

COS =~ = E—= , sin — = F———t— | 11
PRvve 2 VA ()
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Bilden wir uns das Quaternion nach §4 (15), so ist

9 .0
Q = - cos + d@sin 3 (12)
Q' = fcosg‘zising,

so 1aBt sich die Drehung in der Form
r=Q rQ (13)

schreiben.

Dabei sind die Ortsvektoren 7 und r’ als vektorielle Quaternionen zu schreiben

r=xi+yj+zk, analog /.

Wir nennen ) wie schon vorher in §4 das pythagoréische Quaternion, wo wir
fiir cos% und sin% die obigen Werte nehmen.

Wir behandeln noch ein anderes Thema mit dem Titel: Darstellungen der

Drehgruppe (Clebsch-Gordan-Reihe).
Es seien z1, 2 zwei (unbestimmte) Variable und n eine natiirliche Zahl. Wir

betrachten die n + 1 Potenzen

2 et ey, 2l
(Basis genannt) und eine Transformation (Drehung) (§4 (2), (2') und (16))

57

—ﬁ &

mit o« = A+ 1B, f=C + 1D und

la* + 18 =1.
Es ist -

e

die Transformation lautet dann
z
Y2 T2
Yy = axy — fBxg , Yo = fz1 +axy .
Wir bilden uns nun die Potenzen
IRV PO Vs

und erhalten eine Transformation

also explizit

n

Ui B "

n—1 ay @21 ... On n—1
Y1 Y2 ’ Ty Xy

: Gin G ... Gnn n

" 3

Y2 3

Wir bezeichnen die Matrix mit w(™).
Fiihren wir dies fiir n = 2 vor, so haben wir

¥ = (Gzy — Br2)? = a2%2? — 26P11Ta + B2
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zu bilden und analog

yive = (ax1 - Br2)(Bx1 + axa) = &Bs3 + (a& — AB)z122 — afiT]
ys = (Bar + awy)? = faf + 2083123 + 0’2 .
Wir haben also

2 2

Y1 N N = T Ty

Yiy2 a? ap '32_ T2

) = | -2a8 aa- P06 2ap .

- e ~ap o? |

[ i o}

Nimmt man statt (2%, z122,23) die sogenannte Spinorbasis

.2 .2
z]+2
2 2 L1 2 5.
Ty~ T3, =, 2T129

so erhélt man als transformierte Matrix genau die Matrix (6) von Euler in den
Formeln (3'), (3”) haben wir statt den Variablen xy,z; die Zahlen my, m,.

Wir betrachten jetzt nur solche Transformationen w, die durch pythagoriische
Tripel erzeugt werden (wie in §4 (4)-(7)). Wir nennen die zugehérige Matrix w(™
eine pythagoriische Matrix, deren Elemente ganzzahlig sind. Damit haben wir die
Eulersche Drehformel in die Theorie eingeordnet.

Die Physiker setzen n = 2! mit [ = 1,8 .

Als Literatur sieche [WEY01], S. 113, [WAE01}, S. 58 und [STI01], S. 81 und
99.

Wir setzen nun

§=(A,B,C.D)
und bilden uns die sogenannte KS-Matrix
A -B -C D
B A -D -C
o=1c b 4 B
D -C B -A

Wir kéngen nun die Spalten dieser Matrix als Vektoren der Sphére S® auffassen,
wir bezeichnen sie mit §; = §, 8, 84, §4.
Es gilt dann
[ A2-B%2-C?+D?
2Nz 2(AB — CD)
LsE) = 2(AC + BD)
0
2(AB + CD)
- - B? - A? + D? - C?
LE(=5) = 2(BC - AD)
0

e

2(AC ~ BD)
= . 2(BC + AD
LE(=8) = | oo +(D2 A2 ,) B2

0
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und

LG = |

1

Behalten wir nun in den ersten drei Vektoren die ersten drei Zeilen bei, — die letzte
Zeile ist ja 0, so sind sie von der Linge 1. Sie sind die Ortsvektoren der S2. Wir
haben also eine sogenannte H.-Hopf-Abbildung der S auf die S2. Reihen wir die
gekiirzten Vektoren aneinander, dann erhalten wir eine quadratische Matrix mit
drei Zeilen und drei Spalten. Man bezeichnet sie als die Cailey-Matrix C(s). Eine
solche Matrix haben wir schon als Drehmatrix gesehen (vgl. §5 (6)). A, B, C. D sind
jetzt rationale Zahlen (vgl. dazu [STIO1)).

§6. Wir wollen die Drehungen mit Hilfe der Eulerschen Winkel beschreiben
und zwar als Produkt von drei Drehungen, einer Drehung D; um die z-Achse,
einer Drehung Dy um die y-Achse und einer Drehung D3 um die neue z-Achse.

Wir nehmen nun drei geeignete Primzahlen pi,p2,p3 mit den zugehdrigen
Gaufischen Primzahlen 7; = A; + /=1B; fiir j = 1,2,3. Wir nehmen die zu-
gehorigen

A? - B? 24,B
Xj(m) = —7p > Yilm) =54,
AT 1B A8
dann ist
X, 5 0 1 0 0 Xs Y3 0O
D=DD;D3=| -1 X; 0 0 X, Y -Y; X3 0| . (1)
0 0 1 0 Y2 Xo 0 0 1

Beniitzen wir die Potenzen w‘l‘ . né’, 71&3, wo [y, l2,l3 ganze Zahlen sind, so haben wir

eine Drehung
Dyt = D DE DY (2)
Diese Drehungen konnten auch fiir Roboter verwendet werden. Da die Drehwinkel
alle irrational sind, sogar linear unabhingig, so konnen gefihrliche Orter nicht cin-
treten. Man braucht fiir diese Anwendungen natiirlich mehrere Drehungen Dy, 1,1,
(vgl. zur Theorie der Roboter das Buch [DES01]).
Die Drehung lautet

I/} I
Z=|ay |=D| zy | =Di. (3)
x4 3

Die Astronomen pflegen die Drehungen Dy, Dy, D3 auszumultiplizieren

X1 X3 -Y1V3X, -YiXz - X1YV3X, YoYs
D=| X\Ys+YiXsXo ~ViYs+ X1XsXs —~YaXs | . 4
Y, X1Y; Xa

Wir kénnen die Transformation beniitzen, um Punkte in der z,y-Ebene in den
dreidimensionalen Raum emporzuheben, indem wir z3 = 0 nehmen.
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Ist (x1,22) ein Pythagoriisches Paar (X (), Y (a), so ist

. X(e)
X'(a) =D | Y(a) (5)
0
ein Pythagoriisches Tripel im Raum und es ist
X)) = X1 (a) + X3 (a) + X5 (@) = X2 (X? + Y (@) = 1. (6)

Anhang: Wir kénnen auch einen Richtungskosinus definieren. Es sei wieder
ein geeignetes Paar p;, p2 von Primzahlen, mit den zugehorigen GauBischen Zahlen
m = A+ 1iB, m = C + 1D gegeben, dann definieren wir als Richtungsableitungen
A* -B?*C?-D?>9 A*-B? 20D @ 2AB 9

P1:P2 . — e -
b AT BICE  Dios T AT BICTi Doy T AZiBias )
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Bemerkung zu §6 (2):

Da das kommutative Gesetz in der Drehgruppe des dreidimensionalen Raumes
nicht mehr uneingeschriinkt gilt, sind bei mehreren Blécken von der Gestalt Dy, y,1,
auch verschiedene Primzahltripel pi, p2, p3 zu wihlen. So sind z.B. bei einem Robo-
ter mit sechs Blécken 18 verschiedene Primzahlen zu wihlen, um gefihrliche Orter
zu vermeiden.

Bemerkung zu §6: Lichtkegel, Lorentztransformation
Der Lichtkegel ist durch die Gleichung
Pyt -tt=0 (1)
definiert.®

Wir suchen rationale Punkte (Zo, Yo, z0,to) des Lichtkegels. Wir geben einige
solche an und beniitzen die Formeln (10), (11) und haben

zo+iyy = ANEN()ZT @
2 = 2((N(@))* - (N()?) . (3)
Dabei sind
c=A+iB, T=C+1iD,
N(o) = A + B*, N(r)=C?+D?,
to = +2 (N(0)* + (N(7))*) . (4)
Das Punktepaar (4) erfiillt (1). Wir kénnen (1) in der Form
Zotio  tot

= u)y 5
to — zp Ty — 1Yo 0 ®)
schreiben oder in der Form
T+iy =w(t-2z), w(x—iy) =t+z. (5)
Nehmen wir den Punkt P, so ist
to+20 =4(N(@)',  to— 20 =4(N(0))*. (6)
Es wird 2
_(N()\ o7 -
W=\N@e)) 77 ™
Setzen wir )
N(7) or ;
= IT _ eiv
k-(33) . E-e, ®
so wird
wp = Ke' .
Betrachten wir jetzt die quadratische indefinite Form
Qz,y,2,t) = t? ~ (2% +y* + 22) | 9)
SSetzen wir t) = t( 47557 ),t2 = t(;3487), soist 2413 = ¢2, also ist 22 +y? 42213 = £2 > 0.
Daher sind die Punkte (x,y,z t1), (2,9, 2, t2) raumartig. Setzen wir t3 = % (% + %)t, ty =

=3 (% - %) t,s0 ist t3 ~13 = t2. Dann ist der Punkt (z,y, z, ta) zeitartig, da dann o2 +y% +2% =

= —t3 < 0 ist.
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so ist der Lichtkegel durch @ = 0 definiert. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle
linearen Iransformationen zu studieren, welche den Lichtkegel bzw. Q invariant las-

sen, also die Lorentztransformation aufzustellen. Wir kénnen (9) als Determinante
schreiben

Q=DetL,

[ t+z x—1y ]
r4y t—-z
ist, denn ihre Determinante ist
(t+2)(t ~2) — (x —iy)(z +iy) .

Es sei nun die Transformation T' gegeben durch

r-(3 7]
wo a, 3,7, 8 beliebige komplexe Zahlen mit von Null verschiedener Determinante

A=af -

sind. Man kann sie normieren A = 1. Wir wollen dies im Augenblick nicht tun.
Es ist bekannt, da 7" auf L angewandt

wo L die Matrix

L' =TLT*
ist, wo

T =Tt
Dabei ist T* die transponierte Matrix von T ist. Also geht die Form @ in die
transformierte Form Q'

Q' = (Det L')|A?
iiber. Wenn A = 1 ist, so ist Q' = Det L',
Q' =t — (2 +y? + 2'*) lautet folgendermaBien

' = Re(aB +76)t + Re(78 + ad)x + Im(yB — ad)y + Re(7d — af)z

Y = Im(af ++8)t — Im(78 + @)z + Re(ad — 58)y + Im(af — v8)z
1 ; ; . ~

= = (la® + 18 + |v* +161*) t + Re(ary + 36)x + Im(ay + B6)y

1 P . .
5 (W +16 = ol = |67) 2
5 (181% + 161> = |af* = 171*) t + Re(Bd — @v)z + Im(B6 — &)
1 P .
+5 (laf® + 181 = 181" = 1P%) -
Damit haben wir die Lorentztransformation Q’.
Wir nehmen jetzt vier verschiedene Gaufische Primzahlen
m o= A +iA", my = B’ 4.iB" |
w3 = C' +1iC", g = D' 4iD" |
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so ist die Determinante A(T) = T\ Ty — MWz von
7 [ T T
LT3 T4
sicher ungleich Null wegen der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung.
Wollen wir normieren, so bilden wir uns
o
4]
dann wird L
TLT*
1A]
Die Koeffizienten von t',z’,y’, 2’ sind also ganze rationale Zahlen. Damit erhalten
wir auch ganze Zahlen auf dem Lichtkegel. Es ist aber hier nicht notwendig, diese
Normierung durchzufiihren.
Allgemeines Beispiel: a = 7rl,‘, 8= rgi, ¥ = 7rff., § = wf“. Es seien nicht alle
I = 0 und I; ganze natiirliche Zahlen.
Ein weiteres wichtiges Beispiel siehe §13 (6).
Betrachten wir noch die zweite Darstellung zu (5)

L' =TLT" =

Ty  t-z

t+z T—iy
Fiir das Beispiel (2), (3) erhalten wir

()

Die Ebenenschar (wy # 0)

(x+1y) —wo(t+2) = 0
wo(z —iy)— (t+2z) = 0
bzw. die Ebenenschar
(x+iy) —wit+2) = 0
wy(z —1y) —  (t—2) 0

sind die Erzeugungsscharen des Lichtkegels.
Bemerkung: Geben wir ein Beispiel mit der Mobiustransformation a = § =

1, B = —a, v =0, |a] <1 Die zugehorige Lorentztransformation lautet:
t = (1+ ialz) t — 2Im(a)z + 2 Re(a)z
2 = (2Im(a))t + Re(1 + a)z — Im(1 + a®)z
2z’ = -2Re(a)t+Im(|a)®~1)z+Re(a®+1)z
Y = —Re(@a-a)z+(1-|af)y.

Eine wichtige Transformation erhalten wir folgendermagen:
Es sei p = R + iS eine eigentliche Gauische Zahl. Wir setzen
1 {R S 1 \R S

U=3ls*® “35 R

S R
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Es sei
1
a =4/ i(U +V),
dann ist 1 .
2 U+ -2 _ Yoy _ v
o 2(U vy, @ 2(U V)
und
U?2-v?=1.
Wir betrachten die Transformation
0
=[5 i)
0 3

dann erhalten wir

=z, y=y, F=uztvt, t'=vztut
mit Determinante 1.
Diese Transformation ist einc Lorentztransformation mit der Geschwindigkeit

%:l , \/17712:41—4

Ul

v =

Wir erhalten namlich
= z + vt = vz +t
T-v2’ Vi-o? '
Es ist also v die Geschwindigkeit der Lorentztransformation in der positiven z-
Richtung.
Diese Methode ist nicht anwendbar auf die Spiegelung

¥=-z,, Y=—y, Z=2z, t'=t.

Diese Spicgelung ist nicht durch die Matrix L darstellbar. Hier miissen wir die
Transformation L’ einsetzen

;L t—z —(z —1y)
¢ L _[ —(x +1iy) t+ 2z ’
Es ist
2 — (22 +y? +2?) 0
’ —
LL*[ 0 t2 - (2 +y? +22) | -
Wir wollen Losungen der Gleichung ad— 37 = 1 konstruieren. Es seienry,...,7¢

komplexe Zahlen, wir bilden uns folgende pseudopythagoriische Zahlen

-3 27y
Xi= 2 Yi=— )
r{+713 T{ + 714
¥ T% - 7’3 2rary
Xo =503, V2= T2
T3+ 7§ ry+ri
v +rd r¢ —r2
Lz=-=2—2, M; =
2576 2rsre

- Alle Nenner sollen von Null verschieden sein.
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Wir bilden uns

a- XLz + YoMs , i3 = XMs - Yilz
6 = Xyls - YoMs , 7 = XMz + Yils .
Es ist
aS - (XiLg)? - (12M3)?
07 - (X2M3)? - (F1L3)? ,
also ist

a6 ~ fa = ("L +*9£8 - (X| 4 )M = £ - Mf = 1.
Wir nehmen z.B. sechs Gaufische Prirazahlen iri,..., TTQ.
Wollen wir reelle o, @, 7, S haben, so nehmen wir drei Gaufische Primzahlen

Vj =A+iB fQr j- 1,2,3.
Wahlen wir fiir rir$rg§ die AVAA; und fiir rpr4rg die B\B;Bs,
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