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Uber Torsionsschwingungen von kreisformigen
Platten.
V. Petr¥ilka, Praha.
(Eingegangen am 21. Dezember 19385.)

In der vorliegenden Arbeit sind die Torsionsschwingungen von kreis-
férmigen, isotropen Platten untersucht. Gleichzeitig wird gezeigt, da8 die
Torsionsschwingungen mit einer von drei moglichen Arten der Langsschwin-
gungen einer kreisférmigen Platte identisch sind.

Es ist bekannt, daB die kreisformigen Platten Querschwin-
gungen, Langsschwingungen und Dickenschwingungen ausfithren
kénnen, die in einer Anzahl von Arbeiten ausfiihrlich untersucht
worden sind. Die vorliegende Arbeit befaft sich mit Torsions-
schwingungen von kreisformigen Platten; auf Grund der abgelei-
teten Beziehungen werde ich zeigen, dal diese Schwingungen mit
einer Art von Langsschwingungen, die ich frither experimentell
untersucht habe, identisch sind. Soweit ich feststellen konnte,
wurden bisher in der Literatur nur Torsionsschwingungen von
ringférmigen Scheiben in der Arbeit von Grammel!) behandelt
und zwar mit Riicksicht auf die Verformungen und Beanspru-
chungen von Dampfturbinenwellen, die durch Schwingungen von
Dampfturbinenscheiben verursacht werden kénnen. Die Differen-
tialgleichung der Torsionsschwingungen von ringformigen Scheiben,
die Grammel in seiner Arbeit abgeleitet hat, 148t sich auch fiir
Schwingungen voller Platten, allerdings mit anderen Grenzbedin-
"~ gungen, anwenden. Wegen der besseren Verstandlichkeit der
einzelnen Ergebnisse, werde ich zuerst kurz die Aufstellung der
Differentialgleichung wiedergeben.

In der Abb. 1 ist ein Teil einer kreisformigen Platte (Radius a,
Dicke k) dargestellt, die aus einem isotropen Material der Dichte ¢
besteht. Durch zwei senkrecht zu der Plattenebene stehende und
koaxlale Zylinder vom Halbmesser r bzw. r + dr wird von der
Platte ein ringférmiges Element mit den Ringfasern z, und z,
herausgeschnitten. Unter dem EinfluB- der Torsion d. h. der Tor-
sionsspannungen 7, werden die &uBeren Ringfasern gegen die

1) R’T-Granur;el, Ztséhg‘. f. angewandte Mathematik u. ‘Mec‘hanik
& (1925), 193. ‘ '
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inneren so verdreht, dafl die urspriingliche radiale Gerade g in
eine in derselben Ebene liegende spiralige Kurve s iibergeht.
Wie aus der Abb. 1 ersichtlich ist, gelten dann zwischen den
einzelnen GroBen folgende Beziehungen:

ydr = (r + dr)de
oder in erster Annéherung

_(r+dr)dep @ dg
Y= e S a - M

Weil y nach der Definition des Torsionsmodulé @G mit den Torsions-

(2)

zusammenhéngt, ergibt sich fiir den Torsionswinkel ¢ die Gleichung

T
dp = (—;;.dr 3)
oder
T ,
r=0

Wird um diesen Winkel ¢ ein Raumelement rde.dr.% der
Platte verdrillt, so greift an seiner Innenbegrenzung (in der Zone z,)
eine Tangentialkraft T, = 7,hr dp bzw. ein im Sinne abnehmen-
der ¢ drehendes Moment

P, = 1T, = r,hrtde (5) .

an, an seiner Auflenbegrenzung (in der Zone z,) eine Tangential-
kraft 7, und ein im Sinne zunehmender ¢ -drehendes Moment

Py = (r 4 dr) T',. Im ganzen wirkt also an das betreffende Element . -
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ein im Sinne zunehmender ¢ positives Moment

P—P,—P — aaI:d , G

wenn wir die Glieder hoherer Ordnung Vernachlassigen. Nach
der Gl. (5) und (6) ist also

_ o(t,7%h)
P = — dr de. . (7)

Das Tragheitsmoment K des betrachteten Elements in Bezug auf
die Plattenachse ist gleich

- K = r*dm = gr3h dr de. (8)
Fir die Rotationsbewegung eines starren Korpers um eine feste
Achse gilt die bekannte Gleichung

d2g
K ’(i—t"é‘ — P-
Werden in diese Gleichung die Werte von P und K aus Gl. (7)
und (8) eingesetzt, so ergibt sich
orth 5L 0% _ ozar?h)
o or
Diese Gleichung, die man auf Grund der Gl. (3) und unter Vor-
aussetzung der konstanten Plattendicke % in der endgiiltigen Form

2 %9 0 ( 4 0p
o o —G‘a‘r(' o ®)

schreiben kann, ist die gesuchte leferentlalglelchung der Tor-
sionsschwingungen von kreisformigen Platten.

Durch den Ansatz

plr, ) = R(r) T(t) (10)
zerfallt diese Gleichung in zwei Gleichungen .
1 d27()
c’ aTE A - ™ . (11)
" s AB(r) o
dr dr . : (12)
TARE

wo ¢ = }/Q/p ist und — x,? eine konstante GroBe bedeutet. Fur
T(t) ergibt sich der Ausdruck

T(t) = Ansin wat 4+ B, cos wyt, (13)
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wobei die Beziehung _ S
On = 27tfy = #nC - ' (14)

gilt, wo w, die cykhséhe, fn die gewohnliche Frequenz bedeutet
Fir R(r) erhilt man aus (12) die Gleichung

d2R(r) , 3 dR(r)
Ty oar T
welche eine Gleichung des Typus?)

p2
y+-———y+( 244 )y-O

ist. Das allgemeine Integral dieser Glelchung ist durch den Aus-
druck :

Rp=0 (1)

y=2a? Z,,(u,}x) = -'”4[01 Jp(en) + Cq Np("ﬁ-’”)j

gegeben, wobei J, die Besselsche, N, die Neumannsche Funktion
p-ter Ordnung, C, und C, Integrationskonstanten bedeuten. Fiir

den gegebeénen Fall ist ¢ = — 1, p = 4 1, und die L()sung durch
die Ausdriicke -
Ry(r) = 12 Zy(snr); By(r) = r—1 Z_,(oeur) = — 12 Z; (oer) (16)

egeben, die aber bis auf das. Vorzeichen identisch sind. Nach den
(10), (13), (14) und (16)ist also das allgemeine Integra,l der
Gl (9)

. p(r,t) = Z’i"_"l Zl(x,,r) (A,, sin #ict + By cos xact). (17)
n=1 . : .

Fiir den Mittelpunkt der Platte (r = 0) muB der Winkel ¢
einen endlichen Wert aufnehmen, wiahrend die Funktion »—1Z,(x,r)
iber alle Grenzen wichst:

lim 11 Zy(a7) = O hm 1 Jy(xa?) + C hm r LN o)
oder .
lim 1Z,(sar) = Cy 11m—— g

Daraus erglbt sich also, daB che Konstante C; = 0 sein muB.
Dadurch erhilt die Losung seine endgiiltige Form und zwar fur
die n-te Oberschwingung ist der Winkel -

a(r, 1) = O Jy(xnr) (A siD nct + B,, cos x,.ct), & (18)
dle elastische Verschlebung Vist | o
h Vi =" gulr, t) = - C; Jl(n,.r) (4 sin et + B,, cos xnct) (19)
. %) Jahnke- Emde, Fl_mktlonenta.feln 2 Aufl. (1933), 214\ TR
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Nebendem muB man noch die Randbedingungen heranziehen:
fiir eine vollkommen freie Platte ist an ihrem freien Rande, d. h.
fiir # = a, die Torsionsspannung 7 gleich Null. Nach Gl. (3) gilt
also fiir beliebige Zeit

o9
Trea = (Gr 81') =0 (20)
oder mit Hilfe der Gl. (17)
o J1(%n0) _
Jo(x,.a) —2 —x”&—— =0 (21)

mit den Wurzeln _ ) .
' Tn = xpa = 5,136; 8,412; 11,620; 14,796;
Die Frequenz der Torsmnsschwmgungen ist also nach Gl (14)

durch den Ausdruck ~
fo= 2 |/@
" 2l o

gegeben; weil zwischen dem Torsionsmodul @, dem Elastizitéits-
modul F und der Poissonschen Konstante o, die bekannte Beziehung

E
, =30 ¥
existiert, so ist _
x|/ E :
=sm s e

* Die Knotenlinien entstelien bei Torsmnsschwmgungen dort, wo
fiir beliebige Zeit

Va = CyJy(xar) T(t) = O (23)

ist. Die Knotenlinien sind also konzentrische Kreise, deren Radien
rm man aus den Wurzeln y,, = »#,r, der Funktion Jl(x,.r) = 0 fiir
- die betreffenden n berechnet.

Durch diese Gleichungen sind die Torsionsschwingungen voll-
'~ kommen beschrieben. Weil zur Ableitung dieser Gleichung das .
allgemeine Integral (17) der Differentialgleichung (9) zu Grunde
* gelegt wurde, ist daraus ersichtlich, daB diese Schwingungen
die einzige mogliche Art der Torsionsschwingungen
einer vollen, krelstrmlgen Platte sind. )
" Weiter -werden wir noch beWelsen, daB die Torsionsschwin-
gungen von kreisférmigen Platten mit einer Art von Langsschwin-

gungen identisch sind. Aus der Loveschen Theone3) von Léngs-

- 9 AE.H, Love ATreatise on the Mathematical Theo of Ela.stlclty,
’ 0mbndge (1927), 497; Handb: d. Experimentalphysik 17/1 (1034), 368.




schwingungen ergibt sich namlich, daB bei kreistormigen Platten
drei Arten von Léngsschwingungen moglich sind: 1. Schwin-
gungen, bei denen die elastischen Verschiebungen in Richtung
des Radius erfolgen (Typus A4, Radialschwingungen). 2. Schwin-
. gungen, bei denen die elastischen Verschiebungen senkrecht zum
Radius erfolgen (Typus B). 3. Schwingungen, bei denen die ela-
stischen Verschiebungen in den beiden genannten Richtungen
gleichzeitig erfolgen (Typus O).

Die elastischen Verschiebungen und die Frequenzen von
Schwingungen des Typus B sind aber durch, dieselben Gleichungen
(19), (22), (23) gegeben, durch welche die Torsionsschwingungen
charakterisiert sind. Daraus ergibt sich, also, daBl bei kreis-
formigen Platten die Langsachwmgungen des Typus B
reine Torsionsschwingungen sind.

Die Lingsschwingungen des Typus B habe ich schon an
senkrecht zur optischen Achse geschliffenen Turmalin- und Quarz-
platten experimentell untersucht.¢) Dabei habe ich an allen Quarz-
platten festgestellt, daf sich die Schwingungen des Typus B nur
dann erregen lieBen, wenn die Elektroden fiir Spannungszufiihrung
an Enden der Symmetrale des Winkels zwischen zwei elektrischen
Achsen angebracht wurden. Diese Beobachtung, die zuerst nicht
gut begreiflich war, klart sich jetzt leicht auf: denn es handelt
sich dabei eigentlich um Torsionsschwingungen, deren Erregung
Tangentialkrafte (Schubspannungen) erfordert.

II. Physikalisches Institut der Karls-Universitit, Praha.

*

0 torsnfch kmitech kruhovych dééek.'
(Obsah prede¥lého &lénku.)

V praci jsou studovany torsnf{ kmity kruhovych desek z iso-
tropnfho materidlu a stanoveny jejich vlastni frekvence a uzlové
dary. Soudasné je ukdzano, Ze tyto kmity jsou identické s jednim
ze ti{ moinjrch druhii podélnych kmitd kruhovych desek. Tyto
kmity byly jiZ autorem na turmalinov;{rch a kifemennych desti¢kach
experimentélng studovidny a popsiny ve dvou predchaze]fcich
pracech uvefejnénych v Annalen der Physik.

1. odd. jyszkalniho ustavu Karlovy unwerszty v Praze.

© 4) V. Petr¥flka, Ann. d. Phys. 16 (1032), 881; 28 (1935), 156.
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