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mezi né% brzy se zafadf i n4§ spis do tisku jiz uchystany a
Jednotou Ceskych mathematik@t do nakladu vzaty.

Poznamka ku sestrojeni pramétu plochy hyper-
boloidu jednodilného.

Napsal

B. Prochazka,
professor v Karlin é&.

1. Projektivnfho vztahu p¥fmek téZe soustavy jednodflného
hyperboloidu s fadou bodd, které stanovf tyto pifmky na libo-
volné kiivce rovinné této plochy,*) miZeme uZiti ku FeSenf n4-
slednf tdlohy vyskytujicf se v deskriptivnfl geometrii :

Z dangch priméta A'y, B, C', D' (orthogonalnyjch, klino-
gonalnijch neb centralnyjch) tyr primek A, B, C, D téZe soustavy
Jednodilného hyperboloidu a jejich bodi stopmich a, b, c, d jest
sestrojiti stopu S a primét obrysové krivky O této plochy.

Kiivka stopnf S a primét O’ obrysové kiivky plochy hy-
perboloidu (z nichZ prvd obsahuje stopy p¥imek plochy této
a drubi obaluje priméty jejich) jsou kiivky 2. stupné, doty-
kajicf se ve dvou bodech.**)

2. Abychom stopu S sestrojili, staéf stanoviti jeden dalsf
bod jeji, ktery ji s danymi body a, b, ¢, d bude urcovati. Za
tim déelem povaZujeme primét A’ za primét pffmky druhé sou-
stavy P téhoZz hyperboloidu, kterou protfnajf pf{fmky prvé sou-
stavy B, C, D v bodech m, n, p a sestrojme stopou a pifmky
4 a pimkami B, C, D roviny, jichZ stopami jsou ptimky M,
N, P, spojujici bod a s body b, ¢, d. Rada primétid bodd m,
n, p...jest projektivn{ se svazkem stop M, N, P..***)Stopa R,
stotoZiiujfc{ se 8 primétem A’ protind stopu S v bodu e, ktery
jest stopou p¥fmky prvnf soustavy E, a zéroven stopou pifmky

*) ,Zdkladové vys¥ geometrie* od Dra Emila a Eduarda Weyra, dil IIL
str. 32. :
*¥) TamtéZ, str. 35.
#bk) Tamtéz, 32.
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druhé soustavy 'P. Jest tedy bod e totoZny s bodem ~» fady
bod& m, », p... odpovidajicim stopé B v projektivnim svazku
M, N, P..., kteryZ zndmou konstrukef sestrojime na zdkladé
rovnosti dvojpoméru

(m” n” p” 7"): (M’ N’ P) R)

a tak docflime pdtého bodu kiivky 2. stupné S.

3. Primét O’ kiivky obrysové sestrojime, kdyZ uréfme jesté
jednu dalsf tecnu jeji. Bodu ¢ pffmky P, jehoZz primét ¢’ se
stotoZiiuje se stopou a pifmky 4, pifslusf pfimka F' 1. soustavy,
jeiiz priimét se bude stotoznovati s pfisludnou stopou Q svazku a.
Stopa Q, jiZ opét sestrojime na zdkladé prométnosti svazku a
a fady priméti bodd na pifmce P, jest tudfZ pitou tecnou
ktivky O'.

4. Kollinearné souvislosti obou kfivek 2. stupné S a O’ mi-
Zeme pouziti, abychom ze sestrojené kiivky S odvodili k¥ivku O.
Bude v8ak predem tfeba sestrojiti osu kollineace @, kteraZ spo-
juje dotyéné body & a k obou kiivek nebo stfed kollineace g,
uréeny priisekem tecen sestrojenych ku ktivkdm tém v bodech & a k-

Teéné 7, sestrojené v bodé a ku ktivce S, p¥islusf bod ¢,
ve kterém se dotykd pifmka A’ kiivky O° a ktery sestrojime
nahofe uvedenym zplsobem. Bod e harmonicky sdruZeny s bo-
dem ¢ vzhledem ku bodim @ a + jest jednim bodem osy G»
nebof body ¢ a ’a jsou samodruzné body involucni fady, kterou
svazek k¥ivek 2. stupné v tfchz dvou bodech & ak kfivky S se
dotykajicich, uréuje na pffmce 4, a které tudfZ jsou body a a
harmonicky oddéleny. PouZijeme-li tak jako pffmky A4’ jiné
8 danych telen, ku pt. pffmky B’, miZeme sestrojiti druhy bod
1 osy G a tak ur¢iti piimku tuto body '« a b. Stfed kolli-
neace g lze pak stanoviti na zékladé sestrojené osy G.

5. MiZeme jej viak také sestrojiti bezprosttedné. S bodu a
ku kiivece O’ vedené tetny A’ a Q oddélujf harmonicky teénu
T (v bodé a ku kfivce S sestrojenou) a pffmku 4 bodem g
prochézejici, nebof teny 7" a *A jsou samodruzné paprsky in-
voluénfho svazku tecen, vedenych s bodu a ku fadé kuZelosecek,
dotykajicich se v tfchz dvou bodech (2 a k) kfivky S, a které
tudfZ tetnami T a Q jsou harmonicky oddéleny. PouZijeme-li
tak i jiného bodu ktivky S ku pt. b, obdrzime druhou pifmku
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1B, kterd se s pifmkou 4 protind ve stfedu kollineace g.
Takto nalezené osy a stfedu kollineace pouZijeme, abychom se-
strojili kiivku O'.

6. Uloha predem uvedeni se zjednodudf, jest-li z dané
stopy S a praméts A’y B, C' t¥ primek hyperboloidu jednodil-
ného jest sestrojiti pramét jeho obrysové kitvky O.

Zpusob 1. PouZijme opét projektivnosti fady bodové m’ »’ ..
na pffmce P = A’ a svazku M, N,... o stiedu a, v kteréZ pii-
slu§f druhému préseénému bodu p’ pifmky A’ se stopou S ve
svazku a pifmka P= 4’. Témito ttemi drazinami m’, n’, p’,
a M, N, P jest tato projektivnost urCena a miZeme nynf ku
kazdému bodu Fady *” = 4’ sestrojiti sdruZeny paprsek svazku a.
Sestrojime onen paprsek R, jemuZ pifslusf{ bod »' =a, a ktery
bude zdroven teénou ktivky O/, ponévadZ obsahuje svij bod
sdruZeny. Kdybychom pouZili prométnosti fady bodové na ptimce
B’ a svazku o stfedu b, obdrZeli bychom dalsi teénu Q, kterd
s teCnami 4’, B, (", R ktivku O’ uplné urcuje.*)

Také miZeme, aniz bychom sestrojovali dal§f teény (R a Q),
pouZiti ku sestrojen{ kiivky O’ osy kollineace G obou kuZelo-
setek S a O zplisobem naznatenym ve ¢ldnku 4.

Zpusob 2. Jest-li se malezajl body m’ a #/, v nichZ se
teny A’ B’ a A" ¢ protinaji, zevné ktivky S, pak moZno fe-
§iti tutéZ dlohu jinym zpisobem. Sestrojime-li s bodu m’ tecny
ku stopé S, budou tyto s pifmkami 4’ B’ tvofiti involuéni
svazek, jehoZ jeden samodruZzny paprsek 'A prochdzf{ stiedem
kollineace g obou kiivek S a O, (druhy jest tenou ku oné
kfivce 2. stupné fady S, O’, kterd obsahuje bod m’). PouZijeme-li
tymZ zplsobem bodu »’, obdrifme novy involuéni svazek tecen,
jehoZ jeden samodruzny paprsek B se protind s paprskem 4
ve stfedu kollineace g.

7. Timto zpisobem miiZeme TeSiti tuto dlohu i v p¥ipadé,
kdy ony teény 4’, B’, (’ neprotinaji stopu S a tudfZ nemohou
byti pokldddny za priméty pifmek hyperboloidu. Pak moZno je
viak brdti za tecné pfimky ku primétu obrysové kiivky O né-
jaké neprimkové plochy 2. stupné. PonévadZ v tomto pripadé

*) Ulohu tuto Fe§f jinym zpisobem Dr. Chr. Wiener ve svém dile
wLehrbuch der darstellenden Geometrie.“ I, Band. Leipzig, 1887, Pag.122,
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nenf bodd stopnich a, b, ¢ obdrifme Etyfi moZnd feSenf a tudiz
i étyti ktivky O'.*)

8. Zajimavou by se stala tato tloha, kdyby vedle tecen A’,
B, C kifvky O byla ddna imaginarni krivka kruhovd S, ja-
kozto stopa jisté meprimkové plochy 2. stupné.

Abychom tuto tlohu roziesili, sestrojime takovou realnow
krivku kruhovou, vzhledem Iu které prislusé bodu p tiJ& involudut
svazek sdruZenych poldr jako vzhledem Fku tmagindrné krivce kru-
hové S.

Nechtf jest imagindrni k¥ivka kruhovd S vyjddiena idealné
ktivkou kruhovou J o stfedu s.**) Polaru bodu p vzhledem ku
kfivce S nalezneme, kdyZ v tomto bodé sestrojime kolmou
ptimku L ku pi¥fmce S, uréené body p a s. Jednim jejim bodem
priseénym s ktivkou J ku p¥. ! sestrojime primér jeho, a v dru-
hém mezném bodé % tohoto priméru sestrojime tecnu 7, v je-
jimZ proniku 2 s pifmkou 8 sestrojend kolmice P k této piimce
jest polérou bodu p. JelikoZ lze tuto poldru také sestrojiti,
kdyZ vedeme polomér sq kolmy ku S a ku ¢p sestrojime v bodé ¢
kolmici ¢k, jest pifmka P také poldrou bodu s vzhledem ku
realné ktivece kruhové R, kterd prochdz{ bodem g, a v bodé p
mé svij stied.

K paprsku A4 involuénfho svazku sdruZenych polar p vzhle-
dem k imaginarnf{ kiivce S nalezneme sdruZeny paprsek A4’,
kdyZ bodem p sestrojime kolmici ku piimce '4’, kterdZ spojuje
bod priseény a pfimky A a polary P se stiedem s. Ve svazku
involuénfm s vzhledem ku kfivece R piislusfi pi{mce 4 (kolmé
ku A) pffmka 4’ kolmd ku piimce A4’.

Jsou tedy sdrufené paprsky involuéniho svazku sdruZenych
polar s kolmy ku paprskim involuéntho svazkw sdrugenyjch polar p.
Otoéfme-li svazek s o thel 90° kolem stfedu jeho a poSineme
pak stfed jeho do bodu p, stotoZnf se oba involu¢nf svazky
sdruZenych polar s a p.

Mugeme tudi% nahraditt involuéni svazek sdrufengjch polar p
vzhledem ku imagindrni EFivce kruhové S, jejim# stredem jest
bod 8, a vzhledem k niZ jest P polarouw bodu p, totofnjm invo-

*) Tamtéz.
*¥) Tamtéz, I. Band, Pag. 322.
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luénim svazkem sdrufemijch polar vzhledem ku jisté realné Eivivce
kruhové *R, KterdZ povstane tim, Ze jinou realnow kitvku kruhovou
R, jeji stred jest bod p, a wvzhledem k ni% jest bod s polem po-
lary P, — ototime kolem bodu p o dhel 90°.

9. Vratme se k tloze pivodnf a sestrojme kiivku O,
jsou-li ddny tfi tecny jeji 4’, B’, O’ a stopa S, jakoito imagi-
narn{ kiivka kruhovd vyjddiend idealné kiivkou kruhovou J
o stfedu s.

Dle ¢lanku 6. vyhleddme samodruzné ptfmky # a G invo-
luénfho svazku teCen s bodu priiseéného m’ tecen 4’ a B’ ku
fadé krivek 2. stupné, urCené kiivkami § a O’; jednu realnou
druZinu involuénfho svazku tecen, to jest teény 4’ a B’ ke
kiivce O’ zndme, a druhou imaginérni t. j. te¢ny ku imagindrn{
ktivee S stanovime dvéma druZinami involuéntho svazku sdru-
Zenych polar vzhledem ku imagindrn{ kiivee S.

TymZ zptisobem uréfme samodruzné paprsky '/ a !'G in-
volu¢nfho svazku tecen o stredu »’, v némZ se tetny B’ a C'
protnaji. Piimky F a 'G' protfnaji se s piimkami df{ve urce-
nymi F a G ve Ctyfech bodech, z nichZ kaZzdy jest sttedem kol-
lineace kiivek O’ a 8. Obdriime tudiZ ¢tyfi mozné kiivky O,
z nichZ sestrojime tu, kterd pifslusf k onomu bodu p, v némi
se protinaji piimky F' a F.

JelikoZ ktivka imaginarnf S se ndm nehodf ku konstrukei
Jkollinearné sdruZené kiivky O’, pouzZijeme realné kiivky
kruhové 'R (viz ¢ldnek pfedchdzejicf), kterdZ bude miti s nf
spolecny svazek involuéni sdruZenych polar p a proto jest
i s kiivkou O’ v poloze perspektivné vzhledem ku bodu p ja-
kozto stfedu kollineace.

Polarou tohoto bodu jest vzhledem ku kfivce O’ (a tudf
i S) pifmka P a vzhledem ku kiivece 'R pffmka P, kterou se-
strojime zndmym zpsobem. Bodu priseénému » teny 4’ 8 po-
larou P ku ktivee O’ (a S) pkislu$fcf, odpovidd kollinearnd
bod 'u, v kterém pfimka up protind pifmku:F’. Teéné A’ piif-
slusf teény sestrojené s bodu «’ ku kfivce K. Zvolme jednu
z nich a oznatme ji 4.

Prisekem r teCen A’ a '4 a priisekem y obou polar P
a 'P urcena jest osa kollineace 'O obou kiivek O’ a 'R. Jelikoz
nynf zndme stied kollineace p, jeji osu 'O a jednu druzinu kol-
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linearnych bodd « a ', miiZeme sestrojovati k jednotlivim bodiéim
ktivky kruhové 'R kollinearné sdruZené body kiivky O’. Jest
zfejmo, ¥e body priésecné kiivky R s osou kollineace 'O také
néleZeji kiivce O, jejiZ osy bychom mohli také pifmo sestrojiti
na zdkladé této souvislosti kollinearné.*)

10. Na misté kfivky S a t¥f teCen ktivky O’ mohou byti
dény krivka O’ a t# body a, b, c stopy S, kterow lze pak wiplné
sestrojite.

8 bodd a, b, ¢ sestrojime teény 4’y B, ¢* ku ktivce 0"
a povazujeme ji za praméty t¥f piimek plochy hyperboloidu.

PonévadZ lze kazdym z téchto tfi bodd sestrojiti dvé tecen
ku ktivce 0’, budeme miti osm rlznych trojic teen, z nichz
vidy dvé urCuji tyz hyperboloid; obdrZzime proto ctyfi rizné
hyperboloidy, jimZ étyfi rizné kfivky O’ piislu§f. Zvolfme-li
~ jeden z onéch osmi p¥fpadd, pak sestrojime krivku O’ takto:

Zptisob 1. Abychom mohli uZiti projektivnosti fady bodové
m’, ,...natetné 4’ asvazku M, N,... o sttedu a, opatffme
si ttet! druZinu. Touto druZinou jest bod '=a v fadé bodové
4, jemuz piislusf teéna F sestrojend timto bodem ku kfivce O,
jakoZto sdruZeny paprsek svazku a. Cestou naznacenou ve ¢lanku
2. sestrojime body p’ a ¢’, v kterych teény A’ a B’ protinaji
kiivku S podruhé. Body témito a body a, b, ¢ jest uréena pak
ktivka S a moZno ji sestrojiti plné.

Anebo vyhleddme si ku sestrojenf kfivky této misto bodd
P’ a ¢/, na pifmkich A’ a B’ body a' a b (tak jako jsme to
ucinili ve ¢lanku 4.), kteréZ urcujf osu kollineace G obou ktivek
O a &S, pouzijice ji ku sestrojenf této kiivky.

Zpigob 2. Jestli dvé ze spojnic ab, ac, be protfnajl kiivku
O, pak prijdeme rychleji k cili, pouZijeme-li involuénich Fad
bodd, které kfivky S a O’ uruji na téchto spojnicfch. Dvéma
pary samodruZnych bod& téchto involuénich Yfad uréeny jsou
étyfi mozné osy kollineace @, na jichZ zdkladé lze ku kiivce O’
sestrojiti kollinearné céty¥i piislusné stopy S.

11. TimtéZ zplsobem Ilze TeSiti tuto tlohu, kdy body a,

*) ,Soustava deskriptivni geometrie* od professora Frantiska Tzl§era Dil
prvnf. Praha, 1870. Pag. 105,
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b, ¢ se nalézaji uvnitt kiivky O’ néjaké nepFimkové plochy
2. stupné, tak Ze nelze sestrojiti teny s bodd téchto ku kiivee 0'.*)

12. Kdyby ktivka O byla imagindrai k¥ivkou kruhovou,
pak bychom dospéli k cfli cestou naznacenou ve ¢lanku 9.

Vyhledali bychom na p¥fmce 3, dané body « a b stopy S
spojujicf, samodruzné body f a ¢ involuén{ fady bodd&, v nichZ
piimka M protind kiivky svazku kuZelosefek uréeného kiivkami
S a O; jednou realnou druZinou této involuénf Fady, to jest
body a a b zndme a druhou druZinu imaginarnf, t. j. proniky
piimky M s imaginarn{ kfivkou kruhovou & stanovime dvéma
druzinami involuénf fady sdruZenych pold vzhledem ku této
kiivce, kterou za tim ucelem, jako ve Clinku 9., idealné vy-
jadffme realnou ktivkou kruhovou J.

Pravé tak urili bychom si samodruzné body f a ¢ in-
voluéni Fady, kterou urCuje tyZ svazek kfivek 2. stupné na
pifmce N, spojujicf body a a ¢ stopy S. Body f a g ur-
¢ujf s body f a ¢ Ctyfi pifmky, z nichZ kaZd4 jest osou kolli-
neace kiivek 0’ a &. Pri konstrukeci kazdé z moZnych kiivek
S uzili bychom s vyhodou dfive uvedeného zpiisobu, jakym lze
pomoci realné kiivky kruhové sestrojiti kfivku kollinearnou ku
imaginarn{ kiivce kruhové.**)

Z geometrie kuzelosecek,

Pige

M. Lerch,
docent vysoké Skoly technické v Praze.

(Pokradovén{.)

5. Ve svazku kuZelosetek o vrcholech a,a,, b,b, ptich4-
zejf tfi kuZelosecky zvrhlé; jsou to péry piimek

(@5, biby), (@b, aby), (3B, arby),
t. j. pdry protéjsich stran vplného &yrhranu a,a.bb,. Tyto sta-

*) Dr. Chr. Wiener. ,L. d. d. G.“ II. Band. Pag. 109.
*¥) TamtéZ, pag. 121.
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