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GAST MATEMATICKA.

O konstrukcich ploch 2. stupné, danych imaginarni
kuZeloseCkou a sdruzené imaginarnimi body
neb teénymi rovinami.

Napsal Dr. techn. Karel Korizek.

(DoSlo 25. ¢ervna 1931.)

Konstrukeim uvedenym nebyla, pokud vim, vénovana pozor-
nost, adkoliv nejsou pouhou aplikaci"znémych 'konstrukci kuzelo-
setek z imaginarnlch elementi. Jsou zajimavé také tim, Ze specielné
pro kruZnici imagindrni daji se Fefiti téZ kolineac. V tomto po-
_Jednam chei podatl jen struény, obecny nistin feSeni uvedenych
aloh, pti éemz budu predpoklidati pouze plochy reilné a k dal§imu,
zndmému konstruovéni aplné zpusobilé, jakmile na nich budou
uréeny 3 redlné kuZelosetky, resp. 3 kuZele detycné, a pii feSeni
kolineaci, bude-li zndm stfed i rovina kolineace, jakoZ i plocha
kulové, k dané plose kolinearné prislusna.

Nage konstrukce bude ovSem pfedpoklidati pouze plochy
2. stupné nepi{mkové, nebot realna rovina (ve ktere jest imagindrn{
kuZelosetka K? ddna) nemiZe protinati plochu p¥imkovou 2. stupné
v imagindrni kuZelosedce. '
Jde o konstrukce plochy 2. stupnd urdené :
Imaginarm kuZelosetkou K* v redlné roviné x a
I.2 pary ‘sdruzené imaginarnich bodd a;, b:; ¢, d,,
II. 1 psrem sdruZené imaginirnich bodd a;, b; a parem sdru-
Zené imagindrnich rovin tecmjch Vi, 0i; -
IIT. 2 pary sdruZené imaginarnich rovin teénych a;, Bi; i, 0i.
‘Pfi tom kuZelosetka K* necht jest ddna reilnym stfedem
s redlnymi osami a na ka?dé z nich eliptickd involuce sdruZenych
poli jedté jednim parem. Par imaginarnich bodt a;, b; jest dan
na pHmee X sttedem . oz eliptické involuce Iz a absolutni hodnotou
potence, vyjadienou tisetkou oge, | E, par imagindrnich bodi c;, d;
- obdobné& na piimece F stiedem op eliptické involuce Iy a tsekou
" opfy LLF, dale imagindrni te¢né roviny «;, fi, prochdzejici pfimkou
. Casopis pro pistovéni mgt.ematiky a iyélky. Rotnfk 61, . - 1
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G uréeme parem, jehoZ thel rozpoluji 2 piislusné roviny involuce
Ig, k sob& kolmé, a podobné imaginirni roviny teéné y;,d;, pro-
chéazejfef. pffmkou H, stanovme takovym pérem involuce Igz.

I.

Plocha 2. stupné P* jest urtena imaginirni kuzeloseckou K
a 2 druzinami imagindrnich bodd a;, b;; ¢, d;.

Sestrojiti jeji 3 rediné kuZelosecky.

Piimka aib; = E protne rovinu z kuZelosetky v bodé pg;
¢id; = F necht protne 7 v bodé pr. K bodu pg piislusi v mvolucu Ig
sdruZeny pél p’z a k bodu pr v involuci Ir bod sdruZeny p’p. Déle
k bodu pg p¥isludi vzhledem ke kuzelosedce K¢ polira Pg a k bodu
pr piisludi pro tutéz kuZeloseSku polira Py. Rovina (p'gPg) = nz
jest pak polarni rovinou plochy P? vzhledem k pélu pg a rovina
* (p'rPr) = ny jest polarni rovinou jeji vzhledem k pélu pp. Obé
roviny se protinaji v pfimce R’, ktera jest druzenou polarou ke
spojuici pgpr = R. Piimka R protind plochu P? v bodech imagindr-
nich (nebot to jsou prusetiky té pfimky s imaginarni kuZelosekou
K?), tedy jeji sdruZzena polira R’ musi P? protinati v bodech real-
nych. Rovina (ER) = ¢ protind plochu P? v kuZeloseéce K¢, uréené
sdruzené imaginarnimi body a;, b;, imaginar. samodruZnymi body ¢,
j eliptické involuce [pg, p'r; pr, P'r] na R (kde p'p = (PrR),
Py = (PpR)) a pélem r'g pfimky R v priseéiku (R’e).

Podobné roving (FR) = ¢ protne P2 v kuZelosedce K%, uréené
imaginarnimi body c¢;, d;, dale imaginarnimi body ¢, § a pélem r'p
pifmky R v priseciku (R'p).

Kazda rovina g, poloZend pfimkou R’, musi plochu P? protinati
v realné kuZeloseéce Ke (ponévad& R protma P2y realnjrch bodech),
kterd bude urdena 3 pary boddi, v nichZ rovina ¢’ té kuZelosetky
proting kuzZelosetky K*, K¢, Ko, (jejichi roviny jdou pﬁmkou R)
a polarou R’ spoleéného prisediku ' spojnic téch 3 pari bodi.
Je tedy tieba urditi priusetiky kuzeloset¢ky K¢ s pifmkou (ge),
kterd musi prochdzeti pruseéikem (R’e) a podobné priseéiky kuZelo-
setky Ko s piimkou (pp), kterd jde- priseéfkem (R'p). Jde tedy

o Fesen{ tlohy:

a) KuZelosetka ddna 2krite dvéma sdruZend 1magmarnim1
body a pélem spojnice 2 z nich, ktery oviem musi byti dén na
poléfe prisetiku spojnic téch sdruzens imagindrnich -bodt. Se-
‘stroptl JeJi prisetiky s piimkou, prochizejici tim pélem. Tato
‘ ul(;haé se nam vyskytne téZ v daldich konstrukeich, i rozfesime ji
- zv]a¥

“Oznagfme-1i - nositelky téch 2 involucf, urdujicich sdruZend
imaginirn{ body, I,, I,, pak bude prisetiku obou g p¥islufeti
v mvolum I, bod ¢, a v involuci I; bod g,. Spo;mce 0192 Jest poléra Q
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hodu g a na té zvolme pél ¢, polary I,. P¥imku, prochazejici bodem iy,.
oznaéme P,

Uréeme mvolum sdruzenych poli na primce Q. Jeden zndmy
par tvoit body 4, ¢; a druhym parem budou ony dva redlné body z,
y, v nichZ se protinajf vidy podvojné sdruZzené spojnice téch 4
imagindrnich bodf. Stanovime je tim,!) Ze uréime v involuci I,
sob& ptisludné body k, 1 tak, Ze (g7, ¥I) = — 1 a na I, rovnéz sobé
pislu$né body m, n tak Ze (qqymn) = — L. Potom spojnice km
protne poléru @ v bodé z a spojnice kn v bodé y. Involuce Iq =
= [0, 9152, y] jest bud hyperbolickd neb eliptickd. V pFipadé
prvem jest zfejmé pifslusnd kuZelosetka realnd, v druhém imagi-
narni.

Nyni jiZz snadno uréime priseéiky «, v piimky P s tou kuZelo-
se¢kou. K pélu 2, prislusi sdruzeny pol 7'y = (PI,) a k prisediku
j = (PI,) ptislusi sdruZeny pél j’ = = (PJ), je-li J polara bodu j.
Tuto obdriime jako spojnici bodu j,, pnsluéneho k 4 v involuci 7,
a pélu 4, polary I, (ktery piislusi k bedu 9 v involuci 19). Body u, v
jsou pak samodruzne body involuce [y, t';; 7, 7'

Tak bychom tedy urcili Zddané prusediky s kuZelosetkami K,
K¢ a zndmym zptisobem téZ prisediky s kuzelosetkou danou Ki,

Dalsi konstrukce kuzeloseéky Ke bude pak z4visld na tom,
zda kuzelosedky K¢, K¢ jsou obé redlné, &i pouze jedna, neb Z4dna.
V pfipadé posledmm nejnepiiznivéjdim, bychom uréili jako v tloze
«) involuci sdruzenych péli na polafe R’ pélu r’, kterad musi byti
vzhledem k tomu, Ze bod 7’ lezi vné redlné plochy P2, vidycky
hyperbolickd, a tedy i teny z bodu 7" k redlné kuZelosetce Ke.

Déle bychom pak jiz sestrojili kuZeloseSku Ke nékterou ze
mamych konstrukei?) Sestrojime-li 3 kuZelosetky Ke, bude tim
plocha P2 tiplné k dalifm konstrukeim uréena.

II.

Plocha 2. stupné P? jest urdena imagindrni kuZeloseSkou K¢,
dvéma imagindrnimi body ai, b; na pfimce £ a dvéma sdruzend
1magmarnim1 tetnymi rovinami y;, 6;, procha,ze]iciml primkou H.
.Sestrojiti ]e]l 3 redhnié kuzelosecky. .

Jako pfi konstrukei I. najdeme polarni rovinu ng, prisluénou
k prisetiku pg = (E=). Ddle uvdiime, Ze primka "H, jezto ji
prochézeji imaginérn{ te¢éné roviny plochy, musf protnouti plochu P*
v redlnych bodech a te¢né roviny v nich protinaji se ve sdruZené
polafe H' ku piimce #, kters spojuje sdruzend imaginirn{ dotytné
body tednych rovin, prochaze)icich pfimkou H a protind rovinu =
kuzelosetky K* v bodé s. Polirn{ rovina o bodu s musf byti sdruZe-

1) V. J arolimek ,,Zékladové geometrle polohy“ dil IV str. 32.
?) V. Jarolimek: ,,Zékladové geometme polohy* dil o
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nou rovinou k roviné (sH) v involuci Iz, a bude miti svoji stopu
v piimce S, stopou py piimky H prochazejici, kterd viak musi
byti zdroveil polarou bodu s vzhledem ke kuZeloseéce K:. Musi
tedy bod s'leZeti na jednom z paprski spoleéného paru involuce,
kterou indukuje v bodé py nase imaginarnf{ kuzelosetka K a invo-
luce, ve které protind rovina xz involuci Ig.

Vzhledem k tomu, Ze obé& involuce jsou eliptické, musi byti
ten spoledny par redlny. PonévadZ pél s musi ziejmé lezeti také
na realné pola¥e Py bodu py vzhledem ke kuZelosetce K¢, mdme
uréen bod s jako pruselik jednoho neb druhého paprsku toho
spoleéného paru s polirou Py, &imZz j sme vedeni ke dvéma FeSenim.
Rovina g, polarni k bodu s, je pak uréena prlmkaml S, H. Spojime-li
déle pél s s bodem pg, obdr¥ime piimku R a jeji sdruzens polara
jest’ priseénici R’ polarnich rovin ny a o. Potom méme uréenu
v roviné & = (ER) kuZelose¢ku K¢ plochy P? jako pii tloze a),
t. j. eliptickou involuei sdruZenych péla Ig, eliptickou involuci
sdruZenych pélt Iz na piimece R a pélem r piimky R v prisediku
(R'e). Dudlné méme uréenu plochu kuZelovou, plofe P? opsanou,
o vrcholu v = (R'H) dvéma pary imagindrnich teénych rovin,
danych eliptickymi involucemi o osich R’ a H a rovinou (vR),
polarné sdruZzenou ve svazku v s paprskem R’.

Kazda rovina g, poloZen4 pfimkou R’, musi protlnatl plochu P?
v redlné kuzeloseéce Ke (ponévadz R’ plochu protind v redlnych
bodech). Tato kuZelosetka musi prochazetl

1. priseéiky rovmy e s danou imagindrni kuzelosetkou Ki,
kterd se sestroji znamym zpusobem

. 2. pruseéiky rovmy o 's kuZelosetkou K¢, které se uréi kon-
strukef a);

3. musf se dotykatl dvou sdruZen¢ imagindrnich teéen, v nichi
rovina ¢ (bodem v prochézejici), protina tu plochu kuzelovou,
plose P2 opsanou.

Tato plocha kuZelova bude uréovati na roving & kuzelosecku,
danou 2 eliptickymi mvoluceml které indukuje v bodech pg,
resp. - (stopd pimky Rt'na x) a polérou R bodu 7.

Jde tedy o rozreseni této alohy:

b) Kuzelosetka jest ddna 2krate dvéma sdruzend imagindrnimi
teénami a polarou pruse¢fku 2 z nich, kterd oviem musf prochézeti
pélem spo;mce prisediku téch sdruzene 1magmarnfch teden. Se-
strojiti jeji prasediky s pffmkon, prochizejicf onim z danych pri
sedikld dvojic sdruZené imagindrnich teden, ]ehoz poldra je dana.

- Provedeme ji opét samostatné a pokud moZno duélnd k aloze a).
Oznadfme-li nositele téch 2 involucf iy, 15, pak bude spojnici obou @
pisluseti v involuci 4, paprsek @, a v involuci i, paprsek @,. Pri-
" sedfk (@, Q) jest pél ¢ pHmky @ a jim zvolme polaru I, bodu iy

leovolnou piimku, prochazejici bodem 1,, oznaéme P,
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Uréeme involuci sdruZenych polar v bodé ¢. Jeden znamy par
tvoli paprsky I, @, a druhym pirem zvolme ony 2 reilné primky
X, Y, na nichZ se nalézaji podvojné& sdruzené prisediky téch 4 imagi-
nirnich teden. %) Konstrukece jejich jest dudlni ke konstrukei
v tloze a). Involuce 2, = [1,Q,, XY] jest pak bud hyperbolickd
(je-li kuZelosetka realna), nebo eliptickd (je-li kuZelosedka imagi-
narnf). -Priseéiky u, v pfimky P s tou kuZelosetkou uréime ]ako
samodruzné body involuce sdruienych pola, jejiz Jeden par ¢, i’y =

= (I,P) zndme a druhy 7, 9’ urdéime takto:

K paprsku P uréeme piislusny P’ v involuci 4,, ktery protne
poléru 1, bodu 7, v pélu p piimky £. Pf¥imka X, pélem g prochaze-
jlci, mé pél z v pruseé1ku'sve sdruZené polary Y s polirou @. Tedy
k pruseclku j = (PX) musf piisluSeti poléra J = pz, kters protne P
v bodé j’, sdruzeném k bodu j

Dalsi konstrukee kuzelosecky Ke dé se pak jiz pievésti na
zndmé konstrukece kuZeloseéek z imagindrnich elementt. PoloZime-li
ptimkou R’ jesté 2 roviny, obdrzime tak 3 redlné kuZelose¢ky nasf
plochy, éimZ je Gloha rozfesena.

IIT.

Plocha. 2. stupné P? jest urfena imaginirni kuZelosetkou Ki
v roviné « a 2 dvojicemi teénych rovin sdruzen& imaginarnich e;,
Bis yi, 6, uréenych. ehptlckyml involucemi sdruZenych rovin po-
ldrnich o osdch G, H.

Involudni svazek rovin o ose @ protfnd rovinu -z v involuci
paprskové o vrcholu pg a pod. involuéni svazek rovin o ose H protne
rovinu & v involuci paprskove o vrcholu pg. K bodu pg piislusi
polira Pg vzhledem ke kuZeloseSce Kt a k bodu PH polara Py
vzhledem k téZe kuZelosedce. Sestrojime spoledny pdr involuce,
kterou indukuje kuZelosetka K¢ v bodé pg, a involuce vyse
uvedené. Potom jeden z paprskii toho spole¢ného paru protne
poliru Pg v bodé sq, ktery jest polem roviny og, uréené osou G
a druhym paprskem 8¢ spoleéného péru t&ch involucf.?) Podobng
na]deme bod sy a jeho polarnirovinu og. Ponévadz volbu bodi sq
a sy miZeme provésti na-&tvero zphisobil, obdrzime 4 Yeieni.

Spojnici B bodid sq, sy piisludi prisednice E’'= (oqon) jako
sdruzend poléra, prochdzejici pélem r polary R vzhledem ke kuzelo- -
setce K a protinajici pimky @, resp. H v bodech g, resp. k. Nyni
znéme dotyéné. kuZele. plochy- P2 o vrcholech g, resp. h. KuZel
o vrcholu g jest uréen 2 teénymi rovinami «;, f;, dile teénymi rovi-
nami @y, ¥, jakoZto samodruznymi prvky eliptické involuce sdru-
Zenych polarnich rovin o ose R’ a rovinou (gR) polarni k paprsku R’
v poldrnim svazku o vrcholu g. ,

. 8) V. Jarolimek: ,,Zékladové geometne polohy“ IV dil str. 33
4) Podle odsb II.



Podobns jest urden kuZel o vrcholu 4 dvéma imaginarnimi ted-
nymi rovinami y;, é;, dale tednymirovinamig;, y;arovinou (AR), po-
larni k paprsku R svazku k. Jak se daji takto uréené plochy kuzelové
déle konstruovati, bylo uvedeno v, pfedchozim. Polozime-li potom
pifmkou R’ rovinu g jako v predeéle tloze, bude protinati plochu P2-
v realné kuZelosedce, pro kterou budeme znati 2 body, v nichz
tato rovina protind kuZelosetku K¢ a 4 tedny, v nichZ protind
plochy kuZelové o vrcholech g, resp. . Tim jest opét v podstaté
nafe uloha roziesena.

' Iv.

Jak bylo jiz na podatku feéeno, daji se nase tlohy v piipadé,
Ze jest dana v roviné m imagindrni kruZnice K;, vyhodné reSiti
centraln{ kolineaci s plochou kulovou K’. Vztah kolinedrni jest
vyhodné urditi takto :

Necht jest ddna imaginarni krunice svym stfedem o a abso-
lutnf hodnotou potence eliptické involuce, kterou ta kruznice indu-
kuje na libovolném priméru. Nanesme tuto potenci, jistou fiseGkou
vyjadfenou, na kolmici ve stfedu od tohoto bodu, é{mz obdrzime
bod s. Nasi kruZnici K; pfisudme jako kolinearni Gtvar imaginarn{
kruZnici kulovou v nekoneénu K';, ve které protina, jak znamo,
abéZna rovina »'_ kaidy pravoahly svazek polarnf. Potom pfi-
sludny stiéd kolineace bude ziejmé v bodé s. Rovind # = » bude
potom rovinou pfisludnou k roving abézné +'_, &ili bude Gb&zinici,
se kterou musi byti rovina kolineace rovnobézni. Zvolme tedy
kdekoliv rovinu w, paralelni s rovinou z# = » za rovinu kolineace.
Pro danou rovinu kolineace w, stfed kolineace s a tbéZnici » jest
jiz uréen centralné kolinearni vztah mezi 2 prostory P, P’ a k prvni-
mu z nich &itdme plochu P2, danou imaginarnf kruznici K; a dalsimi
4 prvky. Plocha P2 se pak kolinedrné transformuje v plochu, kters
bude uréena 4 prvky, pifslusnymi k tém danym a k¥ivkou, do nfZ
se transformuje nase kuZelosetka K;. Touto kiivkou ]est viak,
nésledkem zvla¥tn{ volby stiedu kolineace s, imagindrni kruZnice
- kulové v nekoneénu K';, kterouz tedy mus{ pifslusnd plocha. pr
k plose P? prochézeti, t. j. musf to byti plocha kulovi K’ = P, jez
bude urdena t8mi zbyvajicimi 4 prvky, pisluinymi k danym prvkum
‘plochy P2 Jestlize dovedeme plochu. kulovou z téch 4 prvka
konstruovati, dovedeme ]1z také kolineaci snadno konstruovati
da.nou plochu P2

. 'V.nafem pifpadé jde tedy o sestrojeni plochy kulové:

1. ze 4 bodi podvojné sdruZené imagindrnich;

2. ze dvou bodi sdruZend imagindrnich a 2 tetnych rovin
sdruZens imagindrnich;’

3. ze 4 rovin podvojn® sdruZen$ imaginérnich.

, ~VBecky tyto ulohy provadi V. Ja,rolfmek ve II. svazku svych
: ,,Zé.kladﬁ geometne polohy ,
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Sur les constructions de quadriques déterminées par une conique
imaginaire et par des points ou des plans imaginaires conjugués.

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur donne la construction d’une quadrique contenant
une conique imaginaire K;, située dans un plan réel = et

I. passant par deux couples de points imaginaires conjugués
ai, b, ci, di;

II. passant par un couple de pomts 1mag1na1res conJugues
a;, b; et touchant un couple de plans tangents imaginaires con-
jugués s, di;

III. touchant deux couples de plans tangents imaginaires
conjugués a;, P, vi, i

Il s’agit, dans toutes ces constructions, de déterminer une
droite R’, conjugueé polaire a& une certaine droite R, telle qu'un
plan arbitraire passant par R’ coupe la quadrique & construire
suivant une conique réelle. Dans le cas I, on prend pour la droite B
la droite joignant les points d’intersection pg, pr des droites
E = ab;, F = cd; avec le plan z. La construction du cas II
exige qu’on trouve le point d’intersection s du plan 7z avec la
polaire conjuguée H’ de la droite H = y;d;. C’est’ le point d’inter-
section de la polaire pg du point pg = (Hn) par rapport & la
conique K; avec 1'une des droites du couple commun & 1'involution
induite au point pm par la conique K; et & celle déterminée dans
le plan & par les plans tangents y;, é;. La droite R est alors la
droite joignant le point s & la trace de la droite E = a;b; dans le
plan z. Dans la construction II1, on détermine les points sq, s,
oh le plan 7 est coupé par les polaires conjugués G', H' aux droites

= aiffi, H = yid; comme dans le cas IT; on prend comme droite. B
'la droite joignant Sg-, Sg.

Si K; est un cercle, on peut faire usage de I’homographie
centrale transformant la quadrique cherchée en une spheére; il
faut choisir les éléments déterminant cette homographie de sorte
que le cercle imaginaire donné se transforme en le cercle absolu
de I’espace.
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