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pons f(«) en série de Fourier 2 (a cos na—{-b sinne«). Le rayon

n=1
de courbure K sera donné par la f01mule
. = )
R=r@ 4+ " («)=a,+ .:;(1 —n*)(a,co8 na—+ 1 sinn«).
n=g

Supposons que R garde partout le méme signe (sauf certains
points o B peut étre nul ou infini); dans ce la cas courbe est
convexe et sa longueur totale est égale & 2na,.

La série de Fourier donne immédiatement la démonstration
du théoréme suivant découvert par Kneser: la courbure d’une
courbe convexe fermée a au moins deux maxima et deux mi-
nima. Car il résulte des propriétés connues des expressions tri-

)

. : N . N . . . dR N
gonométriques que la série de Fourier qui exprime o s’annule
i : . e

au moins quatre fois dans lintervalle (0, 2a2).

En employant la variable « on démontre aisément, pour
les surfaces de révolution convexes fermées, les équations de
Minkovski (1) et (2).

0 zboreenych plochéch,
které maji danou asymptotickou plochu.
Napsal Dr. Jos. Kiohoucek.

U piimkovych ploch, danych kfivkou & na rozyinutelné
plofe S a jistym daliim Gtvarem Fdicim, pki ¢emz povrehové -
piimky zborcené plochy jsou te¢nami plochy S v bodech kfivky =,
Jest, jak zndmo, ¢dra dvratu rozvinutelné plochy geometrickym
mistem p6ld jednotlivich oskulatnich rovin kfivky = vzhledem
k jednotlivym oskulainim hyperboloidim pi¥imkové plochy.*)

Je-li kiivka 3 rovinnd, splyvaji viecky jeji oskulaini roviny
Vv jedinou a &dra Gvratu dané rozvinutelné plochy jest geometri-
ckfm mistem pold této roviny vzhledem ke viem oskulainim
hyperboloidéin Fefené plochy.

*) J. Sobotka: Zur Koustruktion von Oskulltionlbyporbolmde an
windsehiefen Flichen. Prag. Berichie 1903. “
d 7
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Polozivée kfivku 3 do roviny nekoneénd vzddlené miZeme,
jak patrno, vytvofiti piimkové plochy, které maji predem danou
asymptotickou rozvinutelnou plochu; jeji &dra dvratu jest potom
geometrickym mistem stfedd vsech oskulainich hyperboloidi.

Chei v nédsledujfcicim poukdzati v kritkosti k témto zbor-
cenym plochim; jakozto druhy fidicf itvar volme nejprve, jakozto .
pifpad konstruktivné nejpiistupnéjsi, prostorovou kfivku.

Zborcend plocha budiz tedy ddna asymptotickou rozvinu-
telnou plochou S a mimo ni lezfei prostorovou kfivkou 2.

Jednotlivé povrchové pimky zborcené plochy obdrzime,
vedeme-li jednotlivymi body 4,, v nichZ teéné roviny a plochy S
protinaji kfivku =, pfimky rovnobéZné s dotyénymi p¥imkami
rovin a s plochou S, tedy rovnobézky s pifsluinymi teénami tdry
avrata asymptotlcké plochy.

Rozvinutelnd plocha S jest skutetnd asymptotickou plochou
takto vytvofené zborcené plochy, nebof libovolnd rovina a jest
te¢nou rovinou této plochy obsahujic pfslusnou povrchovou piimku
a jeji dotytny bod jest priseénik této p¥imky s pfimkou, podél
které se rovina a dotyka plochy S.

Jest patrno, Ze libovolnym bodem A, kkivky =, prochézi
tolik povrchovych piimek, kolik probfhd timto bodem te&nych
rovin a plochy S, a v libovolné roviné a jest poloZeno tolik
rovnobézmych pimek zborcené plochy, v kolika bodech sete
tato rovina ktivku =,.

Budiz n, stupeii kiivky =, m tfida plochy S a n stupei
jeji Fidici -plochy kuZelové; kiivka 3, jest tedy m nésobnou
a nekonedné vzdilend kiivka X plochy S jest n, n&sobnou kfivkou
* zborcené ploehy.

- Mezi body kfivek 3, = vznikd souvislost [m, 1,] a spo-
jenim Korespondujfcich bodd vznikne obecnd * plocha "stupné
(m <+ %)n,, nebot na kaZdém svazku rovin; jehoZ o0sa m4 k danym
dtvariim- obecnou polohu, vyvoldvaji fady bodové na kfivkdch
2,, 2 souvislost [m n,, n n,], jichZz koincidence - stanovi roviny
obsahujfei: povrchovou p¥imku zborcené plochy.

PoukéZi nynf k jednoduché konstrukei oskulaéniho ‘hyper-
boloulu podél libovolné povrchové piimky.

Jmenujme pfimku tuto a; prochdzf bodem A4, kfivky 3,
jest polozena v tetné rovind a a8ymptotické plochy a soulasné -
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rovnobéZnd s jeji dotyénou pfimkou h; bod, ve kterém se dotykd
pi{mka h &iry dvratu asymptotické plochy, jmenujme S. Hyper-
boloid oskulaéni obsahuje mimo pfimku a je§té p¥imku p, kters
jest soumérné' poloZena k pfimce a dle pfimky h a bude pro-
tinati oskulaéni rovinu w, kiivky 2, vedenon v bodé 4, v ku-
zelosetce Us, kterd oskuluje €dru 3, v tomto bod®. Soutasné
protne asymptoticky kuZel oskulatniho hyperboloidu tuto rovinu
v kuzelosetce u, kterd jést soustfednd, podobnéd a podobné po-
loZzend s kiivkou u, a oskuluje stopu asymptotické rozvinutelné
plochy na roviné w, v bodé H, v némz tuto rovinu sete pifmka h.

Pfimka A, S jest primérem hyperboloidu a rovina vedend
pfimkou h, rovnobéiné s tetnou rovinou plochy v bodé 4, jest
piislusnou rovinou diametrdlni. Stopa r této roviny na roviné
w, jest tedy piimka rovnobdind s te¢nou t, ¢iry 3, v bod& 4,
a prochdzi bodem H.

Pro kuzelosetku u jest bod 4, a p¥imka r pélem a jemu
pifsluinou poldrou ; kuZelosetka u, prochdzi pruseéikem P piimky
p s rovinou w,.

Kuzelosetky u, u, lze skuteéné SeStIOJltl

Pomoci Steinerovy paraboly pfisludné oskulujicimu bodu H,
bodu A4, a piimce r jakoZto pélu a piislu§né poldfe, najdeme
primér o kuZelosetky u. Primér tento jevi se jakozto spojnice
bodu H s prisetikem kolmice vedené se stredu kfivosti C,
normély n v bodé H k hlavni normdle n, kiivky 3, v bodé 4,
8 kolmici k pfimce n v jejim prisetiku s pifmkon n,. Tato
Steinerova parabola urlena jest pfimkou 4, H, normilou n se
sttedem kfivosti C a hlavni normdlou n,; primér o kuZelosetek
u, u, jest patrnd iidicf pfimkou této paraboly.

Jak ‘patrno protind se nyni tetna kiivky u,, vedend v bodé P
s tetnou t, v bodé 4, na priméru o v bodé G, nebot 4, H — HP,
a bod G jest pélem pitimky 4 P pro kuZelosetku u,. Zcela
obdobnou konstrukef nalezneme nyni primér o, kfivky u, ; primér-
ten jest spojnici bodu 4, s priselikem p¥mky vedené stiedem
kfivosti C, normily n, rovnob&ziné s A4, P s kolmici k pifmce n,
v jeym priisediku s pfimkou k vedenou bodem G kolmo k 4, P,
Priméry 0, 0, ddvajf spole¢ny stfed O kfivek u, ;. Nyni nalez-
neme snadno druhy prisetfk @ pimky r s kiivkou u, nebof

7#
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tsetka /1 ¢) jest pilena primérem o, ; tetna v bodé ¢ probihs
bodem A4,. Délku sdruzeného priméru k priméru (/ 4, v kuZzelo-
setce u, nalezneme pomoci involuce konjugovanych bodi, nebof
primér tento jest rovnob&zny s tenou t, v bod® 4, a polirou
jeho priseéfku M s piimkou 4, P jest piimka prochdzejici
bodem G rovnobézné s primérem o,. Podobné bychom mohli
utiniti pfi vyhleddnf priméru sdruzeného k priiméru 0H v ku-
zelosetce U

Zvlastni pripad konstrukce nastdvd, je-li kfivka ., pifmkou;
vezmdme nejprve v tvahu p¥pad obecny, kdy jest zborcenad
plocha dana jistou rozvinutelnou plochou S, na nf kkivkou 3,
jakozto dvéma soumeznymi Carami a pak p¥mkou gq.

Povrchovd piimka a prochdzejici bodem A4 kfivky 3 nachdzi
se opét v tetné roving « rozvinutelné plochy sestrojené v bods A
a protind ptimku q v bods 4,. Oskulatni hyperboloid podél
piimky a obsahuje také piimku p, jdouci bodem A4 a lezici v tetné
roving a, sestrojenou dle theoremu’ Dupinova pomoci teény t
kiivky & v bodé 4 a bodu S ¢ary-dvratu rozvinutelné plochy,
ktery pfisludi roviné «. Mimo to obsahuje danou p¥imku q a
piimku b, kterd se s q protind v bodé B na oskulaini rovind w
tdry & sestrq,ené v. bodé A a kterd sele také pfimku p v bodé
A’, na spojnici &4,.

Stopa u oskulaintho hyperboloidu na roving w bude tedy
oskulovati kiivku 3 v bods 4 a v bods B se bude dotjkati
stopy roviny pifmek b, q. Stopa tato protind se s tetnou t, ja-
kozto stopou roviny pffmek a, p v bod® 7. takze body 4,.4",,S, T
jsou harmonické. Kuzelosetka u jest dle toho jednoznaéné uréena ;
za piftinou konstrukce dalsich pfmek oskulatntho hyperboloidu
netfeba ji ani sestrojovati. Chceme-li sestrojiti na pf. povrchovou
pifmku x, kterd prochdz{ bodem X p¥mky a, protnéme pifimku
S X s tetnout v bodé R a urteme poldru r tohoto bodu vzhledem
ke kfivce u; poléru tuto miZeme aplikaci Brianchonovy véty
na Steinerovu parabolu piislusinou oskulujicimu bodu A snadno
- #alézti a vyhledejme hned také jeji priisetik L s ptimkou B T.
Protnéme nyni piimku A4, L s ptimkou b v bod8 Y, ktery s bodem
X poskytuje ‘hledanou povrchovou p¥mku x. Pifmka x protne
pHumku r, to jest stopu teiné roviny oskulatniho hyperboloidu
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na roviné m v bodé C, ktery lezi patrné na k¥ivce u, takZe
piimka R C jest soutasné tefnou této kiivky v bod& C.

Skutetné jest bod L pélem pifmky L I vzhledem ke
kfivce u a pélem roviny S B R vzhledem k hyperboloidu; bod
C kiivky u jest s bodem A4 harmonicky oddélen bodem L a pri-
getfkem 7 ptimky B R sr ¢ili A L. Tyz bod viak vytne piimka
X Y na r, nebot jest s piimkou X 4, konjugovand k polu L
a poldrni roviné $ 5 R. N ‘

Zcela obdobn&- bychom urtovali povrchové piimky jdoucy
jednotlivymi body pimky p; je-li D prisetik piimky S K
s pimkou p, a @ prisetik piimky A’, L s pifmkou q, jest
pifmka £ @ druhd povrchovd pfimka oskulatnihe hyperboloidu
jdouci bodem (. Stopa tet¢né roviny v bodé D jest totozna se
stopou r tetné roviny v bodé X. : '

Je-li nynizborcend plocha ddna rozvinutelnou asymptomckou
plochou a pifmkou g, jest konstrukce oskulainfho hyperboloidu
tato: Oskulatni hyperboloid obsahuje opét mimo pfimky a, q
jesté pfimky p, b symetricky polozené dle stfedu S tohoto osku-
la¢ntho hyperboloidu ; bod S jest bodem &dry dvratu asymptotické
plochy poloZeny v roving piimek' a, p, které jsou rovnobé&zny
s tetnou h této cdry dvratu v bod& S. Spojuice d priseéiki
4A,, A’, ptimek a, g, resp. p, b, probihd bodem S, takze 4, S=— S 4’,
a jest soulasné sdruZenym primérem oskulainiho hyperboloidu
vzhledem k rovin& jdouci stiedem S rovnobé&zné s rovinou pifmek
a, g, resp. b, p. Tato rovina sele asymptoticky kuzel hyperboloidu
mimo pifmku h, jesté v piimce I, rovnobézné s piimkami' b,
resp. q. Asymptoticky ktzel oskulaénfho hyperboloidu jest tedy
stanoven jakoi#to kuZzel druhého stupné o vrcholu S, oskulujic
asymptotickon rozvinutelnou plochu podél hrany h a dotykajict
se roviny piimek I, d podél piimky I; jeho stopu na libovolné
roving bychom dle ptedeslych pozndmek snadno nalezli.

Budiz nynf zborcend plocha ddna asymptotickou rozvinu-
telnou plochou S a daldi Fidici plochou rozvinutelnou S,, jednotlivé
povrchové pimky obdrzime, vedeme-li v teénych rovinich a,
plochy S, tetny plochy S,, rovnobézné s dotytnymi pfimkami
Tovin a. ¥

Jsou-li m, n, resp. m,, n,, t¥dy ploch S, resp. S,, a stupné
Jejich #dicich” ploch, jest stupeti vytvotemé zborcené plochy
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(m <+ n) m,;; nebot libovolnd nekonetné vzdélend p¥imka protina
n m, primek v konetnu polozenych a mimo to m m, pi'imek
nekoneéné vzdalenych.

Stanoyme oskulainf hyperboloid podél jedné pi’imky a
urtené hofejsim zplisobem. Oskulaéni hyperboloid obsahuje mimo
to jests pFimku p, rovnob&Znou s a a symetrickou dle sttedu S,
v némz se rovina a téchto p¥imek dotykd t4ry avratu asympto-
tické plochy a kterym prochdzi pfimka h této plochy s témito
primkami také rovnob&zn4d. Rovina tetnd a, plochy S,, obsahujici
ptimku a, dotkne se ¢dry tvratu v bod& S, a p¥isluind povrchova
piimka plochy S, jdouci timto bodem vytne na piimce a jejf
dotyény bod A, s plochou S,, kterj jest soutasné dotyénym
bodem roviny e, s oskulaénim hyperboloidem. Jest patrno, Ze
rovina § vedend stfedem S- rovnobéZné s rovinou a, obsahuje
ptimku h a jest konjugovand k priméru S 4, vzhledem k asympto-
tickému kuZeli ¢ oskulaénfho hyperboloidu. PonévadZ tento kuzel
¢ oskuluje mimo to asymptotickou plochu S podél hrany h,
miZeme jednoduchym obratem sestrojiti také jeho konjugovany
primér g k rovind S, h. Kuzel , opsany oskulaénfmu hyper-
" boloidu s bodu S, bude se ho dotykati tedy v jisté kuZelosetce

u,, jejiz rovina bude prochaizeti bodem A4, a bude rovnobé&ins
s primérem g; kiivka u, bude tedy obsahovati bod A’, na
ptimce p v prisetiku s piimkou g’ vedenou rovnobézné s g
bodem A,, nebof primér g jest polozem v roving piimek a, p.
Dotyénd pifmka kuZele o, s rovinou S, p jest tedy pfimka S, 4’
a mimo to oskuluje tento kuZel plochu S, podél hrany S, 4,.
Tim jest kuZel o, iplné stanoven; jeho dvé teiné roviny vedené
.88, jsou téz te(‘,nymx rovinami kuZele o.

Konstrukei mizeme provéstl tak, Ze stanovime stopy u, u,
kuzeli ¢, o, na libovolné roviné g, majicf k danym Gtvardm
obecnou polohu.

Kuzelosetka u oskuluje stopu plochy S v bod& 4, v némé
primka h sete rovinu ¢ a m& ve stopd b roviny g _]douci bodem
A a v bodé B, v ném% piimka S A, protind rovinu g, poliru
a’ji phdruieny pél; Steinerovou parabolou bodu 4 ziskdme opét
pol L stopy | roviny S, A. Piimka S L jest dfive oznatenf

primér g . ’ .
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Pomoci pimky g’ vedené rovnob&Zné s g bodem A, ob-
drzime na pifmce p.bod A4',. Tyto body promitnéme nyni s bodu
S, na rovinu p. Bod 4, promits se do bodu 4, na stopu roviny
tetné a, a v ném oskuluje se kuZelosetka u, se stopou rozvi-
nutelné plochy S,; bod A’, promitd se na stopu roviny S, p
do bodu A’,: této stopy se v tomto bod® dotyks také kuzelo-
setka u, a lze ji tedy také snadno sestrojiti.

Urteme nyni prisetik M piimky S 8, s rovinou g, ktery,
jak patrno, jest poloZen na piimce | a sestrojme jemu konjugo- .
vany bod Z na této pfimce pomoci involuce konjugovanych bodii.
Jednim parem tétb involuce jsou prisetfky G, N piimky |
s pfimkou A4, A’, a se stopami rovin a,, resp. S, p, které se
obé protinaji na pifmce | v bodé N centrdlni bod obdrzime na
spojnici stredun 0, kfivky u, s polem L"” pFimky l. Bod L" jest
v priisetiku roviny o a piimky g” vedené bodem S, rovmob&zné
k pifmece g a zapadd do pHmky vedené bodem N rovnobézné
se stopou roviny a, v niZ lezf body 4, B, L.

Pouzitim dplného Etyfrobu nalezneme. nyni k bodu M kou-
jugovany bod E. Pii sestrojeni stfedu 0, miiZeme pouZiti opét
Steinerovy paraboly pro bod A, pfi ¢emZ soudasné jest bod N
pélem piimky 4, 4',.

Spojime-li ddle bod E s bodem L", obdrzimu - poldru m,
bodu M ke kuZeloselce u,, a s rovinou S, m, jest rovnobézna
rovina kiivky u,, podél niz se kuZel ¢, dotykd oskulatniho hy-
perboloidu. Stopa roviny S, m, na roviné ¢ jest piimka m,,
rovnob&znd s piimkou m, a prochdzejici prisetikem L' piimek
g adl. ‘ ' :

Oznatime-li prisetik pifmky m, s ptimkou I H, a prise¢ik
piimky h s g’ #, jest prisetik 0, pimek S S, a H F stiedem
kuzelosetky u,. Kuzelosetku tuto lze pak jiz zcela snadno se-
strojiti, nebof teény jeji v bodech 4,, 4,’ prochdzejici prfisetikem
V ptimky H I s pfimkou 8, N, kterd jest také rovnob&ind
s ptimkeu h. )

K¥ivku u, stopu asymptotického kuzele ¢ na roviné g, snadno
nyni nalezneme; nebof M a priselik J pfimky | a ptimky m,
vedené bodem L rovnob&zné s pfimkou m,, jsou konjugované
body kuZelosetky u a sestrojime-li tedy k bodu 4 bod A’ har-
monicky k témto bodim M a J; bude bod tento daliim bodem
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kfivky u; tetna v ném vedend dobtha do bodu L. Pondvadz
zndme oskulaci v bodé 4, lze ji dle pfedeslych method snadno
stanoviti. .

7 predeslych ivah jest patrno, Ze miZeme sestrojiti zbor-
cené plochy tak, aby stFedy oskulaénich hyperboloidi byly po-
loZeny na dané prostorové krivce a jeji povrchové piimky pro-
tinaly jinou danou kfivku, nebo se dotykaly dané rozvinutelné
plochy.

Zvlastnf piipad nastdva, volimeli asymptotickou plochou
plochu kuzelovou; v tomto piipadé jsou velkeré oskulaéni hy-
perboloidy soustredné.

Jako priklad uvedme nejprve plochu ttvrtého stupné, kterd
jest dana asymptotickym kuZelem -druhého stupné a pfimkou;
vy3etfme obecn&jsi pifpad, kdy plocha jest ddna pfimkou gq
a kuZzelosetkou dotyénou X v konetnu poloZenou na dané ku-
zelové plose S o vrcholu S; predpoklédame 7e pifmka q md
ke kuZeli S polohu obecnou.

Ptfmka q jest dvojnou pfimkou zborcené plochy.

Libovolnym bodem 4, ptimky q prochdzeji dvé p¥imky a, a
spojujict bod A, s body 4, A’ kuZelosetky X, v nichZ se tetné
roviny kuzele S vedené bodem 4, kfivky .~ dotykaji. Podobu&
i v libovolné roviné B, kterd proch:izi pfimkou q jsou poloZzeny
dvé piimky b, b, které spojujf pruseéiky B, B roviny 8 a kuzelo-
seél\y ' s prisetiky B,, B, pHimky q s teényun rovinami ku-
Zelové plochy sestrojenymi podél piimek S B, S B.

Ponévadz tyto tetné roviny tvof{ pro veskeré polohy ro-
viny B involuci, jejiz rovinou Fidicf jest poldrni rovina = pri-
setiku I’ piimky q s rovinou kuzelosedky , tvofi i body B,, B,
involuci bodovou, jejiz dvojné body jsou body P a prisedik .Q
pimky g s rovinou 7. Také body B, B tvoti na kfivee ~ involuei,

" jejimz pélem jest bod I. Pkimky b, b protinaji se tedy na ro-
viné 7z a prisetiky jejich napliiuji dvojnou kuzelosetku ,\ né-
lezejici vytvofené zborcené plose; tato kuZelosetka prochdzi
bodem @ a vrcholem ¥dfefho kuzele S. Bodem Q prochizeji
totiz dvé ptimky zborcené plochy, které jsou soulasné s ptimkou
q v jedné roving, kterd obsahuje pél O stopy 0 roviny 5 q na
toving kfivky 2. Bod S jest prisetikem dvou torsilnfch hran
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¢, ¢ zborcené plochy ; tyto hrany jsou prisetné povrchové pimky
#idiciho kuzele s rovinou S q a priisetiky jejich C, C s ptimkou
q jsou kuspiddlnimi body dvojné pfimky: tetné roviny podél
téchto hran obsahujf bod O. Dle toho bude se dvojnd kuZelosetka
/\ v bodech @ a S dotykati pitimek O ¢, O S.

Jak patrno, jest bod O pélem jisté -involuce na kiivee A,
projektivné pfifadéné involuci na ptimcee q; v bodovych dvojindch
involuce (/\) protinaji se dvojiny povrchovych pfimek zborcené
plochy, které vybfhajf ze dvou pFidruzenych bodd involuce (q).
Obdrzime tedy na této ploSe oo' prostorovych Ctyfihelnikd, jichz
spoletnou diagondlou jest pfimka q; drubd proménlivd diagondla
probfhd bodem O a vytind na kiivce /\ dvojinu pFidruZenych
bod.

Prisetiky 1), D', v nichz rovina = kiivky /\ protind
ktivkn =, jsou kuspiddlnfmi body dvojné kuZelosetky; piislusné
torsdln{ hrany d, d’ jsou tetnami kiivky X v hodech D, D" a
probihaji, jak patrno, bodem P. '

Roviny obsahujici dvé povrchové piimky zborcené plochy
tvoFi nejen svazek na ose g, nybrz obaluji jesté kuzelovou plochu
druhé tiidy, jejimz vrcholem jest bod (. Na roviné S q obaluji
stopy téchto rovin kuzelosetkr © dotykajici se torsdlnich hran
¢, ¢, piimky g v bodé § a stopy o roviny S q na roviné kfivky >
v bodé R, ktery lezi na piimce p spojujici body 1), 1'. JelikoZ
teéné roviny zborcené plochy podél torsalnich hran ¢, ¢ prochs-
zeji bodem O, nedotyka se kfivka £ torsilnich hran ¢, ¢ v ku-

spiddlnich bodech C, (' nybrz v bodech, které jsou poloZeny na
piimce, kterd vzhledem k bodu S oddé&luje harmonicky p¥imky
0 a q. Jak z pfedchozich vyvodd vysvitd, 1ze k¥ivku £ vytvofiti
jakozto obélku spojnic dvou projektivnych fad privé na téchto
pfimkich o, @ poloZenych; v téchto i‘adéch prislusf spoleénému
bodu P, body @ resp. 1.

Jest patrno, Ze pomoci kuzelové plochy O & a svazku rovin
kol ptimky q miZeme danou zborcenou plochu vytvofiti zpd-
sobem dudlnim k pfedeslému, nebof opét. jisté involuci rovin na
piimee q ptidruzena jest projektivné jistd involuce te¢nych rovin
kuzelové plochy OR; obé& tyto involuce vytinaji na roving ku-
Zelosetky -3 involuce paprskové kolem bodd P°, O tak, ze &tyk-
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stran tvofeny dvéma konjugovanymi dvojinami paprskid ma
ostatni &tyfi vrcholy poloZeny na kiivce . Tyto vrcholy tvoii
na kuzeloseice > bodovou involuei £tvrtého stupné, jejiz Fidief
kfivka tfetf t¥idy rozpadd se na svazky paprskové o vrcho-
" lech 0, P, R.

Z tuvah téchto plyne, Ze vytvofend zborcend plocha jest
unikursdlni a sama sobé dudlni; obsahuje nejen dvojnou ktivku
trettho stupné, rozpadlou na p¥imku a kuZzeloseCku ji protinajici,
ale také rozvinutelnou plochu tteti tiidy obalenou dvojnymi
tetnymi rovinami a také rozpadlou na jednoduchy svazek rovin
a plochu kuzelovou druhé tiidy, majici se svazkem jednu rovinu
spoletnou.

Proting-li pimka q kuzelose¢ku >, nebo dotykd-li se
pi{mka q Fidici kuZzelové plochy, dostivdme zborcenou plochu
tietiho stupnd; v prvém pripadé jest pifimka q dvojuou pfimkou
a jejf jednoducha dalsi ifdiei pfimka e spojuje pél O stopy @
roviny S q na roving kiivky 3 se stiedem perspektivnych fad
na pifmkach o, q, pti ¢emZ libovolnému bodu A4, pfimky q od-
povidd prisetik pffmky o s poldrnou rovinou pimky S A4,
vzhledem k fidicimu kuzeli S. _ '

V druhém piipadé, kdy piimka q dotykd se tidiciho kuzele,
. jest piimka q jednoduchou Fidicf pifmkou zborcené plochy; jeji
dvojndsobnd piimka d jest poloZena v polérné roviné » pruse-
¢fku P p¥imky q s rovinou &ary X vzhledem ke kuZeli S a pro-
chazi mimo to dotytnym bodem druhé teény vedené bodem I° ke
kiivee 2. Protind-li pfimka q kuZelosetku X a lezf-li pfi tom
soucasné v teiné roviné ifdici kuZelové plochy S, redukuje se
zborcend plocha na plochu stupné druhého.

Pro plochy, pfi nichZ jest kuzel S asymptotickym kuzelem,
platily by tvahy zcela obdobné.

Sur les surfaces réglées dont la développable asymptotique
est donnée.
Par Dr. Jos. Klobouéek.
(Extrait de Particle précédent.)
Dans ce travail je donne la solution d'un probléme qui
est un cas particulier du probleme de construiredirecte ment
I'hyperboloide osculateur le long d’une génératrice quelconque



107

d’une surface réglée qui est déterminée par trois courbes gauches,
ou trois surfaces développables, dont deux sont infiniment
voisines. h

Jai montré dang un autre travail’comment on peut effect-
uer la solution de ce probleme général par une méthode directe,
ici je donne quelques modalités constructives qui se présentent
dans le cas ou les deux courbes infiniment voisines sont situées
a linfini sur Ja développable asymptotique. .

Nous considérons d’abord une surface réglée determinée
par la développable asymptotique S et par une autre courbe
gauche ~, située hors de la surface S.

On cherche d’abord les génératrices, 'ordre de la surface
et la trace u, de Phyperboloide osculateur’ qui appartient & une
génératrice a, sur le plan osculateur ®, mené dans le point
d’intersection 4, de a avec la courbe ). Nous construisons en
méme temps la trace u du cone asymptotique de I’hyperboloide
sur le méme plan, en nous rapellant que les points de laréte
de rebroussement de la développable asymptotique sont les
centres S des tous les hyperboloides osculateurs, que la conique
u, est osculatrice de la courbe >, dans A, et que u est la co-
nique de méme qualité de la trace de la développable asympto-
tique dans le point d'intersection // d’une certaine de ses gé-
neratrices h||a avec le plan w, de cette courbe.

. En se gervant de quelques propriétés de la parabole con-
nue ordinairement sous le nom de Steiner qui appartient au
point H de la conique u, nous pouvous tracer le diameire o de
nos deux coniques et déterminer le péle G de la droite AHP,
ot AH=— HP, par rapport & la conique u,. Nous appliquons de
uouveau la parabole de Steiner au point A, de la u, et nous tra-
con un sautre diameétre 0,. Nous avons alors lec entre commun O

des coniques u, u, et il est facile de les construire complétement.

Alors nous avons la trace u, de I’hyperboloide oscula-
teur et tout son cone directeur et il est lui méme bien connu.

Puis on considére le cas particulier ou la courbe =, est une
droite q, mais la courbe > et sa développable S qui détermi-

nent sur S une autre courbe infiniment voisine A ‘2 ont une
position finie.
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On peut construire directement les génératrices X de
Vhyperboloide osculateur le long d’une génératrice a de la sur-
face reglée qui passent par des points X pris librement sur la
génératrice a. On peut éviter ici la construction de la trace u
de I'hyperboloide sur le plan osculatur @ de la courbe X menée
dans le point A dans lequel la droite a rencontre la courbe 3.

En continuant, nous posons la courbe X dans linfini,- la
surface est alors déterminée par une droite q et par la dévelop-
pable asymptotique S. Le dernier cas principal donne la déter-
mination de la surface reglée par la développable asymptotique
S et ‘par une autre surface développable S,. Nous obtiendrons
les génératrices a de cette surface si nous menons dans les plans
tangents a de S les droites tangenfes & la surface S, paralleles
aux droites correspondantes de S situé dans a.

Nous donnons l'ordre de la surface et la construction de
I’hyperboloide osculateur. Nous cherchons d’abord le cone asympto-
tique o de cet hyperboloide dont le centre est un point S de
I'aréte de rebroussement de la surface S, et l'autre cone g,
circonscrit a 1’hyperboloide du points de contact S, du plan
tangent «, de S, contenant la génératrice a avec l'aréte de
rebroussement de la méme surface: Le point de contact 4, de
a avec S, donne le point de contact du plan «, avec I’hyper-
boloide osculateur. Le cone o est un cOne osculateur de la sur-
face S le long d'une génératrice h|]a et la droite S4, est con-
juguée au plan B||a, mené par le centre S.. Alors hous
pouvons construire son diametre g conjugué au plan S;h. Le
cone o, posséde avec I'hyperboloide osculateur une courbe de
contact u, dont le plan passe par le point 4, et est parallele
a la droite g. '

Si nous désignons maintenant p la droite situé de méme
sur 'hyperboloide paralléle et symétrique de a par rapport au
centre S, on voit bien que la courbe u, contient le point d’inter-
section A’, des droites p, " ou g'|| g parle point 4,. La droite
de contact du cone o, avec le plan S,p est donc la droite S, 4,
et parceque. en méme temps ce cone oscule la surface S le
long de la droite S, 4,, il est compldtement déterminé. Ses deux
plans tangents menés par la droite SS, sont aussi tangents
au cone o. '
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Pour effectuer la construction, nous considérons les traces
u, u, des cones o, ¢, sur un plan g quelconque.

D’aprés les notions précédentes, en appliquant les procedés
indiqués d’abord, on peut construire premierement la conique
U,, puis u, méme. Puis nous trouvous facilement u.

Nous voyons de ce qui précéde que nous pouvons considérer
les surfaces réglées données par une courbe gauche ou par une
surface développable dont tous les hyperboloides osculateurs
possédent, par rapport a un plan arbitrairement donné, des poles
qui sont des points d’une autre courbe gauche, donnée d’abord.

En fin, nous donnons V’exemple d’une surface dé quatridme
ordre  qui 'est donnée par une droite g et par une conique X
située sur un cone S de deuxiéme degré dont le centre S est
le pole commun du plan de la conique, par rapport aux tous
hyperboloides osculateurs de la surface reglée. Dans le cas
particulier le point S peut ¢tre le centre de tous ces hyperbo-
loides. Si la droite q rencontre la conique X ou si q est situé
généralement dans un plan tangent du cone S, nous aurons une
une surface du troisitme ordre. Si ces deux cas se preséntent
simultanément, nous avons une surface du deuxiéme ordre.

(O krivkach, jichz normaly hovi jisté podmince.

Dr. Ant. Pleskot v Plzni.

Budiz déna pimka p na ni bod M a mimo nf bod 4. Je-li
B libovolny bod kiivky, jiz médme stanoviti, pak urieme osu
tisetky A4 B, jez pfotne piimku p v bodé P. Oznatme MP =t
a urteme na p bod @ dle podminky MQ — f(f), pfi cemz f(¢)
Jest funkce dand. Piimka B@Q m4 byti normalou kfivky v bodé B.

Volme pimku p za osu pravodhlé soustavy k p. za osu Y;
(obr. 1,) kolmici s bodu A na osu Y za osu z, jich prisetik
budiz 0. Soufadnice bodu A mecht json (z,0), bodu B (z,y),
pofadnice bodu A budiz i. :

Jest tedy: ‘

OM =1, MP=t  MQ@=/f(®

— x _2+y'—a
0e=y+om OP="—7——
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