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Jacobiova véta o Kkfivotarych trojuhelnicich
V prostoru.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. Na dané konvexnf ploSe sestrojme kfivolary trojuhelnik
o thlech «, 8, 7, jehoz strany jsou geodetickymi &arami plochy;
stftedem pomocné koule o poloméru rovném 1 vedme poloméry
rovnobézné s normdlami plochy sestrojenymi v jednotlivych
bodech na obvod$ trojihelnika «gBy. Tak obdrzime na povrchu
koule novy trojihelnik «,f,7,.

Dle Gausse jest obsah sférického obrazce e,8,7,

P=atp4r—mn 6

Ponévadz normaly plochy splyvaji v bodech obvodu egy
§ hlavnimi normdlami obloukd ef, fy, ye, jest «,B,7, sféricky
obraz hlavnich normél téchto tif oblouki.

Jacobi') shledal, Ze rovnice (1) plati vibec pro sféricky
obraz a,f,7, hlavnich normdl k¥ivocéarého trojihelnika o ihlech
o, B, y, jestlide oba oblouky stjkajici se v kterémkoli z jeho
vrchold maji tam spoleényj smér hlavni mormdly. (Véta 1.)

Vychdzeje z této véty odvozuje Jacobi geometrickymi
tvahami ndsledujici vlastnost prostorovych kfivek, ve které na-
l6z4 ,pravy pivod“ véty L:

Nekoneéné maly iihel, ktery sviraji dvé soumezné rekti-
Sikaéni primky, rovnd se prirdsthu hlu @ sevieného binor-
malou a rektifikaéni primkou. (Véta IL.)

1) C. G. J. Jacobi: Demonstratio et amplificatio nova theorematis
Gaussiani de curvatura integra trianguli in data superficie e lineis brevis-
simis formati. (Journal fur die r. u. angew. Math. Bd. 16. p. 344 ~350;
1837 nebo Ges. Werké Bd. VIL) - :

10
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Jacobi nezavddi do svych uvah rektifikaéni pffmky, nybrz
rovinu ¢ rovnobé?nou k dvéma soumeznym hlavnim normdldm.
Uhel této roviny a roviny oskulaénf rovnd se @hlu @, nebot
rektifikaéni pfimka jakoZto prisek dvou soumeznych rektifikaénich
rovin stoji na rovin& ¢ kolmo. ‘

V pojedndni vySe citovaném jest dokdzéna véta II. geome-
tricky i analyticky; v pojedndni pozdéjiim %) nalézdme novy jeji
geometricky dikaz i t. zv. véty Craigovy (viz odst. 5.). —

Cilem tohoto ¢ldnku jest zjednoduSiti analyticky dikaz
Jacobiiv uzitim oznaleni v differencidlni geometrii kiivek dnes
obvyklého a odvoditi z v&ty I1I. pfesn&j’i formulaci véty I

2. Budiz s délka oblouku prostorové kiivky, R jeji polomér
kfivosti a T polomér torse; cosinusy thld, které sviraji teina,
hlavni norméla a binorméla s osami souradnymi, oznatime takto:

Ox | Oy | Oz |

’

4

tetna a a a

(2)

hlav. normdla b v | o

4 144

binormadla c ¢ c

Determinant 3. fddu, jehoZ elementy jsou cosinusy, jest
orthogondlni a roven - 1; kazdy jeho element rovnd se pii-
slufnému minoru. Plati zndmé rovnice
a4 a4+ a"* =1, ac+a'c +a"’c" =0, a'd" —a"b" =c¢

®3)
atd.

TFi cosinusy v kazdém sloupci schematu (2) vyhovuji difte-
rencidlnim rovnicim (formule Frenetovy)

da b db__ a_ ¢ de_b

ds —_ R’ ds— R I’ ds— T°
Rektifikatni rovina bodu (z, ¥, 2)

bX—2)+ 0 XY —y)+b"(Z—2)=0 ®)

“)

2) Jacobi: Uber einige merkwurdige Curventheoreme (Astron. Nach-
richten Bd. 20. p. 115—120; 1842 nebo Ges. Werké Bd. VII).
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protind soumeznou rektifikatnf rovinu v piimce rektifikatni r,
kterd prochdzi bodem (xyz). Jeji poloha jest uriena thlem O,
jej%z svird s binormdlou. Uhel @ &fitim kladné od binormaly
k tetné (0 =< O << #); tim jest ustanoven i kladny smér pfimky 7.
Cosinusy jeho nazveme 4, u, ». V obr. 1. jsou naznateny primét

Obr, 1. Obr. 2.

kiivky do rektifikatni roviny a kladné sméry binormily, tecny‘
a pifmky » pro 7= 0. Z rovnice (5) vypotteme

A=asin 0O+ ccoc®
u=2a'sin @ 4+ ¢’ cos O
v =a" sin © -4 ¢' cos O}
sin@:-{-,—L—, COS@:——L_. (6)
VBt T VBT
Derivujme rovnice pro 4, u, » dle s a dosadme za ;—Z, %, ‘oo

pfisluiné hodnoty z (4). Ponévadz jest

 Sin@®  cos ®
_“e + .T —'Oa

vychdzi

di . ae
-d?_(a cos O — c sin @)FE

a podobné dvé rovnice pro Ef% a (Z—Z Settenim &tverci obdrzime

At -+ dpt 4 det = de*
Tim jest véta II. dokdzéna, nebot levd strana v této rov-

nici rovnd se ¢tverci nekonetnd malého oblouku na sférickém
10*
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obraze rektifikatnich ptimek, t.j. &tverci Ghlu, ktery sviraji dvé
soumezné pimky rektifikatni. Z rovnic (6) vypotteme derivo-
vanim

ar ar
o Ba— T N
ds —  RYJT7% @

3. Piistupme nyni k dikazu véty I., ktery obdrzime obra-
cenim postupu Jacobiova (srv. odst. 1.).

Na obvodé daného kfivodarého trojihelnika ¢y volime smér
od « pfes # ku y za kladny; tim jest ustanoven jednak kladny
smér binormil a rektifikatnich piimek a tedy i hodnota thlu
O v kazdém bod& obvodu, jednak uréity smér na sférickém
obraze hlavnich normdl e,8,7,. Hodnoty dihlu @ ve vrcholech
a8y oznatime takto:

na oblouklr -v bodd | ©
af ‘ o ¥
ef B 7
Br g | « )
By 4 Za
7 g B
Yo @ B

Oblouky «f, g7, 7a nesmi obsahovati body singuldrni;
staciondrni oskula¢ni roviny nejsou vylouleny.

O sférickém obrazu e,,y, hlavnich normél pfedpokld-
ddm, ze .

1. omezuje konvexni obrazec o ploiném obsahu P, a

2. pfi obéhu od e, pfes 3, ku y, leZl vnitfek tohoto
obrazce po levé strané pro pozorovatele, ktery se nalézd vné
koule, - ' t

Tyto predpoklady vyZaduji (viz oddivodnéni v odst. 4),
aby podél celého obvodu «3y platila nerovnost

‘ ' ar dR

RE——T%<O 9)
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aneb, srovndmeli se vzorcem (7):

ao
s < 0. (9a)
Plocha P jest urfena znimym vztahem
P =2z —1, (10)

kde 7 znalf obvod ¢dry poldrni ku «,f,7,. Cdra I méd Sest Césti:

1.) 3 oblouky hlavnich kruZnic o délkéch (7 —e,), (7w — B,),
(m — 7,), které odpovidaji Ghlim e, g,, 7,;

2.) 3 oblouky /,, 1,, I, poldrnf k obloukim g@,7,, 7,,, 8, @,
{oblouky %; jsou sférickymi obrazy rektifikatnich pffmek pro
oblouky Sy, ra, af).

V&echny tyto Cdsti jsou velitiny kladné. Rozdily "(w — «,)
atd. jsou jist® kladné, pondvadz P jest konvexni. Differencidly
obloukd 7; jsou dle véty II. co do absolutni hodnoty rovny pii-
slugnym differencidlim dhlu 6. Ponévadz vak @ s rostoucim s
se zmenSuje — viz (9«) — bude

s(p) -
“ ] "
l, = y —d—s.ds_a — o
(/)
a podobné, uZijeme-li oznafeni tab. (8),
h=p—p h=r—1"
V obr. 2., jehoZ rovina dotykd se pomocné koule v bodé
a,. jsou naznateny 1.) C4sti obloukd y,a,, «,8,; 2.) kolmice
r,, r, k témto obloukim v bod® «, sestrojené, jeZ jsou rovno-
b&zné s rektifikanimi piimkami obloukdt ye, ¢ v bodé «;
8.) piimky b&,, b, rovnobézné s binormdlami poslednich obloukii

. A
v bodé «. Uhel b,b, vypliuje se s Ghlem « na 180°. Z obrazce
poznime — srv. s oznatenim (8) — Ze

7o 4y =n— A B
Piipojime-li dalsi dvé rovmice pro vrcholy g, a y,, obdrzime
tii rovnice
o, =a-+1 —B"
B,=2 + o' ="
=1y +8—2
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kterymi 1ze eliminovati «,, 8,, 7, z rovnice

P=2r—(r—a,+n—0,+n—yp, +1, +1F1)
e +ﬁ1+71 —a' 4 e —p gt =y~
Vysledek eliminace vede k hledané rovnici
P=a+4pf+7—m L
4. Diikaz véty I priavé uvedeny jest tieba doplniti odi-
vodnénim nerovnosti (9). Za tim twtelem sestrojime rovinu o
nejvétsi kruznice (na pomocné kouli), kterd se v bodé M (b, V', b*)

dotyké stérického obrazu hlavnich normal. Bod 3 — viz oznateni
v odst. 2. — odpovida jisté hodooté s; bod N sférického

obrazu o soufadnicich

1 d% °
b+d¢ ds-—i—2 ds"ds +y
ab’ 1 a%’ . .
b'+—’ az-g.2d2 ds? + ..., (11)
db” 1 d**

l)”+ d + 2 dn d +

odpovidd hodnoté (s+ ds). Stted koule (potatek soufadnic) budiz
S; smér kolmice SS' k roving ¢ urifme tak, aby tii pfimky:
SM, SN a SS' mély obdobnou vzdjemnou polohu jako osy x,
y, 2. Pondvadz pro lim ds = 0 jest

88 | SM, SS' 1 SN,
plati pro cosinusy p, g, » sméru SS' zndms tméra

b v v b b
prasr=| A || @ db || b av | (12)
ds ds ds ds ds ds

kazdy determinant na pravo mé totéZ znameni jako stejnolehly
¢len na levo. .

Rovina ¢ mé rovnici

X —=0)Fq (XY —=V)+r(Z—0b") =0; (13)
jeji positivﬁi strana jest ta, ze které vystupuje SS’. Vypottéme
vzddlenost D bodu N od této roviny: do levé strany (13) do-
sadime za X, Y, Z soufadnice (11) bodu &V, a ve vysledku
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substituce vynechdme nekonetnd malé velidiny ¥fddu tfetiho
a vy§&ich. Ponévadz

ldb udb”._
+b =T =0

vychdzi
1 aw’ arp”
D“_( ds”+ T dsz)
Abychom urtili znamenf D, zavedme na misto p, q, r
d?b
ds’ dst
uzivajice vztahti (4) a (3); tak obdrZime po- snadné redukei
vyraz .

imérné determinanty (12) a vyluéme pak derivace

1 ds? aT dR
3 R"T2(R T%)’

jenz md totéZ znamenfi jako D.

Pii ob&hu od M ku V zlstdva (v blizkosti bodu M) sférickd
kiivka pro pozorovatele vné koule se nalézajictho na levo, t. j.
na negativni strané roviny o, je-li D << 0. Nalézdme tedy sku-
tetns podminku (9) diive uvedenou jako disledek predpokladd,
které byly uéinény o sférické kiivce «,8,y, v odst. 3.

Nerovnost (9) nebo (9«¢) plati dle odvozeni jen pro regu-
lirni oblouky kiivky; nemiiZzeme z ni usuzovati, Ze jest ,8,7,
konvexni i v rozich «,, 8, 7,.

5. Vyhovuje-li sféricky obraz e,8,y, zminénym piedpo-
kladim, jest spravnost véty I. nepochybnd. AvSak tato véta plati
také v jinjch pifpadech, kdy ty pfedpoklady nejsou splnény,
Zajimavy pifklad poskytuje ndsledujici véta, kterou Hoppe3)
piipisuje Craigovi, kterou viak jiz diive dokdzal Jacobi?): ‘

Sféricky obraz I hlavnich mormdl wuzavrené prostorové
L¥ivky I' déli pomocnow FKulovou plochu na dvé édsti stejného
obsahu.

Predpoklddd se oviem, Ze smér hlavni normaly I se spo-
jité ménf a Ze I nemd dvojného bodu.

3) R. Hoppe: Bemerkung zu einem Satze von Craig (Archiv d. Math.
u. Physik. 2te Reihe. 2. Theil. p. 103—106; 1883). Srv. {é%z A. Laurent:
Traité d’Analyse t. VIL. p. 73.; 1891,
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Tato véta jest specielnim pifpadem véty I. pro
ce=f=y=m=
P —pl=a — = — " =0.
Piedem miZeme ukdzati, Ze kiivka I nemiZe byti nikdy
konvexnf (vyjimaje piipad, kdy by se redukovala na hlavnf

kruZnici pomocné koule). ILevd strana nerovnosti (9) md totiz
stejné znameni s vyrazem, ktery obdrzime derivaci podilu
T:R

dle s. Tento podfl jest periodickou funkef s (perioda — délce
tary I'); musi tudiz miti aspoii jedno masimum a jedno mini-
mum, t. j. jeho derivace a s ni zdroveri levd strana nerovnosti
(9) nebo (92) méni znameni. Na kiivee I stiidaji se ¢dsti kon-
vexni s konkdvnimi; jedny od druhych jsou oddéleny ,sférickymi
inflexemi“, totiz body, ve kterfch md hlavnf kruznice koule
s tarou I dotyk 2. stupné.

V téch bodech méni — viz (7) — velitina d© znameni.
Pro konkdvni €4sti obvodu I/ vychdzeji ptisluiné &ésti obvodu I,
jenZz se vyskytuje v rovnici (10), negativng. To souhlasf s okol-
nostf, Ze (10) plati pro libovolné uzaviené obrazce; I jest soutet
vngjsich Ghld, jednd-li se o obylejny sféricky polygon; obecné
jest I integrdl kontingenéniho thlu, jenz je meéfen podél obvodu
obrazce. Vn&j& dhel (resp. differencidl koutingen¢nfho hlu)
jest ¢&itati kladn& pro konvexnf ¢4sti obvodu, zaporné pro konkavni.

Véta na potitku tohoto odstavee vyslovend jest tedy
spravnd, al nerovnost (8) nemiZe byti splnéna ve viech bodech
uzaviené &dry prostorové.

6. Ku konci uvddim jednoduchy piiklad kfivoéarého troj-
thelnfka, pro ktery Jacobiova véta I. neplati. Vrcholy trojihel-
nfka o, 8, y maji soufadnice

e (0,1, 0, 8(—1, 0, %), v (% 0, 1).
Jeho stranami jsou:
1. of ... Ctvrtina zdvitu zdvitnice na rotatnim vélci
2ty =1
vyska étvrtiny zdvitu jest %, torse jest zépornd..
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2. ay ... oblouk, jenz vznikd z pFedeSlého rotaci o 90°
kolem spole¢né hlavni normély obou obloukid v e.

3. Bdy ... oblouk rovinné kiivky bez inflexniho bodu,
kterd leZi v roviné zz; jeji normaly v bodech 8 a y koinciduji
s hlavnimi normédlami obloukd Ae, resp. ;ec.

P
yko1)
ﬁ(”l”/ 4
?
0] X
x
2
%(9, 1,0)
d
¥
Obr. 3.

Na obr. 3. jsou Sipkami naznafeny sméry hlavnich normél
ve vrcholech o, 83, 7.

thly trojahelnika ofy jsou patrné
“:’g“, B=¢, r=a—y9,

znalf-li ¢ ostry dhel, v némZ zdvitnice protind hrany vilce.
Sférickfm obrazem hlavnich normédl jsou dva kvadranty 7,e,,
«,(3, pomocné koule a oblouk hlavni kruznice #,7,, jenz obndsf
3 kvadranty. Povrch koule jest tedy rozdélen na dvé Cdsti
(z nichz ani jedna nenf konvexnf) o plochdch

3n bn
Px:':?) P2:—2—.
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Naproti tomu jest
7

e+t —n=45.
Rovniei (1) 1ze viak vyhovéti, jestliZe na pravé strané za
« volime vypukly thel ?’2—% misto —n—; pravd strana rovnd se

2
pak plofe P,.

Jak soudil II. Poincaré o vztazich mathematiky
k logice.”

Napsal dr. K. Vorovka.

Checeme-li nabyti ptehledu v té veliké rozmanitosti myslenek,
které Poincaré ve svych polemikdch éasto jen nadhodil, uéinime
snad nejlépe, seskupime-li latku kol nékolika hesel:

Intuice co extralogicky pvrincip mathematického poznani.

Mnozi logikové uéf, Ze mathematika co véda jest povahy
vylu¢né deduktivni; ze kazdy postup, kterym mathematika z pravd
jiz poznanych vyviji pravdy nové, jest jen pfechod od obecného ku
zvldStnimu, a Ze tedy kaZzd4 novd pouctka, kterou chceme do-
kézati, jest vlastné jiz v zdkladnfch definicich obsaZena. Kdyby
tomu tak skutetné bylo, pak by celd mathematika nebyla neZ
jedinou ohromnou tautologif. Kazdy mathematicky theorém dal by
se proméniti v logickou indentitu @ == a. K tomu stagilo by pouze
misto viech pouzivanych védeckych ndzvi dosaditi jejich smysl
vyjédfeny ‘zdkladnimt definicemi.

S timto ndzorem Poincaré nesouhlasil. Vzdyf na pt. co chvili
tteme prdce jednajici o zobecnéni té neb oné poutky, a to jest
patrné krok od zvl4stniho k obecnému. Zfiskdvé-li tedy mathema-
tika nové pravdy --- které nejsou poubymi tautologiemi —, musi
tato véda miti néjaké prostiedky extralogické, na logické principy

*) Rozsifeny vyhatek z pfednsgky >H. Poincaré co filosofc, konané
vJ. C. M aF. v lednu 1913.
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