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Zakladové projektivni geometrie.

Studujicimn strednich gkol podava dr. Jos. Kounovsky.

1. Staf tato slouziz studujicim naSich stfednich 8kol jako
maly doplnék jich geometrickych uéebnic, v nichZ z geometrie
projektivni neni mnoho obsazeno. Seznaji z ni projektivni vytvoro-
vini kuZeloselek z bodi a tecen. Realistim Casto vyskytnou se
podobné ulohy v deskriptivni geometrii, i budou moci kuzelo-
secky, jichZ osy neb sdruZené priméry nejsou zndmy, piesnéji

N

Obr. 1.

rysovati sestrojenim dalich prvkd bodovych a tetnovych. Vse-
obecné pak mohou tyto Fadky sezndmiti ¢tendfe struéné s nej-
zdkladnéjsimi vztahy bohaté vétve geometrické; na studium po-
drobnéjsi z naSich ¢eskych utebnic Ed. Weyra ,Projektivnd geo-
metrie“ a Vine. Jarolimka ,Zakladové geometrie polohy* nezbyva
jim jist& Casu v dobé&, kdy ,Prilohu“ odebiraji.

2. Souhrn vS8ech bodi dané ptimky zove se Fada bodovi.
Dang piimka jest osou Fady.
‘ Souhrn v8ech piimek prochézejicich v roviné danym bodem
“ zove se svazek paprskovy. Dany bod jest stred &i vrchol svazku.

~ Jednotlivé body fady nebo paprsky svazku sluji prvky nebo

elementy. Pfimka nazyvd se téz wnositelkou bodové Fady, bod
nositelem paprskového svazku.

Spojime-li body A4, B, C, D, ... na piimce » s bodem N,
ktery lezi mimo » (obr. 1.), vytvofi se paprskovy svazek a, b,
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¢, d, ... Kazdému bodu fady pifsludi urtity paprsek svazku.
Svazek ten sluje zor dané fady.

Protneme-li obrécené paprskovy svazek «, b, ¢, d,.
piimkou #, kterd neprochdzi jeho stfedem N, vytvoii se bodovd
fada A, B, O, D, ... Kazdému paprsku svazku pfislusi urcity
hod Fady. Rada ta sluje #ez daného svazku.

3. Zvolime-li vbodové fadé dva zdkladni body A, R, sluje

%g délict pomér bodu C vzhledem k bodim
zékladnim. Utvoiime-li je$té délici pomér hodu I vzhledem
k tymz bodim zidkladnim, zove se podil

AC 4D

BC * BD
dvojpomérem Ctyt hodd A, B, ¢, D vzhledem k zékladnim
bodim A4, 73 a znali se symbolicky (ABCD).

Pro &tyii paprsky a, b, ¢, d téhoZ svazku zove se podil

podil vzddlenosti

sin ac_sin ad

sin be ' sin b ‘
Jich dvojpomér vzhledem k zikladnfm paprskim a, b a znadt.
se symbolicky (abed). Délici pomér na pf. paprsku ¢ lze nahra- ‘
diti pomérem kolmic sestrojenych kterymkoli jeho bodem na
paprsky zdkladni.

Dvojpomér &tyr paprski svazkw rovnd se prislusnému
dvojpoméru v kterémkoli jich vezu.

Budiz v v obr. 1. kolmice sestrojend bodem N na piimku
n. Pak
2. ANNAC = AC.v= NA.NC. sin uc
2. \N\NBC = B(C.v= NB.NC.sinbc
a délenim
AC _ NA sinac
BC ™ NB sinbe’
Obdobné pro prvky D a d plati

AD _ NA sinad
BD ™ NB sinbd
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a d&lenim obou rovnic
AC AD _ sinac sinad
BC* BD = sinbc sin bd
t. j. vskutku (ABCD) = (abed).
‘Patrné i obrdcené plati:

Dvojpomér étyr bodi Fady rovnd se prislusnému dvo j-
poméru v kterémkoli jich zoru.

Obr. 2.

4. Jsou-li dvé bodové fady A, B, C, D, ... a A', B,
¢’y D', ... na n resp, n' fezy téhoz paprskového svazku a, 3,
¢, d, ... o vrcholu N (obr. 2.), nazyvaji se perspektivni rady
bodové. Kazdému bodu jedné ¥ady jest prirazen & sdruen je-
diny uréity bod fady druhé. Priseéfk fad I = P’ jest bodem
samodruénym. Jeito

(ABCD) = (abcd) a (A'B'C"D") = (abcd).
jest i (ABCD) = (A'B'C'D"), t. j.
v perspektivnich Faddch rovnd se dvojpomér Kterychkoli étyv
bodd jedné Fady dvojpoméru sdruienych bodi Fady druhé.
Jsou-li dva paprskové svazky a, b, ¢, d, ... a o, ¥, ¢,
~d’, ... o vrcholech N resp. N' zory téze bodové fady 4, B,

J, D, . . .nan (obr. 3.), zovou se perspektivni svazky paprskové.
Kazdému paprsku jednoho svazku jest prirazen ¢i sdruden je-



Obr. 3.
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diny uréity paprsek svazku drubého. Spojnice obou vrchold NN’
jest paprskem samodruinym p = p'. Jeito

(abed) = (ABCD) a (a’b'c'd’) = (ABCD),
jest i (abed) = (a’b'c’d’), t. j.
v perspektivnich svazcich rovnd se dvojpomér kteryjchkoli étyr
paprski jednoho svazku dvojpoméru sdrudenych paprski svazku
druhého.

H. Budiz v obr. 4. ddna fada A, B. C, D, ... na n;
utvofme jeji zor paprskovym svazkem a, b, ¢, d, . .. ze stiedu
N; svazek N protnéme fadou »', tu promitnéme ze stfedu N’
svazkem o', ¥, ¢/, d’, ..., svazek ten protnéme fadou n*,
utvofme ddle zor této ze stiedu N atd.

Rada n jest perspektivni s »’, »' s n” atd., svazek N jest
perspektivni s N, N' s N“ atd. T jest

(AB('D) = (abed) = (A'B'C'D') = (a'b'c'd’) =
(4"B"C"D")y = (a"b"¢c"d") = atd.

Viimneme-li si blize fady » a »" (nebo »"‘ atd.), sezni-
vame, Ze kazdému bodu fady » piisludi jediny uréity bod fady
n' a Ze dvojpomér kterychkoli &étyf bodi fady jedné rovna se
dvojpoméru sdruzenych bodd fady druhé. Rady ty nejsou per-
spektivni, nejsouce tezy téhoz svazku. Zovou se projektivni
Fady bodové. ’

Obdobné ve svazcich N a N (nebo N/ atd.) piislusi
kazdému paprsku jednoho jediny urtity paprsek druhého svazku,
dvojpomér pak kterychkoli Ctyf paprski jednoho svazku rovnd
se dvojpoméru sdruZenych paprski svazku druhého. Svazky ty
nejsou perspektivni, nejsouce zory téze fady. Zovou se projel-
tivni svazky paprskové,

Pfi tomto pt¥ifazovdani prvkd jednotlivych utvard jest téz
ziejmo, Ze priisetiky fad » a »" a spojnice vrcholi svazkii N
a N” nejsou prvky samodruznymi. K priseéiku P iad » a »”
sestrojen P' a z toho odvozen P’ > P. Obdobné k paprsku
g = NN" sestrojen ¢‘ a z toho odvozen ¢ = q.

Dvé fady bodové '

Dva svacky paprskové
sebe vytvoremy postupnym sestrojovdnim Fezii a zortk (Fetézem

zovou se projektivni, jsou-li ze
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perspektivnich vad a svazka). Kaddému bodu jed’.’ ¢ fady
paprsku jednoho svazke

bod Fady druhé.

paprsek svazkw druhého.

Finové skupiny prokd maji t4% dvojpomér.

prislusi jediny uréity SdruZené Ctve-

6. Projektivni vztah dvow bodovich Fad jest wréen znd-
mosti tFi dvojin sdruZengch bodd obou Fad.

Pritadime bodim A, B, C fady » body 4', B, C' tady n'.
Pak mozno ku kazdému bodu D ¥ady » urtiti jednoznacné sdru-
zeny bod D’ tady #'. Nebof v rovnici (4‘B'C'D') = (ABCD)

e

; 1 moZno vypodisti

) . 4
zndme pravou stranu a délici pomér BO

Al {
BD
jektivita skute¢né existuje, ukdzeme dale.

Jestlize na ftaddch » a »' zvolime sdruzené body A4’
BB’ a tieti dvojinu C = C’ oznalime specielné v prisetfku
obou, pak jsou zvoleny Fady perspektivni; 44’ a- BB’ protinaji
se ve vrcholu svazku, jehoZ fezy jsou obé dané Fady.

délici pomér a bod D' pak sestrojiti. /e jedind tato pro-

Projektivni vztah dvow paprskovich svazkd jest wurden
zndmosti t¥i dvojin sdruenych paprski obou svazki.

Budtez N a &N’ vrcholy svazkl, v nichz libovolné zvoleny
dvojiny sdruzenych paprski aa’, bb’, c¢’. Pak mozno ku kazdému
paprsku d svazku N uréiti jednozna¢né sdruzeny paprsek
svazku N'. Vypolet déliciho poméru déje se jako u fad, pro
sestrojeni pouzijeme fezu A', B, ', D' svazku N’ pomocnou
pfimkou a sestroji se D’ z rovnice (A'B'C'D’) = (abed);
d' = D'N'. 7e jedind tato projektivita skutetné existuje, ukd-
zeme dale.

Jestlize ve svazcich N a N’ zvolime sdruZené paprsky
aa', bb' a treti dvojinu ¢ = ¢’ oznalime specielnd v spojnici
NN, pak jsou zvoleny svazky perspektivni; spojnice priseéiki.
asa abs b urtuje fadu, jejimiz zory jsou oba dané svazky.

7. V obr. 5. jsou ddny na piimkich », a n, dvé projek-
tivni fady tfemi dvojinami sdruzenych bodi 4,4,, B, B, a C,C,.
Sestrojiti D,, ddno-li libovolné D,.
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Spojme bod A, s body A,, B,, C,, ... paprsky a,, b,,
¢, ... a bod 4, sbody 4,, B, C,, ... paprsky a,, b, ¢, ..
Svazky a,, by, ¢, ... 8 a;, b, ¢;, ... jsou projektivni, jezto
v8ak spojnice vrchold 4,, 4, jest paprskem samodruznym, jsou
svazky ty perspektivni a jsou zory téze fady », = B,, C,, . . .,
stanovené body B, = b, . b, a C;, = ¢, . c,. PiHmka n, zove se
perspektivni osa fad n, a m,. Spojnice 4,D, protind ji v D,,
spojnice 4, D, urtuje na n, zédany bod D,.

Retéz perspektivnich utvard o nositelich n,, 4,, n,, 4,,
n, odivodiiuje rovnost dvojpoméri (4,8, C,D,)=(4,B,C,D,),
&éimz konstrukce ozfejména a ukdzdno, Ze projektivita dvou bo-
dovych tad, urtend tfemi dvojinami sdruZenych prvki, skute¢né
existuje.

Snadna dvaha vysvétli, Ze perspektivni ‘osa protind obé rady
v bodech sdruzenjch s priise¢ikem obou rad (0, = P,).

(Dokouéeni.)
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