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kol bodu ¢ ¢imZ obdrzime
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To jest véc pro mathematickou applikaci nadmfiru dile-
zitd, o temz snad jednou na tomto mistdé promluvime.

Geometrické dikazy parametrické vlastnosti

kuzelosedek.
Sdéluje V. Jerdbek.

V élanku jednajicim o parametrické vlastnosti kuzelosetek*)
byla analyticky dokazdna vlastnost tato: V kuZelosecce (M), je-
7i& hlavni osou je AB = 2a a wvedlejsi CD = 2b, postavené
kolmice MN, MP na tétivy AM, BM vytinaji na AB vsek

2
PN = 2p — 2%.
V nésledujicich fddcich dovolim si jeSté podati geometrické
dikazy této vlastnosti.
1. Pretvoime orth. affinitou ellipsu (M) v krubh (M) =
(AB)**) dle osy AB a poméru %***). Bud RM pofadnici

bodu M ellipsy (M) a RM, pofadnici bodu M, kruhu (3,). Je
tedy .
RM __ b

*) Viz 41. ro¢nik Casopisu str. 229., Ptiloha str. 69,
*¥) (4B) znati kruh o primeru 43.
*%%) Sestrojeni ponechava se &tenafi.
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V trojibelnicich pravotihlych A MN, BMP

RM?2
AR . RN = RM?, RN = %,
. 23
+PR.RB—= RM? PR = Rﬁ]]ll;
Seétéme PR 4+ RN — RM* %.

V trojihelniku pravodhlém AM,B
AR . RB= RM?,
a ze PR+ RN= PN a AR + RB = 24,
RM?
N = ———
P 2a R

prolez se zfetelem k rovnici (1)
2

PN =2 % =2p,
{mz hotej$i vlastnost dokdzdna.

2. Bud ddna hyperbola (M) (obr. 1.) a na ni kdekoliv bod
M, jehoz pofadnice je B,M | AB. Pretvoime opét orth. affi-

Obr. 1.

nitou hyperbolu (M) v byperbolu (3f,) dle osy AB a poméru

L Tim pHdruzime bodu M bod M, na (M,), takze T2
a R, M,

—
—
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—Z—. Asymptoty OL, OL, jsou homologickymi pifmkami soustav

affinnich 3, 3, v nichz (M) a (3,) jsou si piidruzeny. Zmi-

néné asymptoty protinaji tudiz vrcholovou teénu BL v homo-

logickych bodech L, L, soustav X, 3); prolez gf{‘—:-z_,aie
1

BL = b, jest BL, = a == OA. Z toho jde, ze (M,) je rovno-

strannd hyperbola.

Hyperbola (M,) a kruh (M,) = (AB) jsou v perspektivné
kollineaci involutni; osa kollineaéni je jedna spoleénd tetna hy-
perboly (M,) a kruhu (M,). na pf. BL, pak je stted kollineatni
v dotyéném bodé druhém « t&chto kfivek. Spoletnd tbéznice
kollinedrnych soustav =,, 3, je vedlej§i osa C,D, hyperboly
(M,). Budtez M,, M, na paprsku jdoucim stfedem kolline-
atnim B homologickymi body hyperboly (M,;) a kruhu (M,).

Piimka OM, soustavy 2, je homologickd s pifmkou jdouci
bodem &, v soustavé >, rovnobé&zné s AB; samodruzny bod S
téchto pfimek ¢ili jejich prisetik lezi na ose kollineatni BL.
Trojihelniky M, M,S, AM,O jsou homothetické dle jejich spo-
le¢ného vrcholu A, jakozto stiedu, a ponévadz strany 04, OB
v trojihelniku 4 M,0 jsou stejny, maji i jejich pfisluiné strany
M8, M,S v trojihelniku M, M,S délku stejnou. Vyznatme na
4B patu I, pofadnice R,M, | AB krubhu (3,). Body R,, R,
jsou homologické v soustavach 237, ., proeZ oddéluji R,, R,
body -4, B harmonicky, tak Ze prochdzi te¢na kruhu (#,) v bodé M,
bodem R, a tetna v bod® M, hyperboly (M,) bodem R,.
Jeito ve Ctyidhelnfku M, R, M,S, ktery ma p¥i vrcholech M,
M, pravé uhly, M,S = M,S, je téz R,M, = R/M,. V troj-
thelnicich pravodhlych A¥ N, BMP

R 2
AR, .RN=FR, % RN —= ’%1_,
1
— J 2
BR,.R,P=R,M R P= %}1;’_,
. 1
AR, — BR, _ .
protez NP =R P — RN =R M 4 —pp - & 2
l .
" RM b

AR, — BR, =2a, AR, . BR, =R M} = R, 3, = @
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bude koneéné
b‘l
jako pii ellipse.

3. Vlastnost uvedend pii parabole, jejiz vrchol je A4,
ohnisko F, potadnice PM | AF a MN | AM,plyne z rovnice

MP*=2p . AP,
kterd se odvozuje z trojihelnika pravouhlého FMP, v némz

FM—_—AP-{—% a FP:AP—%,

a kterd plati téz o trojihelniku pravoihlém AMN, jen tehdy,
kdyz PN =2p. Mame tedy jako v piipadech ptedeSlych

PN = 2p.

Obr. 2.

4. Uvedenou vlastnost lze téz edvoditi methodou deskript.
geometrie.

1°. Bud opét ddna ellipsa (obr. 2.) nebo hyperbola
(obr. 3)) hlavni osou AB=2a a vedle)si CD = 2b. Danou
kuzelosetku znamenejme (M) a jeji rovinu ». Kolmice posta-
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vené v bodé C na AC, BC protinaji AB resp. v bodech E, F
(obr. 2.) nebo F, E (obr. 3.), tak Ze OIf = FO je parametrem

2
p = —b(;— kuzblosetky (M),

Kruh (BF) méjme za podstava orth, kuzele v (BF), jehoz
vrchol v zvolme v dané vySce Bv | =, a zobrazme ve sklopené
poloze obrysové pi{mky vB, ¢F kuZele kolmici o'B ku AB
a spojnici »'F. Vyznatme bodem o', v némz «'F sete Auw'|| B',
sklopenou polohu prisetiku « pfimky v/’ s kolmici postavenou
ve vrcholu 4 na 7. Rovina ¢ pfimkou CD kolmo na rovinu
(ABv) = » proloZend a bod « obsahujici promitd se na » do
9, & protind piimku Bv v bodé §, jenZ je s bodem & soumérné
poloZen dle stfedu O. Zobrazime-li té% o', a sklopenou polohu
8" bodu g, budou body «', O, 8’ lezeti v téze pfimce ¢', a
0p' = O«'. Body «, f jsou vrcholy a «f osou hlavni kuzelo-
setky (m), ve které o kuZel »(BI') sete, a jejiz druhé dva
vrcholy jsou priseéiky C, D stopy Po = C'D roviny ¢ s kruZnici
(BF). Rovina g | » je tak poloZena, Ze kuZelosetka (m) v obr. 2.
md CD za osu vedlej§i a je ellipsa, kdezto v obr. 3. jsou jeji
vrcholy na C0 imagindrné a kuZelosetka tedy hyperbola. Pri-
mét (m,) kuZeloseCky (m) na roving » = (4Bv) ve sklopené
poloze je zobrazen tusetkou o'f’ == (m',), kterd je v obr. 2.
délky kone¢né a v obr. 3. nekonetné, avsak jen z tdsti vyznadené.
Promitneme-li kuzelose¢ku (m) na =, dostaneme danou kuZelo-
setku (M), nebof vznikly primét mi s (M) spoletné osy 4B,
CD, z nichz CD v obr. 3. idedlnd zobrazuje imagindrnou
délku osy hyperboly. Ze je tomu pii hyperbole skutetnd tak,
Jjesté pozdéji objasnime.

Prolozme nyni kuZzeloseékou (m) plochu kuZelovou druhou
u (m), jejiz vrchol w je soumérné poloZen s vrcholem v kuZele
prvnfho dle sttedu O a jehoz sklopend poloha na Ao’ je
w (W0 = Ov’). Jeito kuzelosedka (m) je dle stiedu O sou-
mérna, piislugi kazdé povrchové pifmce kuZele jednoho urditd
dle stfedu O soumérnd pifmka druhého; zvldsté pak obrysovym
piimkdm Bv, Fv prvniho kuZzele ndleZeji obrysové pifmky na
kuzeli druhém Au || Bv, Eu|| I'v, jejichZz sklopené polohy jsou
Au' || Bv', Eu'|| Fv'. Ze soumérnosti kuzeld dle O vysvita, Ze
jejich stopy (BF), (AE) na rovind = jsou téz dle O soumérny.
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Protnéme plochy u (AE), v (BF) rovinou ¢ || #, jejiz pri-
mét o, || AB na » je ve sklopené poloze ¢, || AB, v kruZnicich
(ap), (bn) o primérech ap, br zobrazenych tsetkami o'p’ = ap,
U'n' = bn, které sklopené obrysové piimky kuZeld vytinaji na
d'y || AB. Spustme s bodd p’, ' kolmice p’'P, »'N na AB, pak
jsou na = kruhy (4AP), (BN) priméty kruhiiv (ap), (bn), které
se na roviné ¢ protinaji v bodech m, m' ndleZejici kuZelosetce
(m). Z toho soudime, ze prisetiky M, M* kruhiv (4P), (BN)
jsou na primétu (M) kuzelosetky (m).

Je ziejmo, ze MP | AM, MN | BM a ze NP =xp’
— FFE = 20L.

V trojiahelniku pravodhlém AEC (obr. 2.) usek OF —

2
%?:—i— = p, kdezto v trojihelniku BEC (obr. 3.) OE =
oC* __ b

B0 =7 = tedy v ‘obou piipadech NP =— 2p, &imZ opét
parametrickd vlastnost ellipsy a hyperboly na jevo vychdzi.

Povrsky wm, vm kuZeli maji své priméty v AM, BM a
své stopy v bodech G, H, vnichz AM, BM protinaji kruhové
stopy (4F5), (BF); rovina (uwvm) obsahuje vSak pifmku uv ma-
jici na # svou stopu vbodé O, prochdzi tudiZ stopa GH roviny
(wvm) bodem O. Z toho plyne jednoduché strojeni bodd M ku-
Zelosetky (M) trojihelnfkem GHM, jehoz strany GM, MH a
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HG otadeji se resp. kolem pevnych bodd 4, B, O a jehoz dva
vrcholy G+, H pohybuji se resp. po kruZnicich (4E), (BF); tteti
pak vrchol popisuje kuzelosedku (47).

Tetna kuzelosetky (m) v bodé » mé svou stopu T na
stopé C'D roviny ¢, v niz (m) lezi, a je urlena prise¢nici tecnych
rovin kuzeld # (AFE), v (BF) v jejich spoletném bodé i,
tak ze stopy téchto rovin tetnych prochizeji stopou 7'; jedna
z nich dotykd se kruhu (AE) v bodé G a druhd krubhu (BF)
v bodé H. Vyznatime-li tedy jednou nebo drubou z téchto tecen
na CD bod 7, dd ndm spojnice 7'M telnu koZelosetky (M)
jakozto primét teény Z'm.

Stane-li se (obr. 3.) GOH spoletnou teinou G,0H,
kruhiiv (4E), (BF'), budou promitati se do rovnobézek AG,, BH,
rovnob&zné povriky wf¥,, vH, kuZeliv w (AE), v (BF), pak ale
vzddli se bod m po kuZelosetce (m) a M po jejim primétu (M)
do nekonetna. Zcela tak vede nds druhd spoleénd teéna kru-
hovych stop kuzeld k druhému wbéznému bodu kiivky (M),
ktera je tedy hyperbola. Jeji jedna asymptota je stanovena stie-
dem O a smérem AG, || BH,, a druhd je s ni dle 4B sou-
mérné poloZena.

Nyni jeité blize objasnime, Ze hyperbola ndmi uvazovana
a kterou zatim (M,) znamenati budeme, je s hyperbolou danou
(M) totozna. Ze obé maji spoleénou osu hlavni 4B, je patrno,
zbyva ndm tudiz je§té ukdzati, ze maji téz vedlejdf osu CD
spoleénou.

Pfimka AG, necht OC protne vbodé (', bude tedy OC,
vedlejsi poloosou hyperboly (M,). Pri hyperbole dané v troj-
thelniku BCE

0C*=B0.0F =uqa . OFE,
potence bodu O vzhledem ke kruhu (4E) je

0G; =04 .0E=ua.OE,
z rovnice této a predeSlé vychdzi, ze
0C=0aG, ... (2)

Uhel 0C,G, = AEG, = 0G,C,, nebot prvni dva jsou
dopliiky hlu OAC, a druhy v kruhu (4AE) je dhlem obvodo-
vym nad tétivou AG,, s niz tedna OG, svir tfeti hel. V rov-
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noramenném trojihelniku OC, G, je tedy

0C, = 06,
z rovnice této a (2) jde, Ze
0C, = 0C,

a ponévadz OC, a OC jsou téhoZz sméru, je C, == C.

Maji tedy (M,) a (M) spoletné osy 4B, CD, protez jsou
totozny.

Budtez w., ©p (obr. 2. a obr. 3.) stiedy kruhiiv (AE), (BF);
stfedy w,, @, kruhiv (ap), (bn) lezf na rovnobé&Znych pifmkach
stfedovych uw,, vop kuZeliv a maji na # své priméty ve stiedech
wp, oy kruhiiv (4P), (BN). Rovnobéiné stiedové ptimky vytinaji
ve sklopené poloze na AB a o', stejné délky w4 vz = o', ',
a 7e op oy = ﬁ)'p ﬁ)’n, je €% wp oy = ws0=— AF. P el-
lipse absolutni délka AF — a — p a pii hyperbole AF —
a4 p, kdez 40 =a a FO = p. Tedy:

Posine-li se tsecka w4 wp do wp oy = w4 wp @& Sestroji-
me-li ze stredid wp, wn kruinice (AP), (BN), protnou se tyto
v bodech M, M* kuZelosecky (M), majici AB za osu hlavni a
CD za osu vedlejsi.

Roviny 6., 6z prolozené vrcholy e, # kuZelosetky (m)
rovnobéznd s z protinaji plochy kuzeliv « (4E), v (BF) v kru-
zich *), jejichZz priméty na =~ majf s (M) styk étyfbodovy a je-
jichZ poloméry rovnaji se parametru p. Jsou tudiz priméty do-
téené kruhy kiivosti kuZelosetky ve vrcholech 4, B a do jejich
sttedd promitaji se body, ve kterych stredové piimky ww,, vws
protinaji roviny 6, op.

2°, Protnéme kuZel v (BF) (obr. 4.) rovinou ¢ proloZenou
primérem CD | BI' kruhové podstavy (BF) rovnobéZné s ob-
rysovou pi¥imkou oF (o', || Fv') v parabole (m), jejiz priimé&t na
n je zobrazen parabolou M, majici svij vrchol v B a proché-
zejici body C, D. Vyznaéime-li na (M) jako obr. 2. a 3. bod M
kruhem (BN), ktery je primétem kruhu (%), v némZ rovina
6 || = (¢’ || AB) kuzel sete, bude spojnice prisetiku m', = (¢;.0";)
s bodem M stiti v bodd P kolmo na BF. I v tomto piipadé
n'N stoji kolmo na BF. Znamenejme stdlou délku stejnych

*) V obrazcich 2. a 3. nejsou zobrazeny.
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isekit Fop = n'm', = NP = 2p, utiiime na onB délku F, B
= BR = ;p a oznatme P/, —x a PM —y. V trojihelnfku
pravoihlém MPF
MF* = a* + y°,
kdez
y* = NP . PB=2p (z + 3p)
v trojabelniku pravoihlém BM.N; protez

MF,%* = z* + 2pz + p? = (z + p)*
a MF, ==z 4+ p = PR.

Obr. 4.

Je tedy vzdalenost bodu M od bodu F, rovna vzdélenosti
téhoz bodu od piimky Ry’ || Bv, z tehoz jde, Ze I, je ohniskem
a Rr' ptimkou ¥idicf paraboly (M), tak Ze NP —= Fwp — 4F\ B
= 2p, kdeZ p znati parametr paraboly (M).

Téz je zfejmo, Ze rovnobéznd rovina s primeétnou = pilict
isek Av na obrysové piimce B» protind piimku stfedovou vwp
v bodé f,, ktery na # promitd se do ohniska F, paraboly (M).
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