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Eine Bemerkung iiber stetige Verteilungen.
‘ Von Bedtich PospiSil, Briinn, '
(Eingegangen den 18. Dezember 1940.)

Dieser Aufsatz ist eine ergéinzende Zusatzbemerkung zu meinen
zwei letzten Abhandlungen,!) woraus ich alle Bezeichnungen iiber-
nehme. Insbesondere ist 4 ein fester Boolescher Ring mit Eins-
element e, @ die Gesamtheit aller heschrankten stetigen Vertei-
lungen auf 4 (vgl. MF. Einleitung). Mit ¢ (mit etwaigen Indizes)
werden immer Elemente von @ bezeichnet. Laut MF. 1I, Bemer-
kung 2 auf S. 332 sind die Summen und Produkte und allgemeiner
alle stetigen Funktionen endlich vieler ¢ im Bereiche @ eindeutig
bestimmt, so da man statt ¢ e ¢, + @, bzw. ¢ € ¢;, und allge-
meinér statt ¢ € g(gy, . . ., pa) fiir jede stetige (reelle) Funktion g
von n reellen Verinderlichen ganz einfach ¢ = ¢, + ¢, bzw.
@ = @@, und allgemeiner ¢ = g(¢, . . ., ¢,) schreiben darf.

1. Eine reelle Homomorphie von @ ist eine auf @ erklarte
(nicht identisch verschwindende reelle) Funktion 4, die den Bedin-
gungen h(p, + @5) = ke, + gy und h(pygy) = ho, . by, geniigt;
mit » (mit etw. Indizes) bezeichne ich immer reelle Homomorphien
von @, Der Stetigkeitsbegriff fiir 2 wurde in Vert. I erklart. Es
gilt nun folgendes:

b ist immer stetig.'

(Ich weiB nicht, ob Entsprechendes unter allgemeineren Voraus-
setzungen iiber @, wie z. B. in Vert., gilt.) '

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Ist || < ¢, ¢ > 0 rational, so

ist |hp| < e Also sei g(x) = « + ¢, v(z) = V:v fir > 0 und
sonst v(x) = z. Dann verschwindet ¢,(j) = @(g—1(j)) fiir jedes
Intervall j, das lauter negative Zahlen enthalt. Wir schreiben

1) Die erste (Uber die meBbaren Funktionen) ist in den Math.
Annalen 117 (1940), S. 327 erschienen; zitiert: MF. Die zweite ;Von den
Verteilungen auf Booleschen Ringen) soll gleichzeitig mit dem vorliagenden
Aufsatze in den Math. Annalen 117 oder 118 erscheinen; zitiert: Vert.
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ferner p* = (@g)o (vgl. den Anfang des Beweises von Satz 1in
Vert.). Laut Vert. (a) sind %o und ¢* Elemente von @ und man sieht
ohne Miihe, daB ¢, = ¢*.¢* ist. (Denn ¢*(j;) . p*(ja) = @*(5),
wo j die Gesamtheit aller nicht negativen Zahlen in 3,7, bezeichnet.
Und man hat ja P*(j) = Po(v—1(7)) C @(j*), wo j* das Intervall
aller zy mit x ej; und.y e, ist.) Also 1st nach Vert. (b) und (d):
0 < (ho*)? = hogy = ho + hg, = hp + &, d. h. —e < he.

Setzt man zweitens ¢(z) = —x + ¢, so s1eht man ebenso:
hq) < E. <
~2. Wenn man nun in den Beweisen von Vert. Sdtz 1und MF. II
Satz @ wie im vorliegenden Aufsatze erklart, so sieht man, daB alle
in diesen Beweisen vorkommenden ¢ immer in @ bleiben. Also:

Vert. Satz 1 und MF. II Satz gilt auch fir unser @,

Daraus folgt: ’ '

h ist immer ein Charakter von @ im Sinne von MF. S. 333.

3. Man kann nun in @ die Norm || ¢ || als die untere Grenze
aller M > 0 mit || < M einfithren. Laut Vert. (j) ist || ¢ || die
obere Grenze aller hp, wo % alle Charaktere, oder was nach 2 auf
dasselbe hinauskommt, alle reellen Homomorphlen von @ durch-
lauft. Also:

Die Norm in @ ist durch die Algebm n P voll&tandzg bestimmid.
Dabei verstehe ich unter der Algebra in @ die Regel, die gewissen
Paaren ¢,, ¢, eine Summe @, + @, und ein Produkt @@, in & zu-
ordnet. (Allgemein kann es Paare geben, denen keine Summe oder
kein Produkt im Sinne von MF, S. 332 entspricht.)

Man kann nun & als einen metrischen Raum auffassen. Unter
~ der Entfernung g(¢;, ¢s) von ¢, und ¢, wollen wir die obere Grenze
aller | hp, — he, | verstehen. Ist o(¢;, @) = 0, s0 hat man immer
hg, = hg,. Da nun die k, (MF. I) zu unseren % zu zihlen sind
(MF. I Hilfssatz 3) und ¢ laut MF. I Hilfssatz 2 durch die Angabe
samtlicher %,p eindeutig bestimmt ist, so folgt daraus P = Pa
Also sieht man, daB ¢ wirklich eine Metrik ist.

Ist insbesondere @ = @, — @5, 80 ist || @ || = o(¢n, @), also ist
unsere Metrik zur oben erklarten Norm vollkommen passend einge-
fiithrt worden, .

Die Metrik von D ist durch die Algebra in d) vollig bestimmd,.

4. Unser nichstes Ziel ist zu zeigen, daB auch umgekehrt
unsere Metrik die Algebra in @ eindeutig bestimmt. Dazu wollen
wir uns eines topologischen Modells bedienen. e sei das Stonesche
Modell von A4, d. h. der (bis auf Hombomorpluen vollig bestimmte)
bikompakte Hausdorffsche Raum, in dem jede offene Menge
Vereinigung von Bausteinen (d. h. gleichzeitig offenen und abge-
‘schlossenen Mengen) ist, 4 (bis auf Isomorphien) dem Ringe aller
Bausteine in e gleich. Fiir Punkte = von ¢ nehme man die Prim-
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ideale 7 in A und zwar derart, daB mea mit anonex gleich-
bedeutend ist. Ferner sei K der Mengenkbrper aller b 4 ¢, wo b ein
Baustein.und ¢ eine Menge der ersten Kategorie in e ist. Laut 2
und MF. II Satz nebst Zusatz entsprechen unsere % den Punkten x
von e eineindeutig; man schreibe A = &,. Schreiben wir nun f,(x) =
= hap, sohaben wir der Verteilung ¢ eine Funktion f, zugeordnet.
Aus MF. VI Satz 1 (nebst Beweis und Zusatz 2) und Vert. (i) folgt:

fo it auf e stetig und in K mefbar.
~Und umgekehrt:

 Ist f auf e stetig und in K mepbar, so gilt f = /q, fir eine (und
nur. eine) Verteilung ¢.

Kraft MF. VI Satz 1 ist nimlich unserer Funktion j eine
Verteilung ¢ zugeordnét; und man hat {'= fo- Denn laut 1. c. ist die
auf e stetige Funktion f — f, bis auf eine Menge der ersten Kate-

_gorie gleich Null. Nach dem zweiten Abschnitte von 1. c. Beweis
ist das Komplement einer Menge der ersten Kategorie in e dicht,
also verschwindet f— f, iiberall.

@ ist durch f = f, laut MF. I Hl].fssatz 2 emdeutlg bestlmmt

- 5. Ein Ring, in dem eine Metrik erklart ist, heiBe ein metrischer
Ring, wenn die Summen und Produkte stetige Funktionen der
Paare ihrer Glieder sind.

Die vollstindige Halle H des Raumes kann (m einer einzigen
Weise) als-ein metrischer Ring aufgefaft werden.

. Dabei ist natiirlich die Algebra von @ in die von H eingebettet.

Beweis. Nach dem Obigen entsprechen die ¢ gewissen stetigen
Funktionen f, auf e. Alles wird gezeigt, wenn wir beweisen, daB die
Gesamtheit aller stetigen f auf e die vollstindige Hiille des Raumes .
aller f, ist. Ist eine solche.f mit || f|| < M gegeben S0 mbge das
Intervall — M, <+ M durch d1e Punkte

nh=—MN<p< <pu<Pn+1—+M

in n gleiche Intervalle emgetellt werden. j; sei das abgeschlossene
Intervall p, pp+1. Die Lange aller j; ist I = 2M [n. Ferner sei j* das
mit jz konzentrische offene Intervall von der Linge 21 und cg der
Mittelpunkt davon.

Nun ist Fp = f~(ji) eine abgeschlossene und G = f~1(j%) -
eine offene Menge in e; Fz C Gi. Also kann man Fj durch Bau-
steine C @ iiberdecken. Wegen der Bikompaktheit kann man mit
einer endlichen Uberdeckung ausreichen und die Vereinigung v;
dieser Uberdeckung ist ein Baustein, Fj C vx C Gi. Da die Mengen
F ganz e erschopfen, so ist auch die Vereinigung unserer v; ganz e
gleich. Man kann nun Teilbausteine oz von v derart wa.hlen, daB e
noch von den o; iiberdeckt wird, dabei aber unsere o zu je zwei
punktfremd ausfallen.’
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Man setze fa(x) = 2, falls 2 € 0z. fz ist auf e stetig und in K
meBbar und man hat [|f—fa || <l Also ist f der gleichmaBige
Limes der Folge fs und laut 4 kanr man f, = f, fiir ein passendes
(von 7 abhingiges) @ schreiben. Damit ist alles bewiesen. Man hat
sogar folgenden Zusatz:

Der Raum H ist normiert und dem Raume F. aller stetigen
Funktionen auf e in allen Hinsichten isomorph. .

D. h. es gibt eine eineindeutige Abbildung von & auf H, die
alles (Norm, Algebra und auch stetige Operationen) ungeandert
laBt. Auf H konnen niémlich nicht nur Summen und Produkte,
sondern auch fiir jede stetlge Funktion g von N reellen Vi rander-
lichen die Elemente 8 = g(s;, . . ., 8 N) € H, 83 ¢ H, erklart werden und
zwar auf eine einzige Weise, wenn sie auf. @ gleich den friiher einge-
fithrten und als 0perat10nen auf H qtetlg (in der ganzen Argu-
mentengruppe) ausfallen sollen.

6. Und nun sehen wir schon, daB d1e Algebra in @ dur¢h
die Metrik in & vollig bestimmt ist. Durch @ ist namlich die voll-
standige Hiille H gegeben und man hat:

Die Metrik von H bestimmt den Ring A emdeutzg

" Denn die Metrik von H bestimmt nach 5 dle]emge von <,3§ Und
dadurch wird nach M. H. Stone?) der Raum e, also auch der ng 4
aller- Bausteine in e vollig bestimmt. Ich behaupte noch: -

. Die"Algebra von H bestimmi den ng A emdeutzg

.- Denn die Algebra von H best1mmt nach 5 die Algebra von %
Und dadurch wird die Metrik von &, also alles bestimmt.

Man kann dies in wenig Worten herleiten. Vor allem kann
man die Uberlegungen von 1 und Vert. Beweis von Satz 1 von @
auf & tibertregen. Aus 4 in Vert. Satz 1 sieht man, daB fiir jede
reelle Homomorphie » von & immer w = Af ein Ha.ufungspunkt
der Werte, also (da e bikompakt ist) ein Wert von f ist. Also,ist
Y(w) mcht leer, abgeschlossen (Und nun vgl. Sto. 8. 465:), Fiir
die Funktion - Ly

: f=lh—w|+. +lfN—“le JEH
gilt nach 5 in Vert. Satz 1: Af = 0. Also ist 0 ein Wert von f, d h.
die endlich vielen Mengen f;—X(w;) haben einen nicht leeren Durch-
schnitt. Da nun e bikompakt ist, enthilt der Durchschnitt aller
f~Y(w) einen Punkt z und man hat immer hf = f(m). Also sind die
Werte der Funktionen f, also auch die Metrik in @&, durch die
. Algebra von ¥ vollstindig bestimmt,

Aus dem Obigen folgt, daB die reellen’ Homomorphien 5
von & mit den Punkten z von e in einer ememdeutlgen Korrespon-
denz sind: k.f = f(x). Also nach 5: .

’) Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937), S. 489; zitiert: Sto URTEE)

;;;;;;
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- Die reellen Homomorphien h von H entsprechen den Prim-
sdealen ® in A eineindeutig derart, dafp b = h, auf ® mit der ur-
sprénglichen Auffassung Gibereinstimmi. Fiir die zu s € H gehorende
Punktion foe F ist fo(m) = hps.

7. Jetzt lassen wir alle Verabredungen von Vert. I1I (Anfang)
gelten. Nur muf} keineswegs R ein Ring sein. Die Funktionen, die
nur auf einer Nullmenge abweichen, werden ganz identifiziert. Man
kann reelle Homomorphien t von R definieren und alles Obige
bleibt fiir B (an Stelle von @) bestehen. Insbesondere wird unter
der Entfernung o(r;, ;) in R die obere Grenze aller |kr, — kr, |
verstanden. Wenn man nun diejenigen r, deren Entfernung ver-
schwindet, identifiziert und wie in Vert. die ldentifizierungen etwa
mittels Klammern andeutet, so kann man vom Raume (R) alles
wie von @ aussagen. Unsere Identifizierungen sind ganz natiirlich,
da im Falle, wo R ein Modul ist, g(r;, 7;) = 0 mit r, = 7, im Sinne
ven l. ¢. gleichbedeutend ist. Ist. insbesondere 4 = @/e, so zieht
man aus 5: .

Die vollstindige Hiille von (R) ist dem Raume H in allen Hin-
sichten isomorph.

Bemer . In 4 kann man im Falle meBbarer Funktionen »
pichts von der MeBbarkeit von f, in K aussagen. (Statt e wird ja der
Raum ¢ genommen!) Dies schadet aber gar nichts. Denn zu jeder
(auf ¢ erklarten) f, in 5, die ja nur endlich viele Werte c; annimt,
kann man (laut MF. VII Hilfssatz 1) zu je zwei fremde Mengen a;,
aus §, lagp = fa—Y(cx) angeben, f, = f,. r(x) = ¢; fiir r<az und
sonst r(x) = 0.

8. Nun ist es leicht, aus Relationen zwischen zwei Booleschen
Ringen 4 und A4’ auf H und H' zu schlieBen und umgekehrt. Z. B.
‘besagt die Hemomorphie 4 — A’ (Sto. S. 383): ¢’ kann in e einge-
bettet werden. Daraus folgt eine Homomorphie & — &', also laut 5
auch H - H'. Ist umgekehrt H’ ein Homomorph des Ringes H, so
ergibt jede reelle Homomorphie von H' eine solche von H. Laut 6
(Ende) kann also e’ als eine Untermenge von e angesehen werden.
Aber auch die Topologie von e’ ist in e eingebettet. Denn §’ besteht
aus partiellen Funktionen von & und durch diese ist (laut Sto.
8. 469) die Topologie von e’ passend bestimmt. Also:

Aus jeder Homomorphie A — A’ folgt eine Homomorphie
H — H' und umgekehrt,

*

Poznamka o spojityeh distribueieh.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

Jde o souvislost Booleova okruhu s mnozinou t. zv. spojitych
distribucf (Verteilungem) na tom okruhu.
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