Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Josef Klima
Zobecnéni kinematického zobrazeni

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 57 (1928), No. 1, 7--24

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122034

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1928

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122034
http://project.dml.cz

Zobecnéni kinematického zobrazeni.
" Dr. Josef Klima.

1. Roku 1911 skoro sot<asné uvefejnili W. Blaschke') a J. Griin-
wald*) zvl4s$tni zobrazeni pfimek v bodové pary roviny, jeZ sou-
Casné zobrazuje jisty neeuklidovsky prostor v euklidovskou kine-
matiku roviny. Zvolili dvé rovnob&Zné stopni roviny lo, 20 a tfeti
rovinu s« s nimi rovnob&Znou a pilici jich vzdalenost za primstnu.’)
Libovoln4 pfimka P protind stopni roviny v .bodech !p, ®p, jeZ pro-
. mitaji se kolmo do = do bodi 1p?, 2p?, tyto priiméty otoli se v prii-

métné kol stopniku p = (Pn) o 90° ve smyslu kladném, takZe bod
1p® pfejde do »levého« obrazu p! a 2p° do pravého obrazu p? pfimky
P. Body p‘a p? jsou téZ Laguerovymi zastupci imagindrnich bodi
pfimky p°, 2p°, jeZ daﬁy jsou realnymi zastupci »°, ?p°. Jinak mys-
leme si, Ze roviny *o, %o jsou redlnymi zdstupci dvou imaginarnich
rovin 1¢%, 2¢%, v nichZ kaZdé mysleme si svazek minimalnich paprski,
jeZ maji své stfedy v kruhovych bodech +i a —i primétny =.
Pfimka P protind z kaZdého svazku toho jeden paprsek. Je-li 0
ib&Zny bod kolmice k «, tu levy obraz p' pfimky P je priiseik °
primétny s« s pFi€kou z 0w sestrojenou K miniméalnim paprskiim
svazkf (10* +1),(3¢%, — . protinajici P a podobné p” je stopnik p¥itky
Z 0w k paprskiim svazkil (*¢!,— i)(*¢*, i) protinajict pfimku P. P¥itky -
0P 0oDP jsou téZ osy rota&nich hyperboloidii obsahujicich pimku
P, jichZ hrdlo je v = a imagindrni polooca rovna je vzdalenosh ro-'
viny & od !¢’ nebo 20°

Svazky minimélnich paprska (?¢,+i). (26%,—i) a (1¢}, —i) (10‘ i)

lze uvaZovati jako dv& soustavy tvoFicich p¥imek rozpadajici se -
plochy 2°. 1 1ze projekci tuto uvaZovati co zvlastni pfipad toho,
kdy plocha 2° zde degenerovan4, bude plochou Z2 nerozpadajici se.

2. Plocha 2°Z* obsahuje dvé& soustavy tvoficich pfimek, z nichZ
~jednu (L) nazyvejme »levou« a druhou (P) »pravouc soustavou,

1) »Buklidische Kinematik und nlchteulclidnsche Geometriec, Zeitschrift
f. Mathematik und Physik, ro&. 1911.

%) »>Bin- Abbildungsprmclp, welches " die ebene Geometrie und Kine-
matik mit der riumlichen Geometrie verkniipit.« Zprivy o sezenf v{deﬁské’
akademie rog, 1911, "’
~ - 8) Obecn&ji uvazuje E. Miiller - E. Kruppa: Vorlesungen fiber dar-

stellende Geometrie 1. dil »Die linearen Abbildungene, str. 240, Ze roviny

ig, ’a protinajf se v stfedové rovind pfi centrilnfm promfitinf a. prﬁméhna o

. {e rmomcky sdruzenou k stfedové roviné vzhledem k stopn(m rovinﬁn} .
-U»vd-’ v _— ) ) sa



‘» 8 l . : . : B : . } ":v,»,
o nichZ pfedpokladejme, Ze jsou redlné a tedy Z2 jednodflnym hy-
perboloidem neb hyperb, paraboloidem. Mimo tuto plochu bud dan
_stfed promitdni o a jeho poldrni rovinu w k ploSe Z* zvolme za prii-
métnu, Zobrazeni pfimek A prostoru pfimkového v pary bodové
.roviny "w lze dociliti podle pfedchoziho n4sledovné. P¥imka A pro-
" tin4 plochu Z* ve dvou bodech 1a, %a, jimiZ jdou dv& tvofici p¥imky
. AL; 3L soustavy levé a dvé& ptimky *P, *P soustavy pravé. Pficka.
Al z 0 k1L, :L protne w v bodg a'. ktery nazyvejme »levym obra-
‘zemi« pi‘irnky A a stejn& nfitka“A? z o sestrojend k P, *P seCe ro-
- vinu w.v »pravém obraze« 4P pHmky A. Polarni rovina w protind -
plochu Z2 v redlné kuZelosetce 0% Bod @' je patrn& té% p6lem spoj-
nice priiseéftkit pfimek 1L, 2L s O? vzhledem k této kuZeloselce a -
- podobng bod a® je pblem spojnice priise¢ikit ({P0%), P0O? vzhledem
k 0%%) JestliZe pfimka A protind plochu Z? v imag. bodech, pak
« pfimky 1L, 2L (*P*P) jsou imag. a dany eliptickou involuci v p¥i-
sludné soustavé tvoFicich pfimek, jeZ vytind eliptickou involuci na
kuZelose¥ce 0%, jejiz stfed je obrazem a'(@?).Protini-li pfimka A
plochu Z® re4lng (imagindrm¥) tu p¥islusné obrazy @, a? jsou vne
(uvnitf) kuZelosetky 02 .
. Jestlize pfimka A je teSnou T plochy vy bodé ¢, tu pfimky tvo-
Fici L a P bodem tim jdouci. protinaji kuZelose¢ku O? v bodech
' a t, obrazech to teny T. Viechny teZny plochy Z2 v bod& ¢ maji
tytéZ obrazy na 0% Pfimka L levé soustavy ma levy obraz v bodé
- (LO%), kdeZto pravym obrazem je libovolny bod roviny w. Jsou -
.- tudiz p¥imky levé soustavy singuldrnimi pfimkami vzhledem k pra-
"~ vym obraziim. Obrécen& pfimky tvofici pravé soustavy jsou sin-
' gulam{mi pHmkami vzhledem k levym obraziim.f)
- ‘PHmka A, jeZ neni singuldrn{ piimkou, ma za obraz jediny
"orientovanxr pér bodovy a; a°. Avsak nikoliv. obréiceng, déno-li- a’

‘. neodpovida jedin4 pfimka A v prostoru, nybrz dvé. Spojnice oa'
- protind plochu. Z? ve -dvou bodech ¥, ’l jimiz jdou dv& tvoFici
* pHmky 1L,2L levé soustavy a pfimka 0a° protina dvé pfimky 'P,2P-
= "pravé soustavy v bodech: p,*p. Piimky !L,2L, 'P,*P tvofi na Z?

" : gborceny &tyFihelnfk, ktety ma dv& dhlopkitky A a A’, z nichZ prva -
=~ spojuje_body (*P1L),- CP*L) a druhd (*P*L), (*PL). Pfimky A a
- A’ jsou sdrufenymi poldrami vzhledem k ploSe Z® Koincidentnim
‘_:-,.,ﬁtvarem v prostoru, t. i souhrnem:vSech paprskidi, jeZ maji oba
“ obrazy. splyvaifci, je trs paprskfi o stfedu o a paprskové pole w,
-~ jakoZto. utvary polam1 vzhledem k-Z*. Jestli obrazy. 4, aP jsou na

fffi) e, tudiz tato . projekce pHmkového prosforu zvléstnim pﬂpadem
projekce .uvadované Eckhartem: »Ueber die Abbildungsmethoden der dar-

"slédni dob& F. Rehbockem v pojedninich: »Die linearen Punkt-, Ebenen:
<2 i Strahlabbildnmgen ‘der darstellenden- Geometrie«. & sProjektive Auf-
" gaben® ‘aus “der-darstellénident.Geometrie des Strahlenraumes< v 5. a 6. ses.
tasopisii ‘»Zeéitschrift ‘f. angew. Math. und Mechanike, tod.- 1926. menk‘a;
o.této projekcl ie t6% ¥ Eckhart: »Konstruktive Abblldungsverfahren-, stf. 56. .

- stelleriden Qeometrie«, Zpravy videfiské akademie, ro&. 1923, str. 177 a v po- " .
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kuzelosecce 0?2 pak jim odpovida oo' piimek v prostoru, jeZ jsou
te¢nami- plochy Z2 v priseciku levé tvofici pfimky, jdouci ¢ s pra-
vou tvotici pfimkou, jdouci a®. Splyne-li a* s @* na 0% tu odpovi-
daji obrazim t&mto tedny v bod& tom k Z? sestrojené. NaleZeif
tudi? ke koinciden&nimu titvaru téZ tedny plochy Z2 v bodech ku-
ZeloseCky 02 '

3. Zam&nime-li orientaci paru a'aa® a oznalime a'=06"a a?=0),
tu pfislusnid pfimka B protind pfimky pravé soustavy jdouci
body 1,2 a pfimky levé soustavy, jdouci body 1p 2p. Plocha Z2 je
pak v centralné involutorni kolineaci o stfedu 0 a samodruzné rovingé
o, pfi &emZ. pfimky levé soustavy pfechizeji v pfimky pravé sou-
stavy a naopak. Budou tedy piimky B, B’, odpovidaijici obraziim
b'= ar, b* = a' odpovidati pfimkam A, A’ v centraln{ involuci (o).

»PFeorientovdni obrazu pftmek odpovidd v prostoru centrdlnt
involuce (ow).«

Piimky, jeZ maji tyZ levy obraz a' vyplnun paprskovou linear-
nou) kongruenci o Fidicich pfimkach 1L,2L levé soustavy, jeZ jdou
prisediky 1,2l pfimky oa' se Z®. Jmenujeme tyto pfimky, protina-
jici tytéZ dv& pfimky levé soustavy »levorovnob&Znymic« a stejné
pfimky protinajici tytéZ dvé pfimky pravé soustavy »pravorovno- -
b&Znymix, jeZ maji tyZ pravy obraz. Tak v3echny teny plochy Z?
v bodech; téZe pfimky levé soustavy jsou levorovnob&Znymi, majice
tyZ levy obraz na 0%, kdeZto pravy obraz probiha kuZeloseCku 02

4. Bud dén v prostoru bod m, pak jim jde o pfimek, tvofici
trs, jenZz bude miti za obraz jistou pfibuznost mezi levym a pravym
polem obrazii pfimek trsu toho. Polarni rovina 4 bodu m k ploSe
Z2 protini plochu tuto v kuZelosedce M2 Te&ny z m k Z¢ zobra-
zuji se v pary bodové na kuZelosedce 02 Zvolime-li tfi tyto pary’
a'ae, b'br, c'c? na 0%, jsou tim urleny tfi te€né roviny plochy -Z2,
jeZz se protinaji v pfislu$ném bod& m. Libovolnému bodu x, co le--
vému obrazu pfimky X, jdouci bodem m, odpovid4 v prostoru je-
dind pfimka X, jeZ jde bodem.m a naleZi linedrnf kongruenci levo-
rovnob&znych pritﬁek maijici tyZ levy obraz x! a tedy dostaneme je-
‘diny odpovidajici bod xP.

Rad& bodové R!bodit x!, odpovidi na plo§e mvoluce pi‘imek :

v levé soustavé a pfitky odpovidajicich p¥imek této tvofi linearnf
" komplex podle -vytvofeni Chaslesova. P¥imky tohoto komplexu,
jdouci bodem m, tvofi svazek paprskovy, vytinajici v pravé sou- .

stavé involuci a p¥itky k odp. pariim z o tvofi op8t svazek, ktery

na o vytina fadu R” pravych obrazii pfimek trsu m, jeZz maji levé .

obrazy. na pfimce R'. Je tedy pfifadénost x'«—XP mezi obrazy -

pfimek X’ trsu m kolineaci. Jezto pak body kuZeloselky O? odpo-

- vidaji si v této kolineaci, jako obrazy tei‘.en plochy YA ]dOUCl bodem :
m, dostavime vs'sledek -

" »Body.v prostoru zobrazuii se. Jako kolmeace reprodukand e
kuzelose&‘ka O’.« C i oo

~',-.% :
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UvazZujeme-li kuZeloseCku O? jako absolutni v roviné w, lze to
vysloviti téZ takto:

»Body v prostoru zobrazuji se v grupu pohybi hyperbohcke
roviny.«
. Na 02 je projektivita urena tfemi pary a'e?, b'b®, clci, jez méa
dva samodruZné body p —=pP. ¢*=g* v priise&icich s osou M = (uw)
projektivnich fad na 02 P61l m¢ pfimky M K O? je tfetim samo-
druZnym bodem této kolineace a je centrdlnim primétem bodu m
z bodu o0 a splyvajicimi obrazy paprsku om.

Jestlize bod m je v roving w, tu rovina p jde stfedem 0 a bodu
tomu odpovid4 involutorni homologie pro stfed m=m¢ a osu u,
jeZ jé polarou bodu m vzhledem k 02 Rad& samodruZnych bodit

- na u¢ odpovidaji paprsky svazku (mw) a sice odpovidajici bod a

pfimka jsou p6lem s pfislu$nou polarou vzhledem k 02

Bod 0 m4 za obraz identitu x'= xP. Je-li bod m na kuzelové
ploSe (00?) mimo 0% je jeho obrazem kolineace, iejiz vSechny tfi
samodruZné body splyvaji v bodé¢ m¢ na 02

Bod z plochy Z2? zobrazuje se v dvojndsob singuldrni kolineaci
v w. Bodem tim prochazeji na ploSe Z2, tvofici piimky L a P.
Tecndm plochy v roving (LP), jdoucim bodem z, odpovida ty# par
SI=(LQ0?), sP=(P0?). Libovolnému bodu x na tedn& L¢k O?
v bod¥ s’ odpovidaji viechny body na tecné P¢ k 02 v bod& sP cu
pravé. obrazy a obricend. Libovolnému bodu x' odpovidd bod s?
a naopak s je singuldrnim bodem v poli levych obrazil. V levém
obraze je singuldrni pfimkd L¢ s incidentnim singularnim bodem
sl a v pravém P¢ s sP, Priisedik 2¢ tefen P¢a L¢ je centralnim
- primétem bodu z. Na 0% vznik4 projektivita singuldrni o singular-
nich bodech s! a s?,

Pro kaZdy bod m v prostoru vznika tak na kuZelosetce 02 pro-
»1ekt1v1ta jeiich bodii a dostiviame tak souCasnd zobrazeni bodii
prostoru v projektivity na kuzelosecce, k n&muZ dosp¥l jiZ Ste-
" phanos®) jingm zpiisobem.
- 5. Mysleme si v prostoru &tyti body si (=1,...,4) téZe piimky
*S, tu budou jim v rovind » odpovidati &ty¥i kolineace (si), jeZ re-
-+ produkujf k’uieloseéku 02 a stanovi tudiZ na kuZeloseCce 0?2 &tyfi
. projektivity., Bud a’ libovolny bod na 02, stanovme odpovidajfci
“jeho body v projektivitich na 07, u;rcemjch kolineacemi (s:). Bo-

. dem ‘@’ jde na Z?® p¥imka L levé soustavy a pfimka P pravé sou-
- - stavy., Pol4rné roviny o1 bodt si k plo3e Z2 tvot{ svazek rovin o ose .

. §’, poléfe to k S vzhledem k Z?%, ktery je projektivni s fadou bodl
*:" -s1. Roviny ty sefou p¥imku L v bodech, jimiZ jdouci pfimky pravé
" < 'soustavy, vyﬁnan na 0"' odpovfdanci body a? v kolineacich (s:)

© . Tie atmé .
S , p (01P a’p azP a‘P)—(sl S S5 S4).
o 5) \'4 poiednani »Mémoire sur la représentation des homographxes bi- ;

.naifes :par: des points de I'éspace avec application a Pétude des rotations
i_sphéﬂques« v. Mathematlsche Annalen rod. 1883, str. 299,
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~ Stejn& pocitdme-li bod a' k pravému obrazu a oznafime-li jej
b, tu tfeba priisediky pfimky P s rovinami oi vésti na Z? pfimky
levé soustavy a dostaneme na 02 body b/ a je opét

Bl b =(ap...aP) = (5...s).

Mysleme si v roving o libovolny bod x' a urleme k n&mu od-
povidajici body xP v kolineacich (si). Spojnice 0x’ protind na Z*
dvé primky 'L, 2L levé soustavy, k nimZ z bodii S; sestrojime pficky
Ti, které patrnd jsou v druhé soustavd tvoficich pfimek hyperbo-
loidu uréeného pfimkami S,1L,2L co pfimkami prvé soustavy. I vy-
tinajf pfimky Ti na 'L a 2L fady ! a 2fi, jeZ jsou projektivni, Té-
mito body jdou na Z? pfimky pravé soustavy Pi, ®P;, jeZ tvofi na
ploSe té dvé projektivni fady, iejimiZ samodruZnymi pfimkami jsou
ony dvé pfimky pravé soustavy, jeZ protinaji pfimku S. PFiCky
z-0 Kk odpovidajicim pfimkam t&chto fad urduif v o odpovidajici
body xi# Roviny (01P:) a (02P:) opisuji dva projektivni svazky
druhé t¥idy, jeZ obaluji tutéZ kuZelovou plochu (00?) a tedy svymi
priiseCnicemi vytvafeji kuZelovou 2°, dvojndsob se dotykajici ku-.
. Zelové plochy (00%). Bodu X' odpovidaji vzhledem ke viem koli-
neacim (si), v néZ zobrazuji se body s; pfimky S, body X:?, ieZ jsou
na kuZeloselce Sp? dvojndsob se dotykajici kuZeloseC¢ky 02 v bo-
dech, v nichZ 02 protinaji pfimky pravé soustavy, jeZ sefou pfimku
S. P61 spoleiné doty&né tétivy ip2p je pravvm obrazem $P p¥imky
~ S. Dostavame tudiz:

»PFimky, jez maji tyZ levy obraz x' neb jsou levorovnobezne :
a protinaji primku S, maji pravé obrazy na kuZeloseéce S2, dvoj-
nidsob se dotykajici kuZelosecky O a pél dotyéné tétzvy je.v pra-
vém obraze pFimky S.«

. Ve smyslu neeuklidovské geometrle pro absolutni kuZeloselku -
02 je S?, kruZnici o stfedu s° '
Tutéz kuZeloseku Sp2 dostaneme k bodu X' pro libovolnou
pfimku osnovy 2° ((L2LS). Tyto p¥imky protinaif tytéZ dve pHmky
1P, 2P pravé soustavy, je¥to plochy Z2 a ({L2LS) maji dvé p¥imky
jedné soustavy 1L,2L spolegny a tedy podle Steinerovy véty téZ
dve& p¥imky P, 2P druhé soustavy. Majf tudi? vSechny p¥imky sou-
stavy 2° (L ’LS) tentyZ pravy obraz sP a jeZto projektivita, jiZ vy-
- tinaji Dhmky druhé soustavy na tL,2L, je pro. viechny tyto pfimky
S tdZ, je té% kuZelosetka S, pro viechny t4z. :

* V obr, 1. d4na kuZelosetka 02 v roviné o splyvajici s nékres- -

nou, tu k obrazéim s. sP libovolng zvolenym, nileZeji v prostoru ~ *

dvé pHimky S a §’, jichZ centrilni primsty z pélu o jsou diagona-
" lami S¢a S étyi‘stranu ureného teCnami k O® z bodid s' a_sP
mimo diagon4lu s'sP. Priisedfk s (s') ptimky S(S) s w fe v ‘priise-
&ku prim&tu se spojnici S'sP. Z obrazu patmo, ¥e body 5,8 jsou.
harmonicky sdruZeny nejen k 02, ale i k paru s's?, Vrcholy &tyf--
stranu, leZicf na S°(S') jsou centrilnimi priméty priseétkd pfmky -
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S (S") s plochou Z: Body s (s) jsou pély primek S¢(S’¢) vzhledem
k 0% Obsahuje-li plocha Z2, jak pfedpokliddme, realné p¥imky tvo-
fici, pak pary s, s, jeZ jsou vné kuZelosecky 02, jsou obrazy p¥imiek

" protinajici redln&€ plochu a jsou-li uvnitf 02 jsou obrazy pfi-

mek, protinajicich Z® imagindmg, jak jiZ uvedeno v odst. 2. Kdybyv
jeden obraz byl uvnitf a druhy vn& kuZeloseCky 0%, pak p¥islusné

pFimky jsou konjugovang imaginidrné, mimob&iné.

-\
v

Pro kuZelosetku S, » jez odpovida bodu x! v kolineacich, v n&z
se promitam body pfimky S, dostaneme jeden bod xP, sestrojime-li
"k X~ bod harmonicky sdruienv vzhledem k s a polafe S, jezto
stopniku s pHimky S odpovida centrélni-involuce (s ). Podle obr.
T 1 téz body s‘ a s? odpovidaji si v této centrdlni involuci a tedy
délky sTxl a' sPXP jsoti stejné ve smyslu hyperbolické geometne
o absolutni kuZeloseéce 0’ Je tudiz Sy? kruZnicf o stfedu s? a po-~
loméru six. g .

Naopak myslime—h si bod xP na S.2, bude mu vzhledem k bo- -
dx'xm na S odpovidati~o! bodii X/, je% jsou na kruZnici 'Sy’ o stfedu

s' a téhoi poloméru ruvném SPXP,. Odpovidanci si.tak kruZnice - -

') Na pl‘ Hlavatﬁ »Uvod do neeuklidovské geometriec kamtola IV.aV. ‘
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S,?, S,!, protinaji se na centrdlnim primé&tu S¢, jehoZ body jsou
splyvajici levy a pravy obraz pfimek jdoucich bodem o a protina-
jicich p¥imku S. Zaroveii dostavame vétu:

»Aby dvé pFimky S a X se protinaly, musi jich obrazy vyho-

vovati podmince sixI=sPxP ve smyslu hyperbolické geometne
o0 absolutni kuZelosedce 0.«

" Jestlize pfimka S dotyka se plochy Z?, tu kuZelosedka S,” odpo-
vidajici bodu ma s O? dotyk tfetiho stupné neb je horocyklem %)

6. Prochdzi-li primka S stfedém promitdri o, pak bodu o od-
povida totoZnost, priiseCikiim !z, 2z s plochou Z2 odpovidaji dvoj-
nasob singularni kolineace, jichZ singuldrni body v pravém obraze
jsou v bodech %d,2d, v nichZ pfimky pravé soustavy jdouci.body
12,2z protinaji kuZeloseCku 02 Body d, 2d jsou téZ dvojnymi body
vSech projektivit, jéZ stanovi na O? kolineace, jeZ jsou obrdzy bodit
pfimky S. Prochazeji totiZ poldrné roviny bodi pfimky S toutéz
pfimkou S’ =1d2d, obsaZenou v . Bud s libovolny bod na
S =0 1z22 Zvolime-li bod x" na 02 budou mu v kolineacich (1z),
(2), (0), (s) odpovidati pravé obrazy id, 3d, x!, x* a podle dfive
dokazgne véty plati (d2d x' xP) = (1222 05).

co? je dvojpomér projektivity uréené na O? kolineaci (s), odpovi-
dajici bodu s v prostoru. Zvolime-li bod x’ libovoln& mimo 02, pak
odpovidajici body x? ve vSech kolineacich, v n&% se zobrazuii body
s fady S, jdouci bodem o, vyplni kuZelosedku dvojnidsob se doty- -
kajici 0% v bodech d, %d, ktera jde téZ bodem x. Rada bodi x?
na této kuZeloseCce je projektivni s fadouw bodd na S. Spole¢ny pol

obou kuZelosecek k doty&né tétive *d2d je centralmm primétem
s¢ paprsku S. :

Promitaji se tudiZ odpovidajici body X', X? v kolineaci (s)
z vrcholu 'd samodruZného. trojihelnika této kolineace paprsky, ieZ
se stranami trojiihelnika toho tvo¥i dvoxpomér

'd (s°2d x' xP) = (1222 08) =
Z bodu 2d" dostaneme obdobng -
2d (s¢1d x' xP) = (2212 05) =
a tedy je - se(iddx!xp) = ko,
Oznacxme-h , , ..
dse =1Pe, st=1Pc, §xI=X! a s*XP=X?,

1
k

ie uhel phmek X laXr v uvedene jiZ hyperhohcke geometru dlan")

M(X’XP) = log (*Pe2pe X’X(:) =i log‘kf
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Dostévame tudiz vétu:
, »sBody s prostoru zobrazuji se v otdceni kol centralmho pru-
métu s¢bodu toho o ithel M(X'XP)=ilogk, je-li k dvojpomér, jejz
uréuje stfed promitdni o a bod s se zdkladni plochou 7.«
Pro bod s v roving w je k=—1 a tithel =—uax, coZ je sy-
metrie podle stfedu s. Pro priisefiky 1z a 2z je k=oco resp. 0, pii-
"slusné kolineace jsou singuldrni. Pro bod s’ harmonicky sdruZeny

k s vzhledem k 0 a w je k' = (1z2208") = (22 1z0s) = El a tedy p¥i-

slugny iihe] M’ =— M. Kolineace (s) a (s’) jsou inversni, t. j. od-
povidajici pary bodové x'<—>XP jsou pfeorientovany.

Mistem bodi, k nimZ patf{ tyZ dhel otoleni je plocha druhého
stupng, dotykajici se plochy Z2 podél O2 a sice bodiim plochy té od
roviny o na jednu stranu odpovidd thel +M a na druhou — M.

7. K libovolnému trsu paprskovému s je vzhledem k Z* po-
larni pole paprskové o-a toto ma totéZ zobrazeni jako bod s. Do-
stdvdme tudiz:

»Roviny o zobrazun se v kolineace (o) reprodukujici kuZelo-
seCku 0%, jejiz samodruzné body jsou v priisecicich (O%)a v pélu s¢
této prizsecnice (wo) vzhledem k 02 Ve smyslu hyperbolické geo-
métrie je to otoceni kol s¢ o iihel M=ilogk, kde k je dvojpomér
ndleZejici polu s roviny o.«

Obrazy bodfi a rovin jsou zde stejné. Tené roviny = plochy Al
zobrazuji se v dvojndsob singuldrni kolineace, jeZ téZ zobrazuii
pfisluiny bod dotyku; singuldrni body jsou v priisegicich te¢né ro-
viny = s 0% a sice priiseik s levou tvofici pfimkou obsaZenou v 7
je singuldrni bod v levém obraze a pritse¢ik 0% s pravou tvofici
pfimkou v 7 je singulirnim bodem v pravém obraze. Telny v sin-
guldrnich bodech k 02 jsou singularnimi pfimkami. Roviny o, jdouci
stfedem o promitani, zobrazun se v centralni mvoluce reprodukujici
0’ o ose (wo).

8. Paprskovy svazek (af). o stfedu ¢ a roving B, zobrazuje se se
svym polarnim svazkem (ba) vzhledem k Z2, ve dv& projektivni
Yady bodové AL, AP, v nichZ odpovidaji si priisediky s kuZelose&kon
02 a tedy ve smyslu hyperbolické geometrie v fady shodné, Rady
tyto odpovidaif si ve dvou O%kolineacich a sice (@) a (), kde b ije
pél roviny 8.

Dv& O%-kolineace (a), (b) maji obecns spolecny jeden par x/, x>

odpovidajicich si bodi. mimo 0%7) jenZ je ohbrazem spojnice X = ab
nebo priisenice X’ polarnych rovin a, 8 bodit @, b vzhledem k Z2
Jestli kolineace ty maji spole¢né dva piry odpov. si bodil x! xp,

', y»-mimo O%, pak odpovidajf si téZ priiseZiky spojnic X'y axeyr

7) Dal¥f dva péry spoletné jsou na 0% a odpovidall pHmkém, jez
body a, b spojujf s dotyénymi body te&nych rovin sestrojenych p¥fmkou
ab k plofe Z2 Jest-li spoinice ab dotyka se plochy 22, pak v§ec}my tﬂ
pPary splyuou v témz Déru na 02 :
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s 02 a tedy viechny body téchto spojnic a pary odpovidajicich si
tak bodii jsou obrazy svazkv paprskového (aB) nebo (ba).
sIncidence bodu s rovinou vyjddfena v obraze tim, Ze obé 0O2-
kolineace, zobrazujici uitvary ty, maji oo pdri spolecnych, leZicich
na dvou odpovidajicich si pFimkdch.«
Riizné véty tykajici se vzajemné polohy iitvart v prostoru,
skytaji véty o O*-kolineacich. Na pfiklad:

Tfi body (roviny) obecnd TFi 02-kolineace uréuji obec-
poloZené urduji rovinu (bod). né jedinou O2%-kolineaci, jeZ

s kaZdou z t&chto ma ~o'pari
odpovidajicich si _b_odﬁ spolec-

nych.
Rovina (bod) a v ni neleZici Dana-li ’02‘kollineace a v ni
(iim nejdouci) pfimka urluji neobsaZeny pdr X' x?, tu Ize ur-
bod (rovinu). Giti dvé jiné O? kolineace,

v nichZ odpovidajisix xP a jeZ
i s prvou O? kolineaci maji spo-
letné dvé ¥ady odpovidajicich

. si boda.

Ctyfi mimobézky ABCD Ke c¢&tyfem péarim obrazit
v prostoru maji obecnd dvé a'ar, b'br, c'c?, d'dP 1ze obecné
pFicky XY. urditi 16 parit bodovych xP x/,

by xlal = xrar, . .. ve smyslu

hyp. geometrie.

Pti dvou poslednich vétich vpravo tfeba uvaZiti, Ze paru a‘ar
odpovidaji dvé pfimky A, A’ konjugované k Z2 atd. I Ize kombino-
vati riizng vidy jednu pfimku z kaZdého paru a uréovati pak jich
spole€né pficky. Pfi tom tfeba pamatovati, Ze pfitky &ty¥ pFimek
jsou konjugovany k 72 s pfickami &tyf jich poldr a tedy maji tyZ
obraz. Atd, ’ ’

9. Provedeme-li po sob& dvé O2-Kolineace (@) a (b) patfici
k bodiim a, b, dostaneme co vysledek neb soudin op&t O2-kolineaci
(0); jeiim% prostorovym obrazem je bod ¢. Jak z bodfi @, b do-
staneme bod ¢*)? Body libovolné pimky R v prostoru maji za
obrazy 02 kolineace, jeZ maji spoleény par odpovidajicich si bodt
rl, 7, jenz je obrazem ptimky R. T&chto ~o! O2-kolineaci, nazyvé se
svazkem. BudiZ mimo to je$t& jedna O2-kolineace (2) neobsaZena
.v tom svazku. Je-li b libovolny bod na R, tu soulin (a).(®)
bude kolineace (c), je% obsahuje par !, P =P, jest-li v (a) bodu
'r! odpovida bod 7. Tento par /', 1P ale obsahuji viechny O-koli-
neace (c¢), probiha-li (b) svazek (R). Tvo¥i tudiZ (c) op&t svazek
('R) a body ¢ jsou.na p¥imce !R. Mezi body b a ¢ p¥i pevném a je
tudiz kolineace. Splyne-li pfimka R s pfimkou 1L (2L) levé soustavy,
iiZ protind spojnice oa, pak svazek (R) je svazkem singuldrnich O2-
kolineaci o spole¥ném singuldmfm bodu's'(%s') a singuldrni p¥imce
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ey L)v levem poli obrazii. Bodaje na 'L¢(2L¢)a ma tudiZ (a)
v ‘s' (3s") dvojny bod. Je patrno, Ze soudinem (a) (b), je-li b na
1L (L) je taz singuldrni O%-kolineace (b). Jsou tudi body b a ¢
pfi pevném a ve zborcené kolineaci o oséich !L, 2L. Bodu o odpo-
-vid4 identita v obraze a proto po¢itime-li bod o, co b, odpovidd mu
co ¢ bod a, ¢imZ kolineace ta urdena. V této zborcené kolineaci
plocha Z? odpovidd sama sobé a sice pfimky pravé soustavy jsou
samodruZnymi, i odpovidaji si téZ polarné roviny odpovidajicich st
bodfi vzhledem k Z% Odpovida tudiZ rovind o prostoru b polarna
rovina a bodu g k Z2 v prostoru ¢. Body b v rovin€ o zobrazuji se
{(odst. 4.) v. centrdlni involuce a je-li bo jeden bod ten, tu plati

a.b,=cs z&hoZ b,=a'c, tedy:

Body, JichZ soucinem s danym bodem a je bod v o, jSOll vro-
viné o homologické v centr. involuci (ow) k poldrni roviné o
bodu a vzhledem k Z2*“ (odst. 3).

Ve svazku O%-kolineaci existuje tudiZ obecné jedna O’-kolineace,
jeZ s jinou O*-kolineaci neobsaZenou ve svazku, ma za soulin cen-
" trélni involuci, odpovidi priiseliku fady bodové, jejimZ obrazem je -
svazek, s rovinou «’.

Obraceng, je-li bod b a tedy (b) pevné, tu je mezi body ¢ a
¢=a.b téZ zborcena kolineace, jeiiZ osy jsou v pravych tvoficich
pfimkach, protinajici spojnici ob pfi cemz bodu o co a odpov1da.
bod b co c.

Z toho plyne néasledujici konstrukce bodu ¢ =a.b, diny-li body
a a b. Spojnice oa protina dv& pfimky L, 2L levé soustavy a ob pro-
tini dv& piimky P,?P pravé soustavy. PFitka z a sestrojend
- k *P,?P a pfitka z b k L,2L se protinaii v. hledaném bodg c, ktery
je na ploSe 2° urlené pfimkami *L2L*P?P a bodem o.

10. Dan-li bod ¢=a.b, tu body a, b jsou opét v kolineaci K¢,
_jak patrno z jich obrazii. Probiha-li (a) svazek o paru odpovidaji-
cich bodii 7, 72, tu (b) probiha svazek o zikladnich bodech 7' =rr

a r?, jenz v kolineaci (¢) odpovidd bodu r!. Je-li (a) singuldrni
O’-kolineaci, je téZ (b) singularni kolineaci, ale probiha-li a pfimku
levé soustavy a pfisluSné singularni kolineace maji tyZ levy singu-

"~ larni bod, tu (b) maji tyZ pravy singuldrni bod, jenZ dostane se

transformam (¢) z levého singuldrnfho bodu. Jestlize svazek koli-

neaci (@) ma tyZ pravy smgularm bod, tu (b) ma v bod& tom tyZ

- levy singularni bod. .
V- kolineaci mezi body @, b odpovida si plochd Z? a to tak, Ze

pfimky jedné soustavy pfechizeji v pfimky druhé soustavy. Je- -

- 'likoZ bodu o odpovid4 identita, bude bodu fomuto co a odpovidati

. bod ¢ co b. Pfimce levé soustavy odpovida pfimka pravé soustavy,

. protinajicf se s ni na kuZelose&ce, v niZ polarnd rovina » bodu ¢

- protinid Z% KdeZtp pravé soustavé politané prostoru a odpovidajici |

_ pHimky levé soustavy protinaji se na 0. Kolineace K° pfevidi

b
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v obou smérech piimky 1L, 1P, resp. 2L, P, jeZ jsou v téZe tené roving
jdouci k ploSe Z2 pfimkou oc. P¥imky O, jeZ protinaji pfimky 'L, 2L
maiji tyZ levy obraz ¢ v bodé c¢ = (*L°2L¢)a jeZto bod ten je samo-
druznym v (c), budou p¥{mky v kolineaci K¢ odpovidajici pfimkam
O miti tyZ pravy obraz v tomtéZ bod& ¢ t. j, budou protinati .
ptimky P, 2P. Body ('P!L), (P2L) jsou samodruZnymi body koli- -

neace K¢ a druhé dva jsou na polife spojnice t&chto vzhledem k 72,

t. i. na pfimce oc. Na této pfimce oc odpov1da]1c1 body tvofi in-
voluci, jezto par (CL2P), (GL'P) odpovida si involutorng. Druhy
par této involuce je o, ¢, ¢imZ samodruZné body *m, *m ureny
a jich obrazy jsou jediné dvé O2-kolineace, jichZ dvojmoci je (c),
nepFihlizime-li k singuldrnim kolineacim, naleZejicim k druhym
dvéma samodruZnym bodiim.

Jest-li bod ¢ je na Z2 pak (c) je singularni o singularnich bodech
sl a s na O? se singularnimi pffmkami L¢, P¢, te¢nich to k O?
v singuldrnich bodech. Libovolnému bodu a pfislus$i co ohraz Q2
kolineace (a), jeiiZ levé pole pfechdzi kolineaci (¢) v pravé pole
kolineace (b) a levé pole pfi (b) je totoZno s pravym pf¥i (a). P¥imce
L odpovida p¥i (@) p¥imka L. jez s P¢ dava singularni kolineaci
(). Libovolnému bodu @ odpovida tudiZ bod b na Z2, jenZ je na
pravé tvofici pfimce P bodu ¢ a leva jeho tvofici pfimka protind se
- na 0% s pravou tvofici pfimkou protinajici se s levou pfimkou bodu
¢ na polarné roving bodu a. Viem bodim téZe tedné roviny v bodé
piimky L mimo body na L odpovida tyZ bod na P. Mezi pfimkami
na ploe Z* je singuldrni projektivita a sice levym pfimkdm od-
povidd tdZ pfimka prava P, jdouci bodem ¢, jen levé pfimce L bodu
¢ odpovida libovolnd pfimka prava. Pravym pfimkim odpovidajf
piimky levé, protinajici se s nimi na kuZelosedce 02 Je-li bod a na
22, je (a) singularni o singularnich bodech v doty&nych bodech sin-
guldrnich pfimek 1L, 'P¢, centr, to priimétech z o pfimek 1L,.-P;
jdoucich bodem a na Z®. Pi¥imka L¢ pfejde kolineaci (a) v pfimku
1P¢, jez co singuldrni v levém poli se sing. pfimkou P v pravém
poli uréuje kolineaci (). Odpovida tudiZ bodu @ na Z* bod b na P
a sice priiseSik této s pfimkou levou, protinajici se s pravou, jdouci
bodem.a, na 0% TakZe body a na téZe pravé pfimce maji tyZ bod
na-P za odpovidajici. Jestlize ale bod @ je na pfimee L, 1dou01 bodem
¢; tu jeho odpovidaijici bod b je kterykoliv bod teiné roviny v bod¥
piimky P, v némZ tato je profata levou p¥imkou, protinajici se
s pravou piimkou bodu a na 02. Kolineace tato je singularni a sice
na pfimkich L a P, jdoucich bodem ¢, jsou dv& projektivni fady. .

Libovolnému bodu fady L odpovidi ktergkoliv bod v teiné roving

sestrojené k Z* v odpovidajicim bod® fady na P a mnaopak. Pro-
jekitivita na tdchto pfimkéch vytata phmkami jeZ sedou. se na ku-

‘ ieloseéce (O
Z konstrukce bodu c=a.b z bodi a, b (odst. 9) vyplvva, ie

bod ten je- harmonicky sdruZen s bodem ¢/=b.4a vzhlediem k T0-

Cuopis pro pmovm mtemaﬁky a fysiky Roenrk LvIL - o 2
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viné (oab) a pblu této roviny k ploSe Z2 a ob&ma bodium pfinaleZi
totéz £ a tedy (¢) a (¢') jsou rotace o tyz thel (odst. 4).

11. Svymi obrazy s/, s (obr. 1) byla pfimka S uréena dvoi-
vznaéné. Stopniky s, s’ obou vyhovujicich pfimek S, S’ na roving o -
jsou body na spojnici s'sP, jeZ k té&mto obraziim i kuZelose&ce 02
jsou harmomcky sdruZeny. Zvolime-li bod s co stopnik pFfimky
uréené obrazy s& sP, je tim pfimka S urlena jednozna&n&. Jaky
je vztah mezi poli [s’ ] [s*], [s]. Pfedpokladejme, Ze bod s je pevny,
tu s!, s jsou v centralni involuci, jeZ je obrazem bodu s, stfed in-

~ voluce je v bod€ s a osou je poldra bodu toho k 02

JestliZze bod s’ je pevny, tu ke kaZdému sP patfi dva body s, s, -
ale bodu s odpovid4 jediny bod s?. Probiha-li bod s p¥imku M, pak
bod sP podle odst. 5 probihd kuZelosetku M2, dvojnésob se doty-
kajici kuZelosecky O® v priisedicich M s 0% ieZ jde téZ bodem s
Dve€ma p¥imkam M, N odpovidaji tak dv& kuZeloseCky M2, N2, dvoj-
nasob se dotvkajici 0%, jeZ vedle bodu s! maji je$ts tfi body spo-
le¢né, z nichZ jen jeden je na spojnisi s s (MN) a odpovidd bodu
(MN), kdeZto dva dal§i priisetiky jsou body, jimZ odpovidaii na
M, N riizné body s, jichZ spojnice. jde bodem s'. Probihi-li bod s?
pfimku KRP, tu odpovidajic{ pary s, s’ probihaji kuZelosefku R,
tvotice na nf involuci o stfedu s, projektivni s fadou bodfi na R”
KuZelosetka R? jde body. dotyku teSen sestrojenych z s’ k O¢ a
dotyk4 se ptimek spojujicich s!s praisediky (RPO?) v t&chto priise-
&icich. To vyplyva téZ z prostoru. Svazek pfimek, promitajici fadu
_ bodovou RP z bodu o, vytind v pravé soustavé tvoficich pfimek n na

Z® involuci, jeZ na p¥imkach 1L, 2L levé soustavy, jeZ sefou 0s),
vytinajf pary involuce, jichZ spojnice jsou pfimkami v prostoru
o. danych obrazech a jich stopniky na o daji k¥ivku R2 Spojnice
odpovidajicich parii projektivnich involuci na dvou mimob&Znych
p¥imkiach, vytvéfeji obecn& zborcenou plochu 4° jeZ ale zde roz-
padi se v plochu Z2 a plochu 2% jdouc{ pfimkami tL, 2L a p¥imkami
pravé soustavy, jdoucimi body (RPO?) a jeji pfimky po dvou jsou
Konjugovany vzhledem k Z2.

_ »P¥i daném obrazu s' jsou pole [s] a.[s?) v [2, 1]-znacné pFi-

buznosti v obou smérech kvadratické a »perspektivné« pro stfed s'.«

V dvojnasobném poli [s?] je -0 k¥ivkou ptechody, t. j. jejiim
bodiim odpovidaji splyvajici body v témZe bod& a spojnice jich jde
" bodem s'. 'Bodéim s? na té¥e strang kuZelosetky jako bod s’ od-
‘povidaji redlné body s, na opatné imaginirné.

. Obdobny vztah panuje mezi poli bodovymi [s] a [s'] pFi pev-
nem S2.

12, P¥imkova plocha P n-tého stupné vytind mezi levym1 pfim-
. kami plochy Z® involutorni p¥ibuznost [n]-zna&nou, p¥i Eem% od-

povidaj{ si ony pfimky, je? protinaji tutéZ tvotici p¥imku plochy P.

Paprskovy svazek o stfedu o a libovolné roving, vytind v. soustavé
. levych pfimek kvadratickou involuci, jeZ ma s involutorni p¥ibuz-
- mostf [n] spolednych n parhi odpovidajicich si pfimek. Je tedy le-
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vym obrazem plochy P kfivka P! n-tého stupn& a podobné& pravym
obrazem k¥ivka téhoZ stupné PP. Body t¥chto kfivek jsou obecn&
v piibuznosti jednoznadné a jsou tudiZ téhoZ rodu. Prisednd kfivka
(PZ?) je stupnd 2n a tu na P existuje podle Segreova vzorce®) 2n
pfimek ‘tvoficich, jeZ dotykaji se této kfivky a tedy plochyl’.
Tyto pfimky maji své obrazy na kuZelosetce O® a tedy projekti-
vita mezi body kfivek P!a PP musi byti takovi, Ze odpovid4 sob€
2n-priisedikii levého obrazu s 02 s 2n-priiseSiky pravého obrazu s O%.

»PFimkovd plocha n® md za obrazy dvé projektivni kfivky n®,
jichZ priseciky s kuZelosec¢kou O si odpovidaji.«

TyYZ obraz ma plocha P’, polarng sdruZeni k Z2. JestliZe plocha
P je polarné reciprokou k Z2, pak obrazy plochy té jsou kfivky
stuptiii poloviCnich, jeZto obrazy dvou polirné sdtruZenych pfimek
tvoticich jsou v témZ paru bodovém, . : .

Tvofici pfimky rozvinutelné plochy zobrazuji se ve dv& iso-
metrické kfivky vzhledem k absolutni kuZelosedce 02, jeZto odpo-
vidajici si elementy obou kfivek musi byti stejné (odst. 5), co vzda-
lenosti obrazit soumeznych vzidjemn& se protinajicich . tvoficich .
piimek. KuZelové neb vilcové plochy zobrazujf se ve.dv&.shodné

8) Pascal: Repertorium der hoheren Mathematik, 11, dil, 2. &4st, str. 730,
- ’ T i . 2%
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fady na dvou kf¥ivkach, z nichZ jedna pfechdzi v druhou pohybem,
zobrazujicim vrchol plochy té.

. Obrazem jedné soustavy pfimek na ploSe druhého stupng P2
jsou dv& kuZeloseCky 1L2 1P?, jichZ body jsou projektivné pfifa-
d&ny tak, Ze priiseSiky s 02 si odpovidaji. JeZto &tyfi prvé body
kuZelosetky 1L2? 1ze na 0% zvoliti oc* a t¥i body druhé kuZelosecky
- 1P2 g 02 oo® zpiisoby, kdeZto &tvrty priisecik s 02 je jiZz urden a
&tyfmi body lze vZidy proloZiti oo! kuZeloseCek, Ize takych parii
projektivnich kuZelosecek zvoliti oo?, coZ odpovidd mohutnosti ploch
2° v prostoru.

Druh4 soustava pfimek tvoficich plochy P2 zobrazuje se ve
dve jiné kuZeloseCky 2L2, 2P?, jichZ projektivni fady vyhovuii téze
podmince 'jako pfi prvé soustavé. Lze ukazati, Ze kuZeloseCky 1L2,
2L? a O? naleZeji téZe fadé kuZeloselek, t. j. Ze dotykaji se téchie
Styt teden a stejnd 1P2 2P? 3 02 nileZeiji jiné Fads.

UvaZujme nejprve v obr. 2 pfipad, Ze plocha P? je v involu-
torni homologii o stfedu o a roviné samodruzné « jako plocha Z°.
V tomto pfipadd budou splyvati 1L2=2P2 3 2[2=1P2, Priseéna
kfivka 4 K ploch Z% a P? bude miti za centrédlni priimét z o na w
KuZeloseCku K*, jeZ prochazi priiseCiky kuZelosedek Of a H2, v nichZ
rovina o protind plochy Z* a'P? a které tvofi pro toto centralni
_promitani p¥isludny obrys. TvoFici pfimka !A prvé soustavy na P2
m4 primdt v tednd 1A¢ kuZelosetky H? a protind kuZeloseCku K¢
v bodech 12¢, 22¢, jeZ jsou centr. priiméty .priisedikil pfimky A s plo-
choy Z2. Prim&ty pfimek levé soustavy, jdoucich t€mito body. na
22, ‘jsou v ptislunych tenich kuZeloseSky 02, jdouci body '2¢, 22¢
a jeZ protinaji se v levém obraze a pfimky 'A. Druhé mozZné teCny

Z 12¢ a 22¢ k 02 protinaji se v pfislu§ném pravém .obraze 'a? téie
pﬂmky 14, Probiha-li pfimka *A4 prvou soustavou plochy P2, budou
body 'a’ resp. 'a? opisovati. dvé projektivné kuZelosecky 1L2, 1P2,
jichZ prisediky s 0% si odpovidaji. V obr. 2 vyznafeny pfislu$né si
. ‘body obou kuZeloselek stejnymi ciframi a sice na L2 arabskymi a

- na 'P? ¥imskymi. Libovolnd tedna Q kuZelosecky O2 protind tyto

 ob& kiZelosetky a §ice kaZdou v realnych dvou badech, pokud sece
kuZelosetku K* ve 'dvou realnych bodech. JestliZe @ stane se spo-

- le¢nou tenou kuZeloseky K°¢a 0% tu splynou oba prisediky
- pHmky té s kuZeloseCkami L2, 1P? a tedy kuZeloseCky ty maji s O®
. a té% K* spoletné teny. KuZelose€ka K¢ protind kuZeloselky !L?,

-4P% v odpovidajicich st bodech a to. platf pro viechny kuZeloselky
fady urdené kuZeloseCkami O? a K¢, mezi jinym té% o kuZelosed-

- kich fady, jeZ pl‘e§ly v d1agonaly étyfstranu opsaného obema ku-

T 2e!oseékém

- Prﬁseéikﬁrﬁ kuZeloseéek 1ps, 1L’ poéitamjm ke kuielose&ce 1L’ '
- ,odpovfdajf v proiektivité té dotyéné body kuZelosetky.1P? se spo-

- ledgmi™ tednami, jako " prisedfky ‘kugelosecky 1P* se soummeznou

o kngtosecl;ou fady. Naopak bodiim t&m, po&itanym ke kuZelosedce
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1p2 odpovidaji doty¢né body kuielosecky 112 se spolecnym tec-
nami. Toto vyplyva z véty (obr. 2):

»Teény sestrojené ke kuZeloseCkdm svazku (H?*K¢) z lzbovol—
ného bodu k, protinaji kuéeloseéku K* svazku, bodem k jdouci
v pdrech bodovych, jichZ spojnice obaluji kuZelose¢ku svazku O2
kterd dotykd se tecny sestrojené ke K¢ v bodé k.«

Tetny ty tvofi ve svazku % involutorni p¥ibuznost [2]-znatnou
a tedy na K° vznika téZ involutorni p¥ibuznost [2]-znatn4, spoj-
nice .pak odpovidajicich bodit obaluji kuZelosecku, jeZ musi jiti za- -
Kladnimi body svazku a dotykati se tedny v bod& %k ke K¢, jakoZto
spojnice priise¢ikii kuZeloseCky K¢ s tednami k téZe sestrojené z k.

UvaZujeme-li *A¢ co primét pfimky druhé soustavy 24, jeZ je
k prvé homologickd v centrilni involuci (ow), tu pfeorientuje se
par ‘al,'aP v2qr ='q' a 2a'=1a? a tedy druhi soustava p¥imek tvo-
ficich na P2 zobrazuje se v tytéZ fady projektivné na kuZelosec-
kdch 2Pr=1L? a :[*=1P%, Jeito pfimky riiznych soustav, jsou-

riiznobéZné, musi délky, na pf. 5VI a V6 byti ve smyslu hyperbo-
lické geometrie stejné pro kuZeloselku absolutni- 02, Mezi body
kuZeloseCek L2, 1P% dostaneme tak zobecn&nou Ivoryho pfibuznost,
jez plati pro konfokdlni KuZelosecky.

Déna-li obecng poloZena plocha P2, pak l1ze uréiti kolineaci, jeZ
reprodukuje plochu 72 a pfevadi plochu P2 v jinou, ktera je v in-
volutorni homologii (ow). BudteZ x, & vrchol a rovina prot&jsi stény
spole¢ného polarniho &ty¥sténu ploch P2 a Z2. Provedme takou ko-
lineaci, aby tfem bodiim kuZelosecky (£Z2) odpovidaly tfi body
kuZeloseCky 0? = (wZ?) a pfimky tvoFici t&chZe soustav body t&mi -
jdouci necht si odpovidaji. Tu plocha Z® pfejde v sebe a plocha P2
prejde v jinou 'P?, jeZ m4 bod o a rovint @ za pél s rovinou po-
larnou. P¥i této kolineaci pole levych obrazit tvoficich pfimek plo-
chy P? a *P? jsou v kolineaci, jeZ reprodukuje kuZelosecku O a
stejné pole pravych obrazfi. Budou tudiZ kuZeloselky 1L3, 2L% -na
nichZ jsou levé obrazy obou soustav tvoficich pfimek obecn& polo-
Zené plochy 2° s kuZeloseCkou O? v téZe fad& a podobnd kuZelo-
seéky pravych obrazi 1P?, 2P? jsou s O v fadé. JeZto oba tyto
péry obrazit vznikly pohybem z téchZe dvou kuZelosetek ve smyslu
hyperbolické geometrie, jsou kuZelosetky ty shodné atd. .

JestliZe plocha P? dotykd se zakladni plochy Z? podél kuZelo~ °
seCky, tu oba obrazy obou soustav splynou s kuZelosefkou O a -
gi)s(ll;ﬁéne fady bodové jsou na této projektivné a pro obé soustavy

Plocha P, jex mé se Z2 spolecné dvi tvol‘ici pi‘imky jedné sou-
stavy, obsahuJe téZ dvé& tvoFici pFimky druhé soustavy. KuZelosetky.
-1L* a 2P2 pfejdou v bod a kuZeloselky 1P* a 2I® v kuZelosedky, je%
se dvomésob dotykajf kuZelosetky O* a sice prvé4-v bodech, v: nichZ -
poldra bodu 2P vzhledem k 0% tuto protiﬂé a druhé obdobné v prﬁ-

_ sedicich s polérou bodu ‘L' Atd, - , ,
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13. Zobrazeni paprskovych kongruenci. Libovolnému bodu x’
co levému obrazu paprsku kongruence, bude odpovidati obecné
urdity polet bodit co pravych obrazii X pfimek kongruence, jeZ
soudasn& naleZeji linearni kongruenci o Fidicich pfimkach 1L, 2L,
jeZ néleZeji levé soustavé ma Z2 a protinaji ox;, JeZto kongruence
stupng m a t¥idy n, neboli [m, n], m& podle véty Halphenovy s li-
neadrni kongruenci (m -+n) spolenych piimek, odpovidd tolikéz
bodit x? bodu x!. Stejnou p¥fbuznost dostaneme obrécend.

»Kongruence [m,n] zobrazuje se v pitbuznost [m +n, m -+ nl-
znacnou mezi polem levych a pravych obrazii.« :

Tak pro linedrni kongruenci dostaneme p¥ibuznost [2, 2]-znad-
nou. Probfha-li bod x! p¥imku Q, tu o¥imky iL, 2L, v pfedchozim
vytknuté, budou na Z2 tvofiti involuci kvadratickou a pfi¢ky odpo-
“vidajicich si pfimek vypliuji podle Chaslesova vytvofeni linearni
komplex. Tento komplex ma s kongruenci [m, n] spolednou plochu
stupné m + n a ta podle odst. 12 m4 za pravy obraz k¥ivku (m -+ n)
stupné. Jé tedy p¥ibuznot [m -+ n, m -+ n]-znatni obou poli, jeZ je
obrazem kongruence, stupnd m —+ n.

14. M4me-li konetn& paprskovy komplev n®, tu bude se zobra-
zovati v jistou p¥ibuznost bodo-kfivkovou mezi poli levych a pra-
vych obrazii. Zvolime-li si bod x! co levy obraz paprsku komplexu,-
tu linedrni kongruence levorovnob&Znych pfimek o obrazu levém
x! m4 s komplexem danym spoleinou p¥imkovou plochu stupnd a

B tfidy 2n. P¥imkova tato plocha ma fidici pfimky L, 2L linearni

2 w2

kongruence za n-nisobné fidici pfimky a se soustavou pravou na Z2
'mé 2n pfimek spole¥nych, je% jsou spoledny této soustavé a da-
némuy Komplexu. Pravym obrazem této plochy fie kfivka stupng 2n,
jeZz dotyka se 02 v priisedicich této s pfimkami pravé soustavy, na-
leZejicimi komplexu. N
’ »QObrazem komplexu paprskového n® je pFibuznost bodo-kfiv-
. kovd mezi poli obraznymi a sice stupné 2n, pFi cemZ kfivky téhoZ
pole dotykaji se kuZeloseCky O v téchZe 2n bodech.

Linedrni komplex zobrazuje se tudiZ v p¥ibuznost bodo-kuZelo-
setkovou, V levé soustavé ma Z* jsou obecnd dvé pfimKy 1L, L, ni-
leZejici komplexu a podobn& v pravé soustavé jsou pfimky P, 2P
komplexu. Bodu x! levého pole odpovida kuZelosetka X2 v pravém
. poli, jeZ dotyk4 se kuZeloseCky 02 v priiseicich s 1P, 2P, Zvolime-li
- na Xp*bod x libovolng, bude mu odpovidati kuzeloseka X2 , jeZ
" jde bodem x' a dotyk4 se 0% v priisedicich s 1L, 2L. Bodiim kuZelo-
‘seéky X2 odpovidd taZ kuZelosetka X,® a naopak. Mezi svazky
dvojnisob se dotykaijicich kuZelosetek X:® a X,® je projektivita, p¥i
niZ odpovidd sama sob& kuZelosetka O°. Priiseciky odpovidajicich
'si kuZeloseek jsou splyvajicimi obrazy paprskit komplexu, jdou-
cich jednak bodem o a jednak leZicich v roving w. Priisetky ty
jsou tudfZ na dvou pfimkich, z nichZ jedna je stopou nulové ro-
viny bodu o na roving w a druhi je poldrou nulového bodu roviny

o vzhﬁedem k 0% Zvolime-li tudiZ dotyéné body svazkii t&chto na

CL i . R
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0® a par odpovidajicich kuZelosefek, je tim prolektmta obou
svazkii urdena, coZ odpovidd mohutnosti oo® linedrnich komplexil.
Pro specidlni linedrni komplex, sklddajici se z pfimek riiznob&Znych
s danou p¥imkou, dostali jsme stejny vysledek v odst, 5.

Dal§i zajimavy kompléx paprskovy je ten, jehoZ p¥imky majf
za obrazy body stejného rozpéti, t. i. konstantni vzdalenosti vzhle-
dem k absoluini kuZeloseSce 02 Je-li X pfimka tohoto komplexu,
tu jsou-li jeji obrazy x!, xP a protind-li S=x'x¢ kuZelosetku O*
v bodech &, 1, mi se

: (& nx'xP) = konst. = k.

Je-li y,, yP jiny pir na S, vyhovujici tez této podmince
(Eny'yr) =k, tu dostdvime na S dv& prometne fa.dy

Eqxlyl....wEnxryr. .
jeZto jejich priiseciky s 02 si odpovidaji, jsou shodhlé vzhledem k O2

Jsou tudiZ x!xP, y'yP,.... obrazy dvou poldrnich svazkii pa-
prskovych vzhledem k Z2, rovina jednoho jde p¥imkou S a vrchol
jeho a je na polafe S’ sdruZené k S vzhledem k Z2, jeZ jde bodem o.
Bod a ma za obraz O%-kolineaci, jeZ ma dvoiné body v &, n a a¢
a podle odst. 6 je (&nx'xP)= (1z2z0a), jsou-li 1z,2z prisediky pFimky
S’ s plochou 72, JeZto dvojpom@r (&nx!xP) pro viechny paprsky hle-
daného komplexu je tyZ, budou vrcholy a svazkt paprskovych, vy-
hovujicich podmince té na téZe ploSe P? dotykajici se Z* podél O2.
Zvolime-li vrchol svazku a na ploSe P2, jde jeho rovina polarou,
spojnice 0a vzhledem k Z2. JeZto p¥imky S a S’ jsou sdruZenymi
polarami téZ vzhledem k P2, jest svazek paprsk. o vrcholu a, jehoZ

paprsky seéou S, svazkem teCen k P2 sestrolemjch v bodg& a. Do-
stavdme tudiZ: )

Primky, jichZ rozpéti v obrazech je konstantni, tvoFi komplex
tecen dvou poldrnich ploch druhého stupné P2 a P2 vzhledem k 72,
ieZ dotykaji se plochy této podél 0.«

Tedny kuZelové plochy (00%), mezi néi treba politati té%
viechny pfimky jdouci bodem o, jakoZ i polarn& k Z2 p¥imky pro-
tinajici kuZeloseCku O? maji za obrazy dvojiny o rozpé&ti O.

Telny plochy Z2 vyhovuii podmince, kdy rozp&ti ma byti oo.

Jak z odvozenych v&t dostaneme v&ty kinematické projekce
je patrno z odstavce 1. .

L ]

Une généralisation de la représentation cinématique.
(Extrait de Particle précédent)

La quadrique composée de la représentation cinématique de
Blaschke est remplacée, dans le présent travail, par une quadrique
gauche générale Z2, dont les deux systémes de droites sont dé-
signées respectivément comme systéme »droxt« P et systéme »gau-
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che« L.Un pomt arbitraire o, n appartenant pas a 2%, est ch0151 comme
centre et son plan polaire w par rapport aZ2 comme plan de projection.
L'image »droite« (»gauche«) a¥(a‘) d’'une droite A est le point
d’intersection de w avec la transversale, menée de o aux deux
-.droites du systéme »droit« (»gauche«) coupant la droite A. A une
paire d'images a®, a! correspondent dans l'espace, deux droites
A, A, conjuguées par rapport 4 Z?. L’auteur étudie en détail les
propriétés de cette projection de I’espace réglé; les résultats sont
analogues A ceux qu’on trouve dans la projection cinématique pour
une cinématique non-euclidéenne dans w, la conique absolue étant
0? = (wZ?). Les points et les plans se représentent comme les
collinéations du groupe reproduisant la conique 02 un point et son
plan polaire par rapport a Z* ayant la méme image. On arrive ainsi
a la représentation des points de I'espace par les homographies sur
0%, trouvée par Stéphanos. L’auteur étudie les images des différen-
tes figures de I'espace réglé: des surfaces réglées, des congruences
et 'des complexes. Ainsi, p. ex., le complexe linéaire est représenté
par deux faisceaux homographlques de coniques ayant un contact
double avec 0.

-
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