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Vytknéme za tim dac¢elem na p¥imce I° Fadu ¢iselnou

...—1,0,1,2 ... (obr. 3.); nad délkou 07 sestrojme rovno-
stranny trojihelnik oZs.
__ Vytknéme v pifmce P bod a, tak, aby oa, =41 a oznatme
sa, =3S,. Potom paprsky S, =oa,, S, =oa, svirajici s S, thly
60° vytinaji na P body a,, a,, jichz vzdalenosti od bodu o jsou,
P—1

)

jak jednoduchy pocet ukazuje, I‘é—l resp.

Sestrojime-1i ddle paprsky S,S;S,, symmetrické dle osy sz

k paprskim S,S,S,, vytinaji tyto na ose I’ body aasa,, jichz
. . A
vzdalenosti od bodu o jsou L, 11—, -—— , tudiz kaZdd tro-
) L—1

Jina bodem s vedenyjch paprski S,8,8; svirajicich 4hly 60°
spolu s trojinou S,S;S; soumérnow dle primky si (nebo dle
piimky os, nebo dle kolmice s bodu s ku P spuiténé atd.) vy-
tind na ose P Sest bodu a, ... ag, jich? vaddlenosti od poldthku
0 jsou rovny 6 hodnotdm dvojpoméri téie Ctvetiny elementit.

. Nékolik konstrukei kuzelosecek.

Podal dvor. rada prof. Dr. Vinc. Jarolimek.
(Dokongéeni.)

I1. Dané prvky s ¢éast imaginarné,
11. Parabola dand osou X a dvéma body tmagindrnymi
a, b (obr. 9.). Tyto budteZ samodruznymi body elliptické invo-
luce 11, 22 dané na redlné piimece L. Sestrojme stfed involuce
®, potenci jeji — wu?, a bod m sdruzeny k bodu (LX)=
= p (um | pu); bodem m jde poldra paraboly P| X pro pdl p.
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Polara sete osu v bodé ¢. body p. ¢ jsou sdruZené pély, a
vrchol paraboly » pili dsetku pg. Bod paraboly ¢ na poliate P
obdrzime takto: Mysleme si involuci L, soumérnou ku L (11,
22) podle X (rysovati ji netfeba). Jeji samodruzné body (imag.)
a,. b, jsou tolikéz k a, b soumérny; parabola je nyni uréena
imagindrnymi body a, b, a,, b, a redlnym bodem ». Konstrukce
bodu ¢ na polite P z tdchto dat je zndma (G. P. IL, str. 13.,
odst. 114. v levo, obr. 176.). Involuce L, L, promitnéme z bodu
v na kruznici X, ktera jde bodem v a md svij stfed kdekoli
na X; na K vzniknou dvé involuce kvadratické (jedna je 1'1’,
2’2"y podle X soumé&rné Sestrojme stfedy jejich ¢, & (bodu ¢,

Obr. 9.

netieba, jezto eg, | X); spojnice gz, (Cili &3’ | X) sete K v dru-
zing 3'8', kterd obéma involucim je spolefna; paprsek v3' sete
tedy P v bodé paraboly ¢. Z osy X, vrcholu » a bodu ¢ lze
nynf Zzddanou parabolu sestrojiti.

12. Parabola dand osou X a dvéma telnami imagindr-
nymi T, U (obr. 10.). Tyto teény budteZ samodruznymi paprsky
dané elliptické involuce 11', 22‘ o stfedu m. Mysleme si invo-
luci m, soumérnou ku m podle X, kterd svymi samodruZnymi
paprsky T,, U, urtuje dal3i dvé tetny paraboly. Spoleény pa-
prsek obou involuei mm, = P X je polirou pro pél p na ose
X, jejz obdrzime paprskem M, kterj v involuci m je sdruZen
s paprskem P. Prolozme bodem m libovolnou kruZnici K, kterd

9*
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protne danou paprskovou involuci m v bodové involuci kvadra-
tické jejiz stied jest e. Paprsek P sete K v bodé 3, spojnice
3¢ d4 3', paprsek 3'm = M. prisetik (MX)==p. Vrchol para-
boly » pili dsetku pq. Parabola je nyni urdena ¢tyfmi tetnami
(imag.) 7, U, T,, U, atetnou redlnou 4 | X ve vrcholu v, lze
tudiz daldi teény redlné B, B, jdouci bodem p sestrojiti kon-
strukef zndmou (G. P. II, str. 13, odst. 114. v pravo, str.
177). B, B, budou totiZ prochdzeti body &, &, na piimece 4,
v nichz se protinaji homologické paprsky involuci #, m,. Pro-

Obr. 10.

tnéme tedy tyto involuce pifimkou A v involucich bodovych a
stanovme v nich druZinu spoleénou b, b,. Jedna z nich je I7I',
II'IT’, drubhé pak, kterd je soumérna s prvou podle X, netieba
rysovati. Promitnéme obé involuce z bodu s na X zvoleného,
protnéme tyto involuce paprskové kruznici L, jeZz prochidzejic
bodem s m4 stied sviij kdekoli na X, involucemi kvadratickymi,
a stanovme jejich stfedy ¢, ¢,; tyto jsou soumérné podle X,
statf tedy spojnici @@, vésti bodem ¢ | X. Tato sete L v bodé
B, sB tetnu A v bodé b, spojnice ph= B d4 tetnu paraboly B
(dotyény bod ¢ na P), piimka pak bf] B ohnisko f.

13. KuZeloseéka dand osou X, bodem redlnym e a dvéma
body imagindrnymi a, b. Body a, b budtez ddny elliptickou
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involuci na pifmee L. Polaru P k pélu p == (LX) sestrojme
jako v tloze 11. Na pifmce pe, kterd protne P v bodé g, sta-
novme bod d, harmonicky k bodu e vzhledem k druzing pg;
bod d, jakoz i bod d, soumérny ku d podle X. ndlezeji kuzelo-
setce. Tyto &tyfi body d, d,, e. ¢, (soumérny k e) nestacuji viak
k sestrojeni kiivky; tfeba jeité bodu dalsiho. Na piimece L,
soumérné ku L podle osy X vytkn&me involuci soumérnou
k dané na L (ab), promitnéme obé& involuce bodové z daného
bodu ¢ involucemi paprskovymi, a sestrojme spolecnou jich dru-
zinu €, C,; tyto paprsky protnou poliru P v dalsich bodech
¢, ¢, (soumérnych podle X), jeZ nilezeji kuzeloseéce.?) Redlnymi
body ¢, d, ¢ je nyni tloha pfevedena na dlohu 5.

14. KuZelosecka dand osow X, teénon redlnbn E a dvéma
body imagindrnymi a, b (obr.11.). Body tyto af jsou dany el-
liptickou involuei na pifmce L, jejiz stied jest @ a potence
= — ou®. Pélu (LX)=p odpovida polira mP | X (um | pu).
Jsowli a;, b, pa pifmce L, soumérné ku ¢, I podle X, bude
body @, 1, a,, b, uréen svazek kuzeloseiek 3, jenZ obsahuje
také redlnou Aruznici R, protoze lichobéznik abb,a, je rovno-
ramenny a soumérny podle X. Stfed « kruZnice R ptipadd tudiz
na osu X; obdriime jej pfimkou we | L, jezto kruznice R vy-
tvofuje na L touz involuci harmonickych pdéld o (pm), a polo-
mér jeji a¢ jest odvésnou pravoihlého trojihelniku ewt (wf=
=ou) [G. 1. 1., str. 70., obr. 200.]. Mimo to tvoii pfimky
L, L, zvrhlou kuZelosetku ve svazku X Dand tetna £ sete
svazek ~ v involuci bodové, jejiz samodruZné body e, f jsou
body dotyku dvou kuZelosefek twloze hovicich na tetné E. Tato
involuce jest urtena druzinou 11, ve které pfimkv L. /., sekou
'E, a druzinou 22, ve které kruznice R sefe tetnu I.. Tyto
body 22 jsou vSak pomyslné; uréime je tedy involuci, kterou 2
indukuje na F. St¥ed jeji jest I (eI F) a jedna druzina I11/
(T1I = tetné z bodu I ku R). Sestrojime nyni spoletnou dru-
zinu e, f obou involuci na J. znédmou konstrukei pomoci libo-
volné kruznice &, na niz involuce ty promitneme z bodu s na K

8) G. P. M., str. 13., odst. 114, v levo. Zde nelze uzili zjednodugené
konstrukce, vykonané v uloze 11. (obr. 9.), protoZe tam lezel reilny bod v
na ose N, kdezto v tloze hofejsi bod e dén jest mimo osu A.
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vytéeného (obr. 11.). Bod e je dotyiny na teénd E; en X
jest pak poldra pélu (EX) ==». Samodruzné body involuce pq,
(g = PX) rn na X daji vrcholy zddané kuzelosetky v, w atd.
Bod f di obdobné kuZelosetku druhou. Prvd jest ellipsou
0 hlavni ose X, druh4d hyperbolou o vedlej$i ose X.

15. KuZelosecka dand osou X, dvéma tecnam: imagindr-
nymi T, U a jednou redlnou F. Teény T, U budtez dany el-
liptickou involuci paprskovou o stfedu ». P6l p ku poldfe
mP | X sestrojime jako v dloze 12. Prisetikem (P’E)= g vedme
paprsek gp = G a paprsek D harmonicky ku paprsku £ vzhle-

Obr. 11.

dem k druziné PG; paprsek D, jakoz i paprsek D, soumérny
ku D podle X, jsou daldfmi teénami kuZelosetky. Tyto &tyii
redlné teény D, D,, F, E, (soumérné k E podle X) nestalf
jesté k sestrojeni kiivky; tfeba jedtd teény dalsi. V bodé n,
soumérném ku m podle osy X stanovme involuci paprskovou
soumérnou k dané m (TU), protndthe ob& involuce paprskové
danou tetnou £ v involucich bodovych, a sestrojme spoletnou
jich druZinu ¢, ¢,; tyto body promitaji se z polu p dalsimi teé-
nami kiivky C, C, (soumérnymi podle X) [G. P. II, str. 13,
odst. 114. v pravo]. Redlnymi te¢nami C, D, I jest tiloha pie-
vedena na l. 7.

16. Kuzelosecka dund osou X, dvéma imagindrngmi tec-
nami T, U a redlnjm bodem e (obr. 12.). Tetny T, U budte
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samodruznymi paprsky dané elliptické involuce o stiedu #e; se-
strojme jeji centrdlné paprsky C| C' a druZinu podle C sou-
mérnou N, N'. V téze involuci stanovme paprsek ' sdruzeny
ku mP] X; jeho prisetik p na X je pélem polary P v kuzelo-
setee Zddané (jako v uloze 12.). Mysleme si involuci m, sou-
mérnou ku m podle X, jejiZz samodruzné paprsky T,, U,, sou
mérné podle X ku 7, U, jsou daldimi tetnami kiivky. Imagi-
narné ptimky 7, U, 7,, U, urluji osnovu kuZeloselek &£ jich
se dotykajicich, a protoZe ¢&tyrstran zdkladnicemi tvofeny je

Obr. 12,

podle X soumérny, bude osnova £ obsahovati kruznici R, jejiz
stfed « pfipadne na X. Tyz leZeti bude také na paprsku ¢,
ktery’ plli tupy <t NN' (mé-li kruZnice R by’ti 1eé1nzi), tedy

stied e, dotyka se 1magmarnych piimek T, U. Paprsek an' ] N
protne N’ v bods »’, paprsek an | N’ sele N 'v bod& n; spoj-
nice nn' =M | C je polarou kruznice R pro pél m. Nebot je-li
M poléarou pélu m, bude mnnr' trojihelnikem poldrnym (jezto
N, N' jsou poldry sdruzené), a jeho vysky musi se protinati
v stfedu ¢ kruznice R; musi tedy skutetnd byti an’ | wm = N,
an | wm = N'. Poliru M sete am==C v bodé w, polomér pak

ay = Vocm lxm,
Jimz kruznici R opiSeme. Osnova kuzelosetek £ promitd se
z bodu e, jimz zddand kuZelosetka mé prochézeti, involuei pa-
prskovou. Jedna druzina této involuce jest me, m,e, jeito body
m, m, predstavuji jednu zvrhlou kuZelosetku v osnové £2. Dru-
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zinu druhou daji tetny 2¢ vedené bodem ¢ ke kruznici R. Se-
strojime-li posléze samodruzné paprsky této involuce E, F' (kon-
strukee zndmd vykondna v obr. 12. pomoci kruZnice prolozené
bodem ¢), bude E tetnou jedné kuzelosetky uloze hovici, ¢ pak
bodem dotyénym, eS_| X poldrou pro pél (EX)=s, stfed o involuce
(pq), (st) d& stted ktivky, samodruzné body jeji », w vrcholy
at.d. Tetna I's dotyénym bodem e urtuje obdobné druhy vysledek
tulohy. Kfivka prvé je patrné ellipsou, druhd viak hyperbolou.

17. Hyperbola rovnoosd dand oson X a dvéma tecnami
vmagindrnygmi T, U. Tyto budtez dény elliptickou involuci pa-
prskovou o stfedu ». Involuce w, soumérnd ku m podle X
urtuje daldf dvé imagindrné te¢ny 7,, (', soumérné ku 7, U
podle X, Zadana hyperbola jest ona kuzelosetka v osnové &=
=(TUT,U,), kterd prochazi ub&znym bodem ey, libovolné
piimky svirajici s X hel — 45°. Tim jest tiloha prevedena na
16. s tim toliko rozdilem, Zze dany bod e je v tloze pfitomné
v nekone¢nu. Konstrukce se v podstaté neméni; involuce papr-
skovd e (11. 22) je zde oviem osnovou, a jeji samodruZné pa-
prsky E, I sestroji se pomoci proniku s libovolnou piimkou.

Dény-li vSak misto 7, U dva imagindrné body «, b hyper-
boly rovnoosé, a to elliptickou involuci na piimce L, sestrojme
soumérnou elliptickou involuei «,. b, na piimce L, soumérné
k L podle X, a prolozme bodem ey, (na piimece A, jejiz
<L AX = 45°) kuZelosetku, kterd prochdzi imagindrnymi body
a, b, a;, b, (G. P. 11, str. 13, odst. 114.).

[II Plochy stupné druhého.

Konstrukei dosud odvozenych lze uZiti i k feSeni mnohych
zajimavych tloh o plochdch 2. stupné. Klademe tuto nékolik ukazek.

18. Rotaéni paraboloid bud dan svou osou O a dvéma
body «, b. ProloZme rovinu (¢0)=: ¢, ototme do ni bod & kol
O do polohy %', v roving ¢ sestrojme parabolu z osy O, boddv
a, -’ podle ilohy 1., a otofme ji kol osy O. — Dany-li misto
boddv a, b dvé tetné roviny r, ¢, promitneme osu O kolmo do
rovin 7, ¢; priméty oznatme 7, S. Ototime pak S kol O do
roviny (OT)=o a sestrojime v ¢ parabolu podle tlohy 2.

19. Obdobn& fesf se tloha, ddna-li stFedord rotatni plocha
2. stupné osou rotatni a tfemi body uzitim tdlohy 5., nebo tfemi
tetnymi rovinami podle dlohy 7.
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20. Dan-li rotacni hyperboloid rovnoosy rovinou rovnika
¢ a tfemi body a, b, ¢, polozme body a, b rovinu o | s, se-
strojme v ni rovnoosou hyperbolu z bodiv a, b a osy (v0) = X,
podle tlohy 8.; jeji stfed budiz o,, vrcholy na ose X, 7, w (af
redl. ¢iimag.). Dédle v roving z | ¢ poloZené body 4, ¢ stanovme
hyperbolu rovnoosou z bodiv b, ¢ a osy (v0) =X,, jejiz stied
budiz o, (hyperbol téch rysovati oviem netfeba). Kolmice po-
stavend v bodé o, ku X, a kolmice v bodé o, ku X, (ob& v ro-
viné ) protnou se v stiedu hyperboloidu v, nadez osa jeho ro-
tatni w0 ] 0. Ze stiedu o opsand kruznice R tak, aby prochd-
zola body v, w (af redl. ¢i imag. podle dl. 14.) dd rovnik, nateZ
v roving (+0) snadno jiz obdrZime merididan plochy (jakoZto
hyperbolu rovnoosou o stfedu w). Podle toho, je-li rovnik R re-
alny ¢ pomyslny, bude hyperboloid bud sborceny nebo nepifm-
kovy (t. dvojdilny).

21. Rotacni plocha @2 bud ddna rovinou rovwnika ¢ a
étyrmi body a, b, ¢, d. Velkeré roviny rovnobéiné s osou O
rotaéni plochy ¢® protinaji tuto v kuZelosetkdch podobnych.
Budou tedy rovina ¢ | ¢ poloZend body a, b, a rovina z | ¢ ob-
sahujici body ¢, d protinati plochu ¢? v kfivkich 2. stupné
K\ L. Ototime li pak kfivku L okolo prisenice gr =38 do
roviny ¢ do polohy L', budou kiivky X, L' netoliko podobné,
ale i homologické, majice jedny své osy v téze piimce ¢o =2X,,
protoze priisetnice rovin 7o =X, po ototeni piipadne do X,.
Kiivka K -prochdzi také body «,, &,, jez jsou k a, b soumérny
podle roviny o, je tedy obsaZzena ve svazku kuZelosetek X,
uréeném zdkladnimi body a, b, b,, a,. Jsou-li ddle ¢,, d, body
soumérné k ¢, d podle roviny o, ¢',, d',, ¢'. d' polohy téchto
&ty bodd po ototeni do roviny o okolo S, bude kfivka L' n4-
lezeti svazku kuZzelosetek 2,, jehoz zdkladni body jsou ', d’,
¢\, d';. Jest tedy v roviné ¢ stanoviti ony kuzelosetky A, L’
ve svazeich X, 2,, jeZ jsou si podobné i homologické, majice
po jedné ose v piimece X,. Jedna osa podobnosti U je v neko-
netnu,*) na které tudiz kuzelosetky K, L’ indukuji ton# involuci
harmonickych péli I, ; samodruzné body jejf uop . u's daji ib&zné

4) Drubd osa jest S, kter4A by vsak nevedla k vysledku, protoze
svazky ', X vytvofuji na ni involuci identickoun, a to symmetrickou dle
prisedika (SX,) jakoito stredu.
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body asymptot kiivek K, L'. Sestrojime je spoletnou druzinou
involuef I, T,, jez na U vytvofuji svazky Z,, 3,, kterouito
konstrukei vykondme zndmym zpisobem pomoci libovolné kruz-
nice M v roviné ¢, na niZ promitneme /,, /, z bodu s na M
zvoleného. Involuce I,, I, stanovime kazdou dvéma druZinami,
jez obdrzfme, vedouce bodem s paprsky rovnobéZné ku piim-
kém abd,, a,b atd., z nichz sklddaji se degenerované kuzelosetky
svazkii 2, 3,. Spoleénd druzina U, U’ takto vzniklych obou
paprskovyeh involuei s sméfuje k dbéZnym bodim %y, 'y .
Jsou-li tyto redlné, uréuji U, U’ sméry asymptot; z nich a z bo-
div a, a,, b sestrojime hyperbolu /K ((+. P. 1., str. 31.), z tychz
smérd a z bodd ¢/, ¢/,, d' hyperbolu L', kterou zase zpét oto-

Obr. 13.

¢fme kol S do roviny r. Hyperbol rysovati netfeba, stati stiedy
jejich a vrcholy na osdch X,, X,; dalsi konstrukee rovnika R
shoduje se s tlohou 20. V tomto pfipadé je tedy plocha ¢? ro-
tatnim hyperboloidem.

Jsou-li v8ak samodruzné body wu.,, u'o involuce I, ima-
gindrné, nahradime je jinymi druzinami;®) kiivky XK, L' jsou
pak ellipsy podobné. Spojime na pt. body ab a k dbéznému
bodu #y této pFimky stanovime v involuci 7, sdruZeny bod
' ; paprsek st'y, urfuje smér priméru V kiivky K, sdruze-
ného s tétivou ab. Rozpolovacim bodem tsetky ab vedme tedy
V|| st'e; prisetik (VX,)==o0, d4 stfed ellipsy K. Z bodiv

5) Konstrukei jejich viz v Cas. mathem., ro¢. XLVI (1917), str. 19.
dole pod ¢arou, poznamka 2).
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d, a,, b opatfme si dva sdruZené pdly p, ¢ na X, podle al. 1.,
natez 0,0=— o,w=Vo,p.o0,q stanovi vrcholy ellipsy X na
ose X,. Obdobn& stanovime vreholy ellipsy L, ototime je kol
S do roviny = zpé&t atd. Vysledkem je rotaéni ellipsoid.

Dodatek. Znama je konstrukce poloos hyperboly a, b,
dany-li asymptoty jeji M. N (obr. 13.), tudiZ i osy jeji X, ¥
a jeden bod kiivky ¢. Vedeme-li bodem ¢ kolmici ku X, kterd
protne asymptoty v bodech r, s, bude b>=¢r.cs. Tuto kon-
strukei odvozuje K. Pelz ve svych ,Pfedndkdch“ pomoci pri-
seku rotaénfho kuzele s rovinou (viz také G. P. IV. na str. 7.
dole). Uzitim vé&ty z na$f tlohy 8. mozno konstrukei oddvodniti
rovinnou geometrif synthetickou: vedeme-li cp|| M, cql| 4V,
budou p, ¢ sdruzené pély na ose Y, protez b2=—op.oq, a
protoze op =rc, 0q = sc, jest b%=rc . sc.

7 b, M, N sestrojime jiz snadno poloosu hlavni a. PHmd
konstrukee je tato: ceg | Y. a=—ct = Vce . ¢g. Dikaz: body
h, § (¢j|I N) jsou sdruzené poly na ose X, tedy a®=oh.oj;

ale oh=-¢c, 0j = ge, tedy a*=cec . gc.

Reseni linearnich rovnic vektorovyeh o jedné

nezname.

Napsal vl. rada Ant. Libicky.
(Dokon¢eni.)

5. Redeni kazdé rovnice skaldrni, kteri md tvar slozit&jsi
nez rovnice (1), (5) a (9), lze uvésti na ¥eSeni téchto jednodu-
chych rovnic. Jakych obrati se pii tom pouZivi, poznime nej-
lépe z t&chto piikladi:

Priklad 1.

[xXa].b=m (14)

Jezto dle V. A., pag. 18

[x X a].b=1[aXDh].x,
lze tuto rovnici psiti téZ ve tvaru
[a X b]. x =m; N
nahradime-li tu soutin a X b vektorem ¢ = (al sin ab) e,,
kolmym k roving vektorid a a b, nabudeme rovnice
¢c.X =m,
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