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0 Malfattiho problému.

Napsal V. Rychlik.
(Dokonéeni.)

Vysledek, ke kterému jsme dospéli, je zajisté dosti jedno-
duchy. Ale methoda, jiz jsme ho dosahli, d4 se stéZi nazvati
uspokojivou se stanoviska geometrického; provadéli jsme totiz
fadu operaci algebraickych, které nemaji vibec vyznamu geome-
trického, jimZz neodpovidd nic ani v konstrukei ani v dikaze
(ten jest vynechdn, ponévadz by byl pouhou verifikaci, %e nase
vyrazy vyhovuji rovnicim, od nichZ jsme vySli).

Kruhy Malfattiovy maji zajimavou vlastnost, kterd bezpro-
sttedné vede ke konstrukei, udané Steinerem. Vyznam jeji spo-
¢ivad v tom, Ze lze ji, jak tyZ geometr ukdzal, zevSeobecniti tim,
7e uvaZujeme na misté trojahelnika pifmotarého trojihelnik
z obloukid kruhovych; ale to-zde dokazovati nebudeme.

Predem vS8ak, neZ odvodime tuto vlastnost, uvedeme dvé
véty pomocné, jichz dikaz je dosti slozity a rusil by tedy svou
délkou souvislost naSich dvah. Véty ty ve znéni, ve kterém jich
potfebujeme, jsou zevieobecnénim vét zcela Jednoduchych a
z téchto je lze také ‘odvoditi transformaci zvanou inverse. O této
transformaci jednd €l4nek p. B. Hostinského ,O inversi¢ v Pif-
loze r. 1905—06; ty z Ctendid, kdo by se ji chtéli vice zaby-
vati, odkazuji na onen ¢ldnek; pro ty viak, jimZz neni tento
roénik Piflohy piistupny, zrekapituluji struéné nejdilezit&jsi
véty o inversi, pomoci jichz dikaz potfebnych vét lze zcela
provésti.

Spojime-li kazdy bod 4, jistého ttvaru «, s pevnym bo-
dem S paprskem S4,, a na tomto paprsku uréfme bod 4, tak,
ze S4, .84, je velitina stdld, tvoii souhrn bodd A, jisty
utvar a,, ktery nazyvame inversnim k «,. Pevny bod S nazy-
vime stfedem inverse, staly soutin SA, . S4, mocnosti inverse.
Dle toho, je-li mocnost kladnd nebo zdpornd, musfme brati
tisetky S4,, S4, ve sméru stejném nebo protivném.

Jsou-li dva obrazce inversni k tfetimu dle téhoz stiedu,
ale riznych mocnostf, jsou si navzdjem podobny a podobné po-
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lozeny. Je totiz
SA4, .84, =¢,, S4,.84,=c,
tudiz
S4,: 84, = ¢, : c,.

Jsou tedy paprsky k stejnolehlym bodim A4,, 4, Gmérné;
a Ghly mezi nimi jsou rovné, jsouce bud totozné nebo vrcholové.

Utvarem inversnim k pfimce prochdzejici stiedem inverse
je piimka ta sama. '

Utvarem inversnim k pfimce stiedem inverse neprochdzejici
je kruh, ktery prochéazi stfedem inverse. Abychom to dokézali,
spustme ze stfedu inverse kolmici na piimku S4,, sestrojme
k paté této kolmice A, bod inversni 4,, tak ze SA4, . S4, =c¢,
a opisme nad primérem SA, kruh; ten je hledanym ttvarem
inversnim k piimce. Nebof pro kazdy jiny bod pfimky B, je
priseéik paprsku SB, s kruhem B, bod k B, inversni, jak vyplyvé
z podobnosti pravodhlych trojahelnikd A S4,B, ™ A 8B, 4,;
pak je totiz S4, . SA, = SB, . 8B, = c.

Inversnim ttvarem ke kruhu prochizejicimu stredem in-
verse je pfimka kolmé na primér kruhu jdouci stiedem inverse.

Inversnim ttvarem kruhu, neprochdzejiciho stfedem inverse,
je opét kruh. Je-li mocnost inverse rovna mocnosti stiedu in-
verse vzhledem ke kruhu, je kruh sdm k sob& inversni, nebot
inversi ptejdou v sebe priisetiky paprsku jdouciho stiedem in-
verse. Je-li moecnost inverse jind, uzijeme prvni z uvedenych
vét. Dany kruh budeme poklddati za inversni siém k sobé (to je
mozno), hledany tatvar je k témuz kruhu inversni dle jiné moc-
nosti; je tedy dle oné véty hledany vtvar kruh podobné lezici
k danému, a stied inverse je stiedem podobnosti. )

Dal3i dilezit4 vlastnost inverse je, Ze se ji hly neméni.
Dvé primky sviraji tf dhel, jako kruhy k nim inversni. Jsou
totiz tetné ve stfedu inverse na kruhy vedené rovnobé&Zné
s piimkami, nebof priméry kruhi@ stoji kolmo na piimkdch.
Rovnéz i dva kruhy protinaji se pod tymz tuhlem jako kruhy
k nim inversni. Abychom to seznali, sestrojime kruhy, které
prochdzeji sttedem inverse a dotykaji se danych kruhi v pri-
setiku. Po inversi tyto kruhy pfejdou v te¢né v priiseéiku kruhi
transformovanych, jez tedy sviraji tyZ thel jako tyto kruhy a
jako tetné kruhi pivodnich.
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Pro geometrii kruhu maji svazky kruhd podobné dilezity
vyznam, jako svazek pifmek pro geometrii pfimky, a bylo by
moZzno téz analogicky definovati svazek kruhii jako souhrn vSech
kruhl prochazejicich dvéma body. Ale tu narazime na obtiz;
dva redlné kruhy neprotinaji se vidy, miZe se stdti, Ze prise-
tky jejich jsou, jak ¥fkd analytickd geometrie, imagindrni.
I v tomto piipadé je v8ak redlnou pfimka, kterd spojuje oba
prisetiky, chorddla, a mocnost jejfho bodu vzhledem ke viem
kruhiim svazku je tdZ. MiZeme tedy definovati svazek jako sou-
stavu kruht, jeZ maji spoletnou chorddlu.

Opiseme-li kol bodu chorddly kruh, ktery protini jeden
z kruhd svazku v pravém tuhlu, protne tento kruh vSechny
kruhy svazku v pravém twhlu. A viechny kruhy takto sestrojené
tvoif opét svazek, jehoZ chorddlou je stfednd kruhi svazku pi-
vodnfho. Protinaly-li se kruhy svazku ptivedniho, neprotinaji se
kruhy svazku orthogondlniho, a naopak; dotykaly-li se kruhy
svazku plvodnfho chorddly, dotykaji se kruhy svazku orthogo-
nilntho pivodni stiedné.

Pomoci inverse miizeme kazdy svazek, jehoZ kruhy se pro-
tinaji, pfevésti ve svazek piimek, kazdy svazek, jehoz kruhy se
neprotinaji, na soustavu kruhidi soustfednych (jiz tedy lze po-
kladati téz za svazek), konecné svazek kruhi se dotykajicich na
soustavu rovnobézek. K tomu stali poloZiti v prvém a tfetim
piipadé stfed inverse do spoleéného bodu kruhi, v druhém do
prise¢fku kruhi orthogondlnich k danym. Inversi totiz piejde
v druhém piipadé svazek kruhd v soustavu kruhd, které protf-
naji svazek ptimek v pravém ihlu, a to jsou kruhy soustfedné.

Nyni snadno dokdZeme véty pomocné, jichZ uzijeme pozdgji.
Prvni je véta:

Dotykaji-li se dva kruhy dvou danych kruhd, lezi body
dotyku na kruZnici.

Drubé véta zni:

Vsechny kruby, které se dvou danych kruhd dotykaji
Vv témz smyslu, protinaji kazdy kruh svazku definovaného danymi
kruhy ve stejném thlu.

Inversf totiz pfevedeme tyto véty na jejich specidlni pfi-
pady, kdy dané kruhy degeneruji na pfimky, nebo jsou sou-
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sttedné; a pak ty vty jsou tak jednoduché, Ze netfeba jich
zvlasté dokazovati.

Pristoupime nynf k vlastni dloze, dokézati vétu: Spoletné
tetné kruhii Malfattiovych dotykaji se kazdd dvou kruhi ve-
psanych do trojahelnikdi, na které se dany trojihelnik rozpadd
symmetrdlami ahld.

Zachovdvajice oznateni obrazce 1. sestrojme kruh, ktery
dotykd se kruhi K, a K, v bodu @, a prochdzi bodem C,.

Obr. 2.

Tento kruh protind dle druhé véty pomocné viechny kruhy,
které se K, a K, zevné dotykajf, ve stejném dhlu, tedy i stranu
AC, kruh K, a stranu AB, jez se kruhu K, v bodu C, do-
tykd. Oznalime D priselik tohoto kruhu pomocného se stranou
AC a sestrojime v bodech C, a D k nému teény, jez se
protnou v bodu F. Pak je- <t CDF = <t AC,F.

Na strané 4B najdeme bod L tak, ze <t FLC, = <t FC,L.
Pak je A\ ADF Y A ALF dle tteti véty; z toho je patrno,
ze paprsek AF rozpoluje <t BAC.

Ponévadz ve ¢&tyrthelniku AC,FD je soudet dvou twhld
< ADF + << ACyF =, je thel DFC, = n — «. Nalezi tudiz
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k oblouku DC, kruhu DQ,C, sttedovy thel o, a obvodovy thel
je tedy <t DQ,Cy, =7 — -g—. Z toho plyne

«

<< ADQ, + < AC,Q, :27:—(71———;—-—{-05):,,__?.

Dle prvni véty pomocné lezi body C,C,Q, @, na kruhu. -

Vedme jesté kruh body B,D@,. Ten necht protind kruh
C,C,Q,Q, kromé bodu @, v bodu E. Pak je

<t BJEC, = 27 — (< B,EQ, + < C,EQ,)
=2z — (7 — X BDQ, +n— < (,0,Q,)

o

=< BDE,+ < 0102(22:”—‘2“-

To je viak obvodovy thel pfislufny stiedovému tdhlu «; po-
névadz je AB, = A(', lezf bod E na kruhu kol 4 polomérem
AB, opsaném. .

Kruh C,C,Q,Q, protind piimky AB a AE ve stejném
tihlu, nebot AC, = AE. Ddle protind i AB a krub DQ,C,
v rovnych thlech, nebof v prisecicich se ob& tyto Eiry doty-
kaji kruhu X,. A ponévadz se C,F kruhu D@,C, dotykd v bodu
Cy, je thel, ve kterém kruh C,C,Q, @, piimku C,F protind,
rovnéz roven thlu, ve kterém protind AB.

Podobné kruh @,D 5, protind v tomtéZ tdhlu vSechny kruhy,
jez se v @, navzijem dotykaji, a tedy je protind v druhych
priseticich v rovnych thlech, a to kruh K,, a tedy i stranu
AC' v bodu B,, a kruh C,Q,D a jeho tetnu DF v bodu D.
Protoze je AE — AB,, protind ve stejném thlu téZz piimky
AC a AE.

Z toho vyplyvd, %e AF prochdzi bodem F, t. j. Ze je to
symmetrala thlu CAB. Kdyby totiz pifimka AFE bodem F ne-
prochdzela, protinala by na pf. DF v bodu H a prodlouZenou
C,F' v bodu G, a tyto body byly by od F rizné, tvofice troj-
thelnik FGH. Pak vyplyvd z rovnosti Ghld, v nichz C,G a EG
protinaji kruh C,C,Q, Q. E

C,G = EG
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podobné z rovnosti hld, v nichz DH a EH protinaji kruh
Q.DB,E

DH — EH.
Koneéné tetné kruhu DQ,C, jsou si rovny
CoP = DF.

Bylo by tedy
C,G =C,F 4 FG == DF 4 FG = EG.

Ale tu je
DF = DH + HF

EG = EH + HG.

Dostali bychom tudiz rovnici
HF 4+ FG = HG

mezi stranami trojihelnika HF'G, jehoz thel HFG je jisté od O
a m razny, coZ je nemozno, nesplyvaji-li body H,G s bodem
F, jak jsme tvrdili.

Dospéli jsme tudiz k tomu vysledku, ze kruh C,C,Q, Q,
protind v rovnych thlech stranu AB, symmetrdlu ihlu BAC a
tetné kruhi K,K, a K;K, v bodech @,, Q,. Kdybychom
v tivaze vyménili body ('@, s body (¢, dospéli bychom
toutéz cestou-k tomu, Ze i uhel, ve kterém kruh C,C,Q, @, pro-
tind symmetrdlu ihlu 4BC| je roven thlu, v némz protind stranu.
Sestrojime-li tedy kruh s timto kruhem sousttedny, jenz se
jedné z téchto pfimek dotykd, bude se dotykati vSech. Ale pak
bude vepsdn trojihelniku ABM (kde 3 znati stfed kruhu ve-
psaného do A ABC).

. Provedeme-li podobnou uavahu pro drubhé dvé strany troj-
uhelnfka, sezndme, Ze spoletnd tetnd kruhi K,K,; v bodu @,
dotykd se i kruhu vepsaného do A\ ABM i do A\ ACM. Se
symmetrdlou, kterd se téz téchto kruhli dotykd, obecn& tato
teénd totozna neni, je to tedy druhd spolecnd tec¢nd téchto kruhi.
A to je véta, kterou jsme chtéli dokdzati. Konstrukce i dikaz
plynou z rozboru.
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