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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O spojitych funkcich, nabyvajicich kazdé své
hodnoty koneénékrat.
Milo§ Neubauer.
(Dodlo dne 22. VI. 1933.)

1. Necht P je neprizdné mno#stvi pfirozenych ¢&isel. Necht f(x)
je funkce!) definovand a spojitd v uzavieném intervalu, kterd
kaZdé své hodnoty nabyva koneénékrat; pro kazdou jeji hodnotu y
necht p(y) znaéi polet viech feSeni v z rovnice y = f(z). Pak
pravim, Ze funkce f(z) je P-funkce, kdyz P je mnoistvi vSech p(y).
Obsahem tohoto &lanku je dikaz této véty:

K tomu, aby existovala P-funkce, je nutné a staés. aby bylo

supP>2.infP—1 (1

(sup P resp. inf P znaéi horni resp. dolni hranici mnozstvi P)

2. V é&lanku ,,0 spojitych funkeich, nabyva]icwh kazdé své
hodnoty k-krat nebo I-krat* (Cas. mat. fys roé. 62, str. 8) jsem
dokazal, Ze nerovnost (1), ktera je trivialni pro supP = 4 oo,
je podml’nkou nutnou pro existenci P-funkce (véta 1 1. c.), a déle,
Ze je postadujici v tom-pifpads, kdyz P obsahuje dvé?) éisla £ <!
(v tomto piipadé pravi (1) totéz co ! > 2k — 1 a P-funkce znamend
totéz co (k, 1)-funkce). Kdy% P obsahuje jedno é&islo &, je postaéitel-
nost podmlnky (1) trividlni, nebot v tomto pfipadé pravi (1) totéz,
co h=1. Zbyva tedy sestrojit P-funkci ke kazdému P, které
obsahuje asponl tii &éfsla a spanJe podminku ( 1).

3. Necht tedy P znaéi az do konce pevné takové mnozstvi.
Polozim p = inf P. Podle (1) jsou v P ¢&fsla > 2p — 1. Nazvu ¢
nejmensi z nich; v P neni tedy &isel, ktera jsou ]ak > 2p-— 1,
tak < g. Rozdéhm mnoZstvi viech &isel z P, ktera jsou vétsi nez p,
na tfi disjunktni ¢dsti 7', L, S takto: do T' patif ¢isla ¢, pro néz
p<t<2p—1;do L resp. S licha resp. suda &isla > q. Mnoastvx
T, L, S napi$i, pokud nejsou prizdni, ve tvaru posloupnosti:
tl<t2<..., Lh<l<... <8 <... Posloupnost pro 7T
obsahuje ne]vyé p—2 clenu konéi-li ¢lenem ty, N < p—2,
polozim ty =ty pron=N+1, N+2,...,p—2 Posloupnost
pro L resp. S je konedna nebo nekoneéna ]e -li konedna, konéic
¢lenem lN resp sy, poloZim I, = ly resp. 8, = Sy pro n == N + 1
N42,.

1) Jednam- o funkeich redlnych jedné reilné proménné.
2) T. j. pfesné dv&; jinak uZivam slova ,,aspoti‘.
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P-funkei sestrojim pbdle tohoto plénu:
S = 0®)

[—1 {84:0 {

P
l> 1 {qliché '

SRS
HH- 1
SooL ©C0
H Il
R

l q sudé

Ze tento plan zahrnuje vipchny moZnosti, je vidét takto:
Kdyzp——l je2p—1=1, tedy ¢ = 1, T = 0; je-li mimo to téz
S =0, je L 5 0, protoZe P obsahuJe aspon tii ésla. Kdyz p > 1,
je ¢ = 2p— 1 > p; je-li mimo to g liché, je tedy ¢ v L, takze L % 0.

bestrOJovanou P-funkei nazvu f(z). Vyslednd konstrukce je
déna vzorei (14) — (16), (25) — (28) a (31) Dukaz, ze funkce f(x)
je P-funkce, vynechidm, protoZe nedini zdsadnich potiZi.

4. Pro uzivani funkénich znakd zavedu toto pravidlo: Necht
@D(x) znadéi konednou funkei definovanou v intervalu [0, 1]9)
a necht a, b, m, M jsou realna-éisla (@ < b). Pak znamenaji znaky
D (), @(a b; m, M; z) a ®*(a, b; m, M; z) takto definované funkce
proménné x:

@ (x) = 1 —P(1 — ) pro 0<z<l (3)
¢(a;b; m, M; z) = m+ (M —m) @(Z:Z) proa < x<b, (4)

D*a, b;m, M; x) = D(a, b; m, M; a+b—x) pro a<L zxz<b. (5)

- 5. Zavedu osmi pomocnych funkcz proménné z v intervalu [0, 1]
[takZe l1ze na n& pouZit operaci (3) —'(5)] vzorei (6) — (13); v'nich
znadi h kladné liché &islo, k celé gislo [1 < k < L (b + 1)] a {kn} ne-
koneénou posloupnost k,, k. .". . kladnych lichych é&isel.

0 pro % (n=10.2..,h—1)
Fa(z) =11 pro Tn=1,3,.. k), : (6)
Ll'lne:?,rm v [T % ] (n=0,1,...,h—1).

(1 1 1 1.\ 1
Fh(n+1’7z""n+1’?’ x) V[ 1 n]‘"’“l 2
0 pro z.=0. _ M

ga(2) =

»

%) S = 0 resp.-S = 0 znamens; e mn tvi S je resp neni, prazdné.
4) T. j. mnoZstvi viech z, pro né% 0 g 1.



]F;. z v [0, 2(k— 9]5)..

h .

Friz) = . - (8]
(@) ]w,,_w_n (2_0;5—_1) 150, 1; x) v [z&{ﬁl] (8)
(@) = gal). )

i) = {Pual0 040 v [0 3 )

w($. 1; 4, 1 2) v (3, 1] . e

'_fh.k(x) = (). : (11)
i = 045045 ¥ 04 a

vk 15 4, 1-x> v [} 10 '

J 1 L. x| v R (n=12..)

1ty (@ _l n+1n nt+1 n’ ) n—}—l'n. T Teh

lO pro x = 0. : _ (13)

6. Sestrojim P-funkci f(x) v ptipadé p = 1 vzorci (14) — (16).

V nich uZiji oznaéeni z odst. 3, planu (2), operace (5) a pomocnych
funkei (7)., (9) — (13).

) p = 1, S =0:
(@) = zup (@) Oy
p=1 840, L =09%: " '

v’/’-s’-—&.+l(x) v [03 l]: )
2¥s—1(1, 2, —1, 1, 2) v [1, 2],
= 15

f() Kisn—sr1}(2, 35— 1, — 45 2) v [2, 3], (15)

¢31—81+11 %(3.—‘81)(3’ 4; —'%5 O; x) v [35 4]'

p=1_8%0, L+0,s <resp. >

Ly (z) v [0, 1], ‘ ‘
flg) — | P in TESP. on(1, 251, 25 7) v [1, 2], : 16)
() = \yy 1 TeSP. Yot 10-1)(2, 3; 2, 35 2) ¥ [2,3], _ W

2 o—n+13(3: 4, 2,3, 2) v [3, 4]’

7. Necht je p > 2, ¢ liché a ¢t &islo z T (viz odst. 3). Zavedu
posledni pomocnou funkcz proménné z v intervalu [0, 1] [takZe lze
na ni pouZit. operace (4)] vzorcem (17). V ném wuZiji oznaéeni
z odst. 3 a pomocnych funkef (8) a (12).

5) Od adaprolc—l

8) V tomto pfipadé je s, > s, protoZe. P2 obsahu!e aspoﬁ t¥i, cisla.
" 1*



1 1
Xq—2p+2(0, T 0,1; x) v [0, P ]

' 1 7
sz_l,g_p+1(x) A" [m, l] (ll)

8. Necht je p > 1, ¢ liché. Zavedu osm zdkladnich funkci
proménné x v intervalu [0, 1] [takZe lze na né pouZit operace (4)]
wvzorci (18) — (24). V nich uZiji  oznadeni z odst. 3, operace (5)
a pomocnych funkei (6) — (13) a (17).

Gé(x) resp. Gi’(x) =

. 1 1
_ 1: —,
2i, q+1;(0 5 — S 0, x) v [O, - 1]

H;(.’t) =

1 2p—2 (18)
= Fop-a(@) v [2p—l 2p——l]
2 2 2p — 2
Xa—2p+2 TESP. ¢q—2p+2(2§—_-1, 1;0, L; x) v [2;;_ T 1]-
q>2p—1:
. ] =
Z(l,,——q+1}(0.- 2_}7——_1; 0,1; CIJ) v [0, 5y — 1].
1 2p — 37
Fop(@) v [ =7 2p _‘_1] :
.III(x) _J 2p ’4 (19)
L 2p— 3 2p—201. L[2p—3 2p — 2
"”3(;}—12p——1 x) 2p—12p—1]
2p . [22—2
—— 1L
Zq—zp(2p ,1;0,1; x) [229—1’ ]
g>2p—1:
0 1 ;0,15 0 1
Z{l,,——q+1)( ygi)‘__{:_i, s 45 x) V[ ,—2--p—_i:-l»]
; ’ 1 2p
Gy () ={Faps1(2) ¥ [2p T1 91 1] (20)
2p
Pq 2,,(2 T 1,l 0,1; x) [2]) L 1].
SF0, 8= s,é):

- 7) Odpadé pro p = 2.
8) T. j. S obsahuje jedno é&islo.



1 1
Ye—2p+1, ;(q—2p+3)(0, E};—“i’ 0,1; x) [0 5}‘;_ i]

‘ ' 1 2p — 317

2p —3 2p—3
1;0,1; :
@ 3(21)—1 0, x) V[Zp—l’ 1]
S+ 0, s, > 8:
1 1
[1/}81-21”‘3: 5(q——21)+3)(07 "2—p'—_— l, O, l, x) v O; %‘:{ ,

' 1 2p—3
Fopa(@) v [2p —T2p—1 1]

Gyl (x) = p—32p—2
s (%) P*s—s1+1, 2(2]7— 1 2p— 7 1, l;x) (22
2p—3 2p—2]
Vigp—T2p—1
2p — 2 p — 2
Z*(Gn_‘sl‘i'l}(%__———l’ 1;09 —;-; x) v [2p_ 1’ IJ
T £ 09:

I,y _ g [r—1 n n—1 n“
GT(x)—Ht”(p—2'p—2’p—2’p—2’x)

B (23)
V[z—;,pZQ] (n=1,2, .,p—?).u
I p —_— 3 10
. IGT(x) v [o, o ),
Gy (2) = ’ (24)

p—3  p—3 . p—3
‘Fq-‘p—z—ﬁ+l(p__2, lyp__2, l)x) \'2 [p—2 1

9. Sestrojim P-funkei f(z), kdyZ je p> 1 a ¢ liché, vzorci
25) — (28). V nich uziji pldnu (2) a zdkladnich funkei (18) a (21)
az (24). . '

p>1, qliché, T =0 =8:
f(x) = G[(). ' (25)
p>1, qliché, T =048, 82=resp.>81:' .

°) Tedy p > 2,.nebot pro p =2 je 2p—1=3, T = 0.
1) Odpadé pro p = 3.



JGZ (@) v [0, 1],
'ng resp. Gg (1,2;1,2;2) v 1, 2].
p>1, qliché, T+ 0=28
Gy(@) v [0, 1],
@) Z{G? 1,21, 2; : 7)
r (1,21, 2;2) v [1. 2]
p>1, gliché, T 3 0 £ §, s, = resp. > s;:
’Gim v [0,1],
GE (1. 251, 2;2) v [1, 2], (28)
s Tesp. Gé1(2, 3;2,3;z) v [2,3].

10. Pro liché q zavedu modifikaci fp(x) P-funkce f(x) v nasle-
dujicich p¥ipadech. '
Pmpad prvy. Necht p = 1, L & 0. Pak!?)
'Pl,,2(0 ER rér ) v [07 2]
fp(®) =z 1 3 L 2) v [3: 1],
\f(x) pro z > 1.12)
Pripad druhy. Necht p > 1, I, > I,. Pakl!)

1 1
-— 1. [ .
W,—q-H 2( (2p - l) 0! x) \4 [0* ) (2]) - l)]
1 1
Xt~ (H-l)( (227____ 1) 2p — l 27 L; x)
1 1
12@p—1) 2p—1|

1 .

f(x) pro x> §p_—1

13)
Pripad treti. Necht p > 1, ¢ > 2p — 1. Pak fp(x) vznikd
z piisludné z funkei (25) — (28) (podle pfedpokladiio 7' a S), kdyz
misto zakladn{ funkce G;(x) resp. GILI (=) se uzije zakladni funkce
G (x) resp. G¥(x) [vzorce (19) a (20)].
11. Sestrojim P-funkei f(«), kdyZ g je sudé &islo (viz plan (2)).14)
Za tim adelem nazvu P’ mnoZstvi viech éisel z P zmensenych o 1.

f(a) =

f(x) =

fp(z) = 4

11) U%iji pomocnych funkei (10) a (13).

12) Odpadé pro S = 0; pro.S #+ 0 znaéi f(x) funkei (16).

13) f(:v) znadi p¥isludnou z funkei (25)—( 28) podle predpokladu oTalk.
© %) Eo ipso je p > 1.



7
Protoze p > 1, je P’ mnoistvim piirozenych ¢isel.. PoloZim-li
p'=p—1, je p’ =inf P’. Mnoistvi P’ obsahuje ¢islo. ¢ — 1.
Protoze ¢ > 2p — 1, je e
g—1>2p—2=2p">2p"— 1. = (29)
Tedy je sup P">q—1>2p"—1=2infP"— 1. P’ je tedy
mnozstvi pfirozenych &isel, které obsahuje aspon tfi ¢isla a spliiuje
podminku (1). Necht znaky zavedené v odst. 3 opatieny darkou sé
vztahuji na mnozstvi P’ (znak p’ hovi tomuto pravidlu). Tvrdim,
Ze ¢' (nejmensi &fslo z P’, které je > 2p’ — 1) je liché éislo. Dikaz:
Protoze g — 1 je v P’, podle (29) je : :
g—1=2q¢=22p"—1 - (30)
Kdyby ¢’ bylo sudé, bylo by (g —1 je liché) ¢ — 1> ¢’ > 29/,
tedy ¢ > ¢’ +l>2p +1=2p—1. Ale ¢ —l—lJevPaPne-
obsahuje ¢&isel, ktera jsou jak > 2p — 1, tak << q..— Necht nym
f'(x) znadi P’-funkeci, sestrojenou zpusobem dosiid popsanym.
I‘vrdlm ze lze definovati funkci f'p(x) z odst. 10. Dukaz: KdyZ
p =1 podle (29)¢g—1 patrl do L', tedy L' % 0 a nastava pnpad
prvy z odst 10. Kdyz P > 1, podle (30) j
g—1=4q'".Jdelig—1>¢, obsahuje L’ aspon dvé élsla “totit ¢’
aqg—1, takLe U, > I’y a nastava pfipad druhy z odst. 10. Je-li
q— 1 = ¢, podle (29) q > 2p — lanastavap ipad tteti z odst. 10.
. Nazvu-li [a, b] interval, v némz% je definovéna funkce f'p/(x)
(ostatné @ = 0), a m resp. M j ]e]1 minimum resp maximum (ostatné
m = 0), je P- funkce dana pii sudém ¢ touto formuli:

p>1, gsudé:
sz pro x = a—1, = m pro z = a, linedrni v [a—1, a],

l—_— fp(z) v [a, b].,

f(z) (31) |

Sm' les fonctions continues qui prennent chaque lem‘ valeur :
' - un nombre fini de fois. ' o

(Ex_tralt de larticle: precedent)

Soit P un ensemble non vide de nombres ,naturels. Soit ’f(x)
une fonction (réelle), définie et continue dans un intervalle fermé,
‘qui prend chaque sa valeur y un nombre fini, soit p( ), de fois.
Alors j’appelle f(z) une P-fonction, si P est 1dent1que a ’ensemble
de tous les p(y). L’objet de I’article precedent est la démonstration
du théoréme- suivant:

Si et seulement st - _ L .

borne P > 2 .borne P —1, I
il existe des P-fonctions. e




D’aprés les résultats de mon article ,,Sur les fonctions continues
qui prennent chaque-leur valeur k-fois ou Il-fois* (ce journal, 62,
p. 8), il suffit de construire une P-fonction pour chaque P conte-
nant au moins trots nombres et satisfaisant a (*). — Soit donc P
un tel ensemble. En désignant par E(C(x)) 'ensemble de tous les
nombres x de P vérifiant la condition C(z), je pose p = borne P.

g = borne E'(x>2p—~1) T=E@p<xz<2p—1), L resp.

S =E(z>gq, > p,  impair resp. pair) de maniére que P =
=E(x=p)+ T+ L+ S En désignant par tl<t2<...,
L<l,<... 8 <8 < ... tous les nombres de 7', L, S resp
(s’ilyena.),jepose 1°t, =ty pourn =N + 1, N + 2 Lop—2

si T ne contient que N nombres (N < p—2) 20 l =y resp
Sp.=8y pour n =N + 1, N +.2,..., si L resp. S ne contient
que N nombres (N fini). — D’autre part, en se servant des for-
mules!) (3) — (5), dans lesquelles @(x) désigne une fonction (réelle),
définie et finie dans [0, 1},2) et a, b, m, M — des nombres réelles

(@ < b), je définis successivement: 1° huit fonctions auxziliaires
par les formules (6) — (13). dans lesquelles & désigne un nombre
positif impair, ¥ — un nombre naturel < § (b + 1), {h,} — une
suite infinie des nombres positifs impairs; 2° pour p > 2 et ¢
impair, une fonction auxiliaire par la formule (17), dans laquelle ¢
désigne un nombre de 7'; 3° pour p > 1 et ¢ impair, six fonctions
fondamentales par les formules (18), (21) — (24). — Alors la P-fon-
ction demandée est donnée par les formules (14) — (16), (25) — (28)
dans tous les cas distingués au tableau (2) sauf pour ¢ pair. Dans
ce cas soit P’ ’ensemble de tous les nombres z — 1 ou = appartient
a P. P’ est encore un ensemble de nombres naturels contenant au
moins trois nombres et satisfaisant a (*). De plus, le nombre ¢’
correspondant est impair. On peut donc construire une P’-fonction
f'(z) de la maniére ci-dessus. Soit [a, b] 'intervalle de définition
def'(x) et m resp. M —le minimum resp. maximum de f'(z). Par une
modification légére de f'(z) on en obtient une fonction f'p/(z),
définie encore dans [a,-b] et ayant le minimum m et le maximum M,
mais qui jouit de la propriété suivante: si p(y) resp. pr/(y) signifie
le nombre de toutes les solutions en z de 1’équation .y = f'(x)
resp. y ={'p(2) (m < y < M), on a pp(y) = p(y) pour y > m,
mais pp:(m) = p(m) + 1. Alors dans le cas restant du g pair la
P-fonction demandée est donnée par la formule (31).

1) Je prie le lecteur de vouloir substituer, dans toutes les formules
citées, les mots tchéques par les mots frangais correspondants au moyen du
vocabulaire suivant: hche = impair, linedrni = linéaire, pro = pour,
sudé = pair, v = dans.

%) C’est & dire ’ensemble de tous les x pour lesquels 0 <z < 1.
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