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*Casopis pro pdstovani matematiky a fysiky, rot. 75 (1950) -

LE VECTEUR AFFINONORMAL ET LA CONNEXION, DE
L’HYPERSURFACE DANS L’ESPACE AFFIN

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Regu le 25 Mai 1950.)

Le travail présent est consacré & la théorie de 'induction affine pour
un espace & n — 1 dimensions X,_; (holonomme) dans un espace n fois
étendu 4,, doué d’une connexion affine, plus ou moins générale. Le
probléme consiste dans la construction du vecteur affinonormal défini
aux points de la variété X, _;. La connaissance du vecteur affinonormal
conduit 4 la définition de la connexion induite et donc & 'immersion de
Pespace X, _; dans 4,. On discute la question d’une connexion arbitraire
intrinséque dans X, _; et, ce qui est le but du travail, la question dela
connexion invariante et celle du vecteur affinonormal & direction in-
variante par rapport & la transformation du vecteur tangent.

Pour faciliter ’étude de ce travail, je traite soigneusement toutes les
définitions fondamentales. Je laisse & cdté beaucoup de problémes d’in-
tégration qui exigent des études plus approfondies.

I. Notions préliminaires.

Imaginons un espace affin 4, n fois étendul) aux coordonnées &2
doué d’une connexion I, = I7;,(£%). D’aprés la définition de I'espace
affin on a . _

Iiy= 8y’ =0. (1,1)

Dans A4,, considérons un espace X,_; & » — 1 dimensions déterminé par
les équations paramétriques 7

) =00 (1,2)

Nous supposons dans tout ce qui suit que les fonctions I7;,(£%) admettent

en chaque point des dérivées partielles continues par rapport aux va-
riables &= d’ordre suffisamment grand et que les fonctions £¥(1%) ont des

1) n > 1 est un nombre entier.
3) Les indices latins parcourent les # — 1 symboles 1, 2, ..., n— 1, les indices
grecs pa.rooumntlles n symboles 1, 2, ..., n
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. t
dérivées partielles continues par rapport aux variables 5% d’ordre suffi-
samment grand dahs le domaine .considéré.

Nous allons exclure de nos considérations tous les points de ’espace
X,_1, ou le rang de la matrice aux éléments

34
'a—a
.- est plus petit que n —1. Si 'on désigne par B laffineur unitaire de
Lespace X,_y, les Bjen sont les composantes mixtes.

Définition 1. Nous appelons vecteur tangent de l’e.space X, le
vecteur t, satisfaisant aus équations

Eit,=0, t, + 0. G )
La solutxon générale de (1,4) est ‘
*,= P, v (1,5)

olt P & 0 est un scalaire_(facteur multxphcatlf) arbitraire et ¢, une des
solutions des équations (1,4). -

B; = (1,3)

Définition 2. Nous disons que le vecteur contravariant s* est situé dans
Vhyperplan tangent de Vespace X, (ou bien qu’il est le vecteur de lespace
X,1)s s’il satisfait a Véquation

. , 8at, = 0. _ ~(L,6)

Introdmsons maintenant le vecteur nv de telle maniére que Péqua-

tion. :

wt, =1 co )
soit satisfaite. Tous les autres vecteurs n?, pour lesquels la rela,txon (1,7)
a lieu, ont la forme
. . _ nY = n’ -4 ¥,
ol 8" est un vecteur de l’espace X,-1.%) Soit ¢, une des solutlons des
équations (1,4). Supposons qu’un vecteur n* = n*(n*%) satisfasse a I'équa-

tion (1,7). Pour que la relation (1,7) soit valable pour toutes les solutions
‘des equatxons (1 4), c’est-a-dire, pour que lequamon L
"‘t*n"—l L (19)
ait lieu en méme temps que (1,7) pour chaque cho:x du facteur multi-
‘plicatif du vecteur tangent £,, le vecteur n” doit se transformer selon la
transformation (1,5) en un vecteur *n” et les vecteurs nv, *nv sont hes par
la rel&tlon R o
C = Q(n' 8, Q= P‘1 - S (1 10§
K.id étant un vecteur de l’espace X 1d).

et Lo B . [ G B o LN
3) Vou'ladéfmmon2 o . o

'18(?%



Définition 3. Nous allons appeler vecteur affinonormal de Vespace:

X, _1 chaque vecteur nv = n¥(n°) bien défini et satisfaisant & la relation

(1, 7), qui se transforme par la transformation (1,5) selon (1,10).

Remarque 1. Le vecteur affinonormal n” n’est pas situé — en vertu de
la définition 2 — dans hyperplan tangent de I'espace X,_;. S'il existe o
vecteur n” au sens de la définition 3 (voir la démonstration de I’existence

sous les conditions données plus loin), le détermmant [Bi, B3, ..., Ba—1»
n’] est différent de zéro. .

Remarque 2. On peut regarder les éléments B,'; comme des vecteurs
contravariants situés dans I’hyperplan de I'espace X,_; ou comme des
composantes mixtes de l'affineur unitaire B. Dans le premier cas nous
pouvons écrire B" dans le second cas B, Parce que les deux conceptions

se réduisent l’une a I'autret) iln 1mporte de quel symbole nous nous servi-

rons. Dans ce qui suit, nous écrirons en général Bj.

Introduisons maintenant le tenseur k,, par la définition suivante

hay = B} Vo ta = BylOata — [laBath),%) (SN

olt 0, = =— . Ce tenseur est symétrique par rapport aux indices a, b.%)

7

Pour les considérations suivantes nous introduirons la condition
suivante:

Supposition l. Le rang du tenseur ha,, est n — 1

En tenant compte de cette supposition on peut 1ntrodu1re le tenseur

ho® = P par la définition

Pachi® = 02, ot égz/-l pom- a=>b. 1,12)

. N\ 0 pour a % b.
Théoréme (1,1). Sous les suppositions faites le déterminant

. : . [V;tﬂ Vztn eeey Vn—lt” tv]
est différent de zéro.

Démonstration. Supposons que l’équa.tioﬁ [Vitsy Vabyy ooy V"_lt,,
t,] = 0 soit satisfaite au moins dans un point de I’espace considéré. Il

résulte de cette supposition qu’il existe un- certain vecteur v2 4 0

(@=1,...,m 1) et un scalaire g tel que I’équation
v° Vi + gty =0

4) Vou- V. HLAVATY: Induzierte u. eingeborene Konnexion in den (mcht)
holonomen Raumen, Mathematische Zeitschrift, Band 38, p. 285.
%) pa estle vecteur symbolique de la dérivée covariante.

®) C’est-a-dire h{ab)=0.C’est une conséquence de (1, l)et de la relatlon 3[aBb]
= 0 valable pour l'espace holonomme X,,_;.
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ait lieu au, point ou le déterminant s’annulle. De la dernitre.relation on
déduit, ayant egard a (1,4), (1,11),

vohgy = 0.

Or ces équations, en raison de la supposition I, ne peuvent étre remphes
que si'v* = 0, ce qui est une contradiction, car nous avons supposé
2% 0. Le théoréme est donc démontré.
Le choix du vecteur #, étant fixe, déterminons le vecteur ny par les
équations suivantes:
a) n’t, =1,
b) n* v, t,, = ¥,

ol v, est un vecteur donné de I’espace X, ;. D’aprés le théoréme précé-
dant les équations (1,13a, b) définissent univoquement »». Le vecteur n”
ainsi défini est le vecteur affinonormal au sens de la définition 3.7)
L’équation (1,13a) est la premitre condition de Ricci pour le vecteur
affinonormal, l’equatlon {, I3b) est la seconde condition généralisée
de Ricei.

(1,13)

. 2. Le vecteur affinonormal et la connexion induite de Pespace
Xn—l.

Soit v, un vecteur donne de I'espace X,,_; et définissons le vecteur n”
par les equa,hons ‘

ey =1, nVqt, = v,. '(21)
En prenant le vecteur ¢, fixe la solution n” existe et est umque Cela étant
on peut construire les éléments B, de telle sor’oe qu’on alt o
BBy = &, Bjn’ =0, (2,2)
o' 6¢ = 1 pour @, = b, 6" = 0 pour a # b. Parce que [Bj, By, ..., B,_1»
n*] + 08), les n(n — 1) équatxons (2,2) de’oermment sans amblgmte les
n(n — 1) inconnues B;. Au moyen de ces éléments nous ‘pouvons déter-
miner les composantes B; de P'affineur unitaire de 'espace X,_,

Bi= B,B;. ‘ (2,3)
On constate facilement que les éléments B; satlsfont aux equatxons
, Bin* = 0, BB} =
D’autre part, les équatlons précédentes defmlssent les composa.ntes B;}-

Or les expressions 8; — t;n” satisfont aussi aux mémes équations. L’affi-
neur Bj étant unique il en résulte

B, = & — tm. S 2

1) Voir plus loin (§ 2). -
" 8) En raison de (1,4), (1,7).
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Nous pouvons mamtena.nt & laide des éléments Bf, constrmre des ex:
pressxons

1Ta = B}V B, (2,6)

Theoréme (2, I) Les expresszons Iy sont des composantes d’une
conmezion intrinséque de Uespace X,,_l

\

. Démonstration. On constate facilement que par la transforma.tlon des
paramétres 17“ =7 ( b) dans X,_, les éléments Bj, B, se transforment’
selon :

B—=A bpr B — ALBE,

5%
ol .
A% — %i @ om
anb—, a 077
En tenant compte de ces relations on obtient par un calcul mécanique
- - . 9.
r£_=-A° AL AT, +Aaa = 45

Définition 4. La connexion intrinséque I'c ab, déterminée par (2, 5), est
dite la connexion induite (par le vecteur n*) de Uespace X, _;.

Théoréme (2,2). La connexion induite est symétrique.

Démonstration. On obtient, en raison de (2,6),:¢1;1).et de.la- note“)

I'gyy= B,V.Byy = B, (a[aBb] + I'twpy Ba Bj) = 0.

Théoréme (2, 3) La connexion induite I"ab sa,tzs/azt ala formule de
Gavss:

| IaB—hw+ VB @)
De’monstmtwn On obtlent de (2,5), (2, 3) (2,4), (1 11) C

»I?abBc == ch VaBb aVaBb (av "‘tan”) VwBb
' = VaBy et VaBb V B»+ haan” :

Conventlon l. Parce que le vecteur n?- mabmt dans X,.-1 ume conmnes
zion symétrigue’ 'y, nous emploierons’ pout” la* vaiiété- X,,._l, doude de
cetle: connexion, le symbolé A, _, au liew di symbole X, ;. ‘

Théoréme (2,4). Soit, s0us: les suppositions données, le vecteur n”
déterminé par, (2,1). La connexion mdmte (2,5) -par ce. vectaur peut étre
ramenée & la forme

T = W(Vatv) V oBb + habh“va. (2 7)

. .o ,.5 . .»(_ - nyvdt' ;\,_ Pae N RSET EIMPFIR EPCE B
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Démonstration. On constate de ce qui préceéde que les éléments B; —
Yindice ¢ étant fixe — sont des composantes d’un vecteur covariant de
I’espace 4,. Nous savons encore, & cause du théoréme (1,1), que les vec-

- teursV by, ¢, (@ =1,2,...,n—1) sont linéairement indépendants. Le

vecteur B; est donc une combinaison linéaire des vecteurs t,, \/ 4t,. Ceci
permet de poser

B = GV i, + Rt,, - (2.8)
ot @¢4, Re sont des obJets de I'espace X,_;. En multipliant les relations
(2,8) par I'é1ément B} on obtient d’aprés (2,2), (1,11), (1,4)

05 = Q°%hg,.
1I g’ensuit, en raison de (1,12), . ‘
- ) Ged — hed, (2,9)

* On déduit, en multipliant les équations (2,8) par n” et & I'aide des rela-
tions (2,2), (2,1), (2,9),

» Re= — R, (v4 = n'v gt,).
D’aprés ce qui précéde on peut donc ramener la relation (2,8) & laforme
' B = hedy 8, — hedut,. (2,10)

En tenant compte de cette relation et de (1,11) on peut ramener la con-
. nexion induite (2,5) & la forme (2,7).

Théoréme (2,5). Le vecteur n¥ défini par les équations (2,1) a la forme

—V Bb)» (2’11) .

ou I';, signifie la connexion induite (par le vecteur n¥). Ce vecteur nv est la

. seule solution des équations (2,1) et ¢ ‘est le vecteur affmonormal au sens de la
définition 3.

Démonstration. Supposons, comme auparavant, le vecteur ¢, fixe.
Nous savons déja que le vecteur n” déterminé par (2,1) existe et est uni-
que. On déduit immédiatement de la formule de Gauss (2,6) la relation
(2,11). D’autre part, si I'on construit le vecteur ¥ d’aprés (2,11), ot I'ys
est déterminée par les équations (2,7) (v, étant un vecteur donné dans

X,-1), on constate facilement que ce vecteur n¥ satisfait aux équations
(2 1) et c’est, & cause du théoréme «(1,1), la seule solution de ces équa-
tions.

. Pour démontrer le reste du théortme effeetuons la transformation
{1,56) du vecteur tangent ¢, au vecteur n* défini par (2,11). Par la transfor-
matxon (1,5) les tenseurs A, ho? se transforment selon

 %hap = Phqy, *h?® = Qh%® (@ = P-1). (2,12)
Cela résulte immédiatement des relations (1,5), (1,4), (1,11), (1,12). La
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connexion- I, se transforme en général en une autre connexion *I',

tandis. que les expressions By, V,Bj restent invariantes. Il s’ensuit que le
vecteur n”, défini par (2,11), se transforme selon

*nv_ﬁh_—(B’*Fab—v B = Qh (BI‘M,——V «B5) +
Qh Q(nv + 8"),
ou,
1 P ¢
= ab — Fab)

est un vecteur situé dans I’hyperplan tangent de I’espace 4,_; (au sens
de la définition 2). Le vecteur n est alors le vecteur affinonormal au sens
de la définition 3.

En partlcuher si 'on définit le vecteur n” par les équations suivantes -
(le vecteur ¢, étant flxe)

,,n” 1, n VWt = 0 (done v, = 0), (2,13)
la connexion induite par le vecteur n est, d’aprés (2,7),
By = k(Y ) V oBi (2,14)
En tenant compte du théoréme precedent on peut écrire
o hat
W = —— (Bl — V.B)) (2,15)

Définition 5. Laconnexion induite (2,14) est dite la connexion innée
de Vespace X,,_,.9)

Considérons le vecteur affinonormal n» déterminé par les équations
(2,1). L’espace X, _, doué de la connexion induite devient ainsi un 4,,_,.19)
Soit R, ;5 affineur de courbure de Pespace A, 'Rys Paffineur de cour-
bure de I’espace 4,_;.1!) Introduisons encore le vecteur symbolique D,
de E. BorTOLOTTI!?), ATaide de ce symbole on peut écrire la formule de
Gauss (2,6) sous la forme suivante

%) Voir V. HLAVATY: Induzierte u. eingeborene Konnexion in den (nicht)
holonomen Réumen, Mathematische Zeitschrift, Band 38, p. 292.

10) Voir convention I. :
... 8 [ d L
) Ry = 200, I, + 2o Ty R = 20T + 2105 T
13) L’opération D, fut introduite par B. L. v. d. WAERDEN et E. BORTO-
LOTTI. Cette opération est définie comme suit

DVig: = 0uVi + I, BaVs:— TABEV I + ToVia — T4V + oo

aula
olt V' est un affineur mixte arbitraire.
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D Bb — hapm?. .. . - (2;18)
En a.pphqua.nt le symbole D, au vecteur affinonormal n* on obtlent
" Dn? = Vnv o (2,17)

En cherchant les conditions d’intégrabilité des équations (2,16) on par-
vient 4 ’équation de Gauss

Bi3ts Ripy = Rais® — 2y, (Baors = BiBSBIB3)®) (2,18)

ol
I = Blv ne. (2,19)
La premiére équation de Copazz1
Bitd Baiiyto = — 2 Vidhoe + 2viahon™) (2,20)
et la seconde équa,tlon de Copazz1 , L
BfiRi = 2l 2olly (2,21)

sont de méme des conditions d’intégrabilité nécessairés des’ équations
(2,16), (2,17). Dans les équations de Copazzi (2,20), (2,21) le symbole 'V,
signifie la dérivée covariante appartenante & la connexion induite dans
4,

Introduisons encore lés symboles

Ripy’ = Vap, "Babe = Va.

Théoréme (2,6). Les affineursV .p,'Vay sont liés par la relation
> BZgV,,,p + 2_8[avb] = ’Vab..: ’ (2,22)
ol ~

¥y = NV yls. : tn T

De’monstratwn En effectuant. Iopération B[Gvb] on obtlent

28[61},,] = 28[,,(n Vb]t,.) = 2V[a(n"v =

| =2VLVal +2AVar) Vahe= (2',23a)
T abRaﬂy n”ta + 2(V[a’n") Vb] t . 4 i )
En raison de la relahon (2,10), on peut éerire.. .. .,

vbt” = thB + Vbt
Cela étant on constate & 'aide de la définition (2, 19) .
(V0" Voils = Uehate + Ora¥e) ="Yhore -~
Ceci nous permet de ramener (2,23a) & la forme . o
.L' 28[,,1),1 = ——vB bRa(iy ’n"ta + 21[ kn]c o (2 23b)

D autre part, l’équa,txon de Gauss (2,20) nous donne-(en y effectuant la-
contraction d = ¢ et en employant les formules (2,3), (2,4)),

B3V op— BasRijy'wts =, Vop —2¥ha: . - (2:230),
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En tenant compte de (2,23b, c) on parvient & la relation (2,22). . .
Théoréme (2,7). Supposons Uespace An—l doué de la connexion snnée
(2, 14) C'ela entrame que les a//meurs V,,,;, 'V,,,, sont ltés par la relation

Vaﬂ - Vub ) L2, 24).
Demomtmtion La connexion innée: (2,14) est la connexion induite
par le vecteur n* satlsfalsant aux equatlons

n"t,,_l nvt.,=0

c’est-a-dire, v2 = 0 et la relation (2,24) resulte de (2 22) en y “posant-
8= 0.

Théoréme. (2, 8) La connexion dans A, déterminée par les compo-
santes ry, aus SOEE équivoluminaire,'®) c’est-g-dire,

Rip =Vap=0.

Il en résulte que la o connexion innée dans A,,_1 (Xn_ doué de la cannean
innée) est de méme équivoluminaire. -
La démonstration est évidente, car pour ¥,z==0 on’ obtient-de
(2,24) . ~ :
V=B’ = 0.

v“

3. Le vecteur affinonormal lié.

3

Dans les considérations précédentes nous avons défini le vecteur
affinonormal n* par les équations (2, 1). Le vecteur affinonormal étant
ainsi donné, nous avons défini la connexion induite et, comme cas spécial,
la connexion innée. L’espace X,,, doué de la connéxion induite devint
ainsi un 4,,_,. Cela étant, les relations comme la formule de Gauss-(2,6),
les équations de Gauss et de Copazzr (2,18), (2,20), (2,21) sont valables.

Mais pour construire le,vecteur affinonormal on peut aussi procéder
d’une autre maniére. Supposons qu’on ait choisi une certaine connexion
intrinséque @y de 'espace X,,_;. (La connexion @, n’est pas nécessaire-
ment symétrique.) A l'aide de cette connexion on peut construire le
vecteur affinonormal, . : -

Théoréme (3,1). Soit le vecteur tangent Z fzxe el (D,,b une connexion
donnée mtrmséque de l’espace X, Le vecteur N v déﬂm par

h : . ._ .;'.‘
= Bos—viB)y B

est un vecteur affinonormal au sens de la définition 3.

-

13) La démonstration des équations de GAUSS-CODAZZI voir p. ex. SCHOUTEN-
'STRUIK: Einfiihrung in‘die neueren Méthoden der Diferentialgeometrie II, p. 159,
Groningen-Batavia 1938.

1) Voir plus loin § 7. e et e e e v

pe
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Démonstration. Remarquons d’abord que les éléments N» sont des
composantes d’un vecteur contravariant dans 4, qui est défini aux
points de ’espace X,_,; et mdependant de la transformation des para-
métres 7% en X, _,. C’est ce qu’on démontre par un calcul mécanique. On
obtient tout de suite, & cause de (1,4), (1,11), (1,12),

LN = 1.
Pa,r la transformation (1,5) du vecteur tangent ¢, les tenseurs A,,, ho?

transforment d’apreés (2,12), la conngxmn @, devient en général *di,,b

tandis que B;, V B} restent invariants. Donc le vecteur N et le vecteur
transformé *N* sont 1iés par la relation

*Nv=Q(Nv+ s¥), Q= P71, g = n— B h""(*@,,,—- Dyy).

Le vecteur s” est alors, au sens de la définition 2, situé dans I’hyperplan
-tangent de ’espace X, _;. C’est ce qu’il fallait démontrer.
~ Définition 6. On appelle le vecteur N construit & Uaide de la connexion
donnée D, de Vespace X ,,_, et défini par (3,1) le vecteur affinonormal li¢ &
la connexion Dy,
Théorgéme (3,2). Soit D, une connexion intrinséque arbitraire de

Vespace X ,,_,. La connexion induite par le vecteur N lié a la connexion (D,,b
a la forme

=I5+ e Bh?d( @5 — 1), 3,2)

ou I'gy est la connexion innée défim:e par (2,14).
Démonstration. On trouve a l’aide de (3,1), (1, 12), (2,14)

- hoat
N”vdt,= vd=n—1

; :b - V,.BZ) thv = ha cd( ab -

' 1 ¢ 9 ¢
— KAV VaBs) = — h®%hea(Pap — ).

Le vecteur affinonormal NV satisfaisant aux équations

' LNv=1, N*U t,=v, :
induit, d’aprés le théoréme (2,4), une conneéxion &g, dans X,_,, pour
la.qua]le on obtient d’aprés (2,7), (2 14)
. o di“._ a» + Bash*vs.
Dans notre cas '

vy =

— "hea( P — :s)
e qui méne aux équations (3 2).
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Théoréme (3,3). Soit Df, une connexion donnée de Uespace X,_,.
Pour qu’il existe un vecteur affinonormal n* tel que la connexion DS,
soit la connexion induite par lui, il faut et il suffit que la connexion DS,
différe de la connerion innée 1'%, du tenseur b, heors, o 74 est un vecteur de
Despace X,,_, dépendant de la connexion donnée D5,

Démonstration. Supposons d’abord qu’il existe un vecteur n* qui
induise dans X,,_, la connexion donnée @75,. La connexion induite par ce
vecteur n” a nécessairement, en raxson du’ theoréme (2,4) et des relations
2,7), (2,14), la forme

' ,f,, + haphtv;, vz = VY 4,.
11 s’ensuit
o
Q:b = Facb + habhcdrd, rg = V3.
La nécessité de la condition est donc démontrée.

Le vecteur ¢, étant fixe, le vecteur n¥ qui, d’apres la supposition pré-
cédente, induit la connexion @g,, est le seul vecteur jouissant de cette
propriété. C’est bien clair car, 8’il existait un autre vecteur affinonormal
#* induisant la méme connexion @, il devrait satisfaire a la formule de
Gauss (2,6)
' D5, Be = hayn? + VB
Parce que le vecteur » satisfait & la méme équation
v DB = hayn” + V4B, '
on obtient, en confrontant les deux équations précédentes et & cause de
(1,12), n» = 7v..

Nous pouvons maintenant démontrer la suffisance de la condition
de notre théoréme. Supposons la connexion donnée @, de I’espace X,,_,
telle qu’on puisse la ramener & la forme

@f, = %, 4 haphorq, ' (3,3)

ou r4 est un vecteur de l'espace X,_,. Construisons le vecteur affino-
_mormal N 1ié & la connexion @5,. D’aprés (3,1), (3,3), (2,15), (1,12)

pad - hav , 0 .
NV—————(B & — VoB3) =’—:(Bcpacb_vﬂB;)+

ho®

+ B hcbhcdrd =n’+ Be hcd’d

En tenant compte de (2,13), (1,11), (1,12) on obtient
NVVetv = Vg = OVVGtv + B;hcdrdvﬁt- = fe.

Mais la connexion induite par le vecteur Nv, qu1 satisfait, d’aprés ce qui
Pprécéde, aux équations

Not, =1, N*Vd, =1, - N
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est en raison du théoréme. (2, 4) et des relations.(2;14), (3,3),» S
o d’ucb =TIy T+ haph®rq = djacb

Done la connexion @a‘b ayant la forme (3,3), le vecteur affmonormal N
induisant cette connexion ex1ste et est unique. c est dans ce cas le vecteur
affinonormal N” 1ié & la connexion (3,3).

Remarque 3. Supposons que nous avons une ‘connexion quelconque
(mtrmseque) de l’espace X, _;.15) Désignons la par Dy, Le vecteur N* lié
& cette connexion induit dans X,,_, une certaine connexion @:,, La con-
nexion @y, différe de la connexion donnée @, d’un certain tenseur F
pour lequel on obtient de (3,2)

.

Fab = q) - ab = oab _¢a;cb — habhedtﬁ:d '—@:d) (3,4)

On peut rema.rquer que le tenseur Fa"b satisfait.a la rela.txon
o FLhoe = 0.
Parce que Ie tenseur en Jest pasen general égal & zéro (1dent1quement)1°)

il n’existe en général a.ucun vecteur affinonormal qui induise la connexion.
donnée (voir le théoréme précédent).

D’ailleurs on peut douer ’espace X,_, d’ une connexion mtnnséque .
arbitraire @5 . Mais, si la connexion @F, n’est pas de la forme (3,3) ou
ne peut pas étre ramenée. 3 cette forme, les relations comme la formule-:
de Gauss (2,6), les équations de Gauss et de Copazzr (2,18), (2,20) ne
sont pliis valables: Il y a donc des formules analogues aux équations de-
Gavuss et de Copazzi. Pour déduire ces relations, construisons d’abord
le vecteur affinonormal N 1ié & la connexion @, dans Pespace X;,_;. On.
obtient par-un calcul mécanique d’une maniére analogue & celle, qui con-
duit aux équations de Gavuss et de Copazzi dans l¢ cas de’la connexion.
induite, des relations plus compliquées.

a) 'BZ‘I,"Z"aRm == Rubc — 2l[ahb]e + 2' V[J' ol +'
© - oF (i) Fojo +-2Pan) Fi, '
b) B3t Riplte= = —2 V[ahb]c + 2v15hy1e - 2F c[ahb]d —  (3,5)
—2¢[ab1kdc, _
_ c) BabdRaﬁv ' = 2 v[ald] + 2”[ald]+ 2Fc[alb] +
, B 537} | . L
ou Ra,,,, est Paffineur. de courbure appartenant é. la connexion diw Va-

" i 1) P, ex. la connexion'symétrique {5} = $hd(d hy4-+ abhad_' 5&’%») ou 1&-:'
connexion Bjh4¢Y ,Vyty qui n'est pas symétrique en général :
“) Exemple: connexion &7, asymétrique. -
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est le vecteur symbolique de la dérivée covariante appartenante & la -

‘méme connexion; le tenseur F g, est déterminé par (3,4). Les équations
précédentes sont des équations de Gauss et de Copazzr généralisées; les
£quations (2,18), (2,20), (2,21) en resultent pour Fe &= 0 c est-a dire
‘pour le cas de'la connexion induite. -

Ajoutons & la fin de ce pa,ragra,phe quelques miots sur’ l’1mpottance
-de la connexion induite pour 1’ espace X =1 plongé dans I’espace affin 4,,.
Sous I'aspect du calcul formel et mécanique on.voit que beaucoup des
relations deviennent plus simples en considérant l’espace X,—,douéd’une
connexion induite que dans le cas d’une connexion arbxtrau'e X4 o (pour
laquelle il n’existe aucun vecteur affinonormal tel que la connexion Df,
soit induite par lui). Cet aspect n’est pas 1mporta,nt et ne motive pa,s
Timportance de 'la‘conmexion induite. ~

Mais Iinduction métrique™ dé'“la géomctne riemanienne n’est
qu’un cas spécial de I'induction affine.”) Une raison géométrique pour
douiet P'espace X,_; de la connexion induite est fournie par ] lé théoréme
smvant

‘Théoréme (3 4). Sozt ny le vecteur affmonormal de Uespace A,_,18)
doué de la conneiion induite par ce vecteur nv: il existe dans lespace A,
une courbe C qui, considérée comme une courbe de Uespace A ,, est géodésique
dang A,,1°) alors cette courbe est nécessazrement géodésique dans A, 4.

Démonstration. Soit la courbe C' dans 1’espace Ap—, déterminée par
les équations, pa,ramétnques U

77 —ﬂ“(t):a—12 )n'—l
Da.ns 4, cette courbe est défxme par .
&= 5"(77“(t))
Or nous avons supposé que cette courbe soit géodésique dans A4,,. Il en

Tésulte pour le vecteur tangent. w’ = %de‘_cette courbe -

- d ) . -
‘ Et—u’ + Fapuouf = f(t) u, -
ol f(t) est un scalaire. Mais parce que »u"*B"'u‘ oll U° = —% est le
vecteur tangent de la courbe C da,ns A,,‘_l, on peut donner & la derniére
équation la forme suivante - Y

——u" + u“u"a B,, + Iy pB Bbu“u" = f(t) Bue,

17) Je veux discuter ce probléme dans un travail procham,
-18) Voir 1a convention I.
19) Les espaces A,_,, ot cette supposmon est vraie, sont blen connus. -

. 181



" ou bien
c%uc + u%u?V By = f(t) B
En multipliant cette relation par I’élément B? on obtient, en raison de
(2,2), (2,5) et du théoréme (2,1)
_(l.ua + T aub = f(t) u8,

ou I'; est la connexion induite par le vecteur #”. La courbe C est donc
géodésique dans 4,,_;.

4. La connexion innée et la connexion riemanienne du tenseur
hes dans X,_.

- Soit d’abord le vecteur ¢, fixe. Nous avons défini la connexion innée
par la formule

‘ Lo, = k(7 4t,) V By S 4]
Le vecteur affinonormal lié & cette connexion, ¢’est-a-dire
hab .
V oBb), . (4,2)

induit en effet, en raison du théoréme (3,3), la connexion Io’,fb dans 4,,_,.
De plus nous pouvons construire la connexion riemanienne tu tenseur %,

{&} = 3h°%(0shsa + Ophag — Oahas). (4,3)
Le vecteur affinonormal m» lié & cette connexion est

.

m” = —— (B (&) — VaBb). (4,4)

Le vecteur m” induit dans X,_, la connexion I, pour laquelle on ob-
tient de (3,2)

I, = I+ ———hahi((5) — I3,
‘Posons, pour abrégerle calcul,_ _
o
cb = {fo} — 15,
2 . ’
b) M,= _—-{:TT . 4,5)
c) N, 2 hed ‘T"’ N
) No= P st L g
Théoréme (4,I) Le tenseur .’I':,, défmi par (4 ba), satisfait aux équa,-

. tions -
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— 2T, hyya = BayuRap te. (4,6)
Démonstration. Désignons par le symbole Vv, le vecteur symbolique
de la dérivée covariante par rapport & la connexion {¢,} (voir (4,3).
Comme la connexion {f,} est la connexion métrique du tenseur kg, il
en résulte
) vahbc = 0- (4)7)
La variété 4,_, étant douée de la connexion innée ﬁ:b, on obtient de la
premiére équation de Copazz1 (2,20), en tenant compte de (2,13),
B:’I’;Z-Raﬁyd tsg = — Olelahb]m (4’8)
o
o 'V, est le vecteur symbolique de la dérivée covariante par rapport & la
connexion innée I'7,. Mais, en raison de (4,7), (4,5a), ’
o o] [o]
’vakbc = aah’bc - Flﬂxhdc - Fguhbd = ({ga} _Fga) hdc +
+ () — T%) hoa = Thhae + Téhoa,
d’ott
o
’v[ahb]c = T?[ahm,
o .
car les deux connexions 1'%, {z»} sont symétriques. Le théoréme est alors
évident.
Remarque 4. Déterminons le vecteur R, par les équations suivantes
R, =~ + B haByBY R.y, ts. ‘ (4,9)
Ce vecteur n’est pas nécessairement égal a zéro. Nous allons démontrer
cet énoncé dans le cas n = 3.
Pour n =3 on a
R,hY = LBotvh k¥R, ty = 4By kachbdR[;,;l',,"t., =
=13 B[:g]hc[ahb]d R&bfta 1 Ba 5 R 5 td(hc[ahb]d)
11 s’ensuit
Rh¥ = — 1B R, ta(h1h22 — hizhat),
Ry =  1Bi%IRss to(Rh2 — R1zh2t).
D’aprés la supposition [A,,] = hy ey — hyshg 3= 0 on a alors Alf22
— Rh12h% % 0. On voit sans peine.qu 11 existe des espaces 4, plongés dans

A,, pour lesquels R, % 0. C’est ce qui résulte des formules. précédentes.
La question 8’il en est ainsi pour » 3 3, reste ouverte.

Conventlon I1. Nous appelons cas général de Vespace X,,_l dan.s A,
le cas, ot

Rb:n—}— aﬂytd*o



Théoréme (4,2). Dans le cas général les connexions Iy, et{,i,,} ne sont
pas identiques. Cet énoncé est valable pour chaque choix du vecteur tangent t,.

Démonstration. D’aprés la ,supposition du théordme et ‘d’aprds la
¢convention precedente R, +0. Ts ’ensuit, en raison de (4 9), ;",’;’;Raﬁ, ts +
#F 0 Done

4 %0,
ce qui’ résulte dans le cas CODSldél‘é de la rélation (4,6). En tenant compte
de la définition du tenseur 7°%, (4,5a) on voit que le théoréme est vrai pourt,
fixe. Par la transformation *f, — Pt, ]e tenseur /9% se transforme d’apres
{2,12). On voit immédijatement que le vecteur R, reste invariant. Le
résultat précédent est alors valable ‘pour chaque choix du vecteur
tangent ¢,. : :

Remarque 5. Dans les cons1derat10ns precedentes nous avons supposé
le plus souvent le vecteur £, fixe. En partant de la transformation *t, = Pt,
on peut constater que beaucoup d’objects géométriques ne restent pas
- invariants par rapport & cette transformation. Nous étudierons mainte-
nant I'effet de la transformation du vecteur tangent ¢, sur la connexion
innée et la connexmn nemamenne du tenseur A,

Théoréme (4 3) En effectuant la transformﬁtxon *, = Pt,., la

connexion innée F;b ot lo vecteur n” 1ié & cette connexion se transforment
selon -

*ﬁfb = ﬁ:b — habhcdp‘; Pi= -62_'1 IOgIPI. (4,10&)

epr = Qur—BAP), Q=P (4,10b)
La démonstration se fait par un calcul mécanique, On part des:rela-

tions (2,14), (2,15) définissantes. F;,,, .

Théoréme (4,4). En effectuant la tmnsformatwn *, —= Pt,, la con-
nexion {5} (voir (4, 3)) et le vecteur mv lié & cette connexion se transforment

.

selon
} = {%} + %((5"1’,, —|— otP, ——habh de), (4,11a)
n—

La démonstratmn se fait. par un calcul mécamque
. On obtient de la formule 4, llb) un résultat rémarqua.ble

. Théoréme (4,5) Pour X, dans Ay la direction du, vecteur- aﬁtmormal
m" lié & la connexion {3} est mde’pendante de la transformation *t, = Pt,;

Démonstration. Pour n = 3 on obtient immédiatement de (4,1 1b)
' o "y = Qmr. -

. - > »
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Théoréme (4,6). En ef/ectuant la tmnsformatwn *t, = Pt,, les vecteure
M,, N, déterminés par (4,5b), (4,5¢) se transforment selon

*My=M,+ P,,  (4,12a)

. *N, =N, + P, .. (412p)
et leur différence est le vecteur R, défini par (4,9).
" Démonstration. On obtient, en raison des relations (4,10a), (4,11a),

) %) — *Fufb ={abl_ ab+ %(601)» + ocpa + haph®eP,);
ou bien (voir (4 5a)) .
*Tg = Tg+ $(0Py + 6;Pa + habh“’Pa)

11 resulte immédiatement de la derni¢re relation

n 1
o1, = T8+ 2 F

Doy BT = kT ”—“P,,.V

En introduisant les symboles M ,, N, (voir (4 5b), (4,5¢)) on peut ramener
les relations précédentes & la forme (4,12).

Pour démontrer le reste du théoréme, effectuons aux équations (4,8)
la multiplication par A%c. On obtient .

: — T &hhyy + T8 = B33the "Raﬂy ts. -

Donc, & cause de (4 5b), (4, 50), (4,9), - ' ‘
—N,=R,. ' (4,13)

Remarque 6. On peut remarquer que la différence M, — N, est un
vecteur invariant par rapport & la transformation *f, — Pt,. D’aprés
(4,13) le vecteur R, est alors indépendant du choix du vecteur tangent¢,.20)
Dans le paragraphe suivant nous emploierons les résultats précédents
pour la construction du vecteur affinonormal & direction invariante et

pour la construction de la connexion invariante dans X,_; par rapport
4 la transformation du vecteur tangent ,.21).

5. La classe des connexions invariantes induites dans A,_;.. :

“Nous allons maintenant résoudre le probléme de la constructxon
d’une connexion induite invariante par rapport 3 la transformation du
vecteur tangent ¢,.22) Posons d’abord la question, & quelles conditions doit
satisfaire le vecteur v, dans les équations (2,1), défuussa.ntes le vecteur
affinonormal- n, donc da,ns les: équa,tmns SRR

20) Voir la. démonstra.tlon du théoréme (4,2).

1) La transformation *t, = Pt
) 11 'agit de la transformation *¢, = Pt . .
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nt,--.l th,.—-‘U,,, T '."x.».*'-
pour que la direction de n* soit mvanante .22) Le théoréme suivant donne
la réponse.

Théoréme (5,1). Pour que la dlrectlon du vecteur affinonormal n”,
déterminé par les équations

Cwt,=1, S (Bla)
Vb=,  (51b)
soit invariante par rapport 3 la transformation *t,, = Pt,, il faut et il
suffit que le vecteur v, se transforme selon C .

¥y =", + P, P, =10 loglPl (5,2)
* par rapport & la méme .transformation. .

Démonstration. Supposons d’abord que la direction du vecteur
affinonormal n¥ soit invariante,?2) c’est-a-dire, -

*nv = Qnv. : (5,3)
En raison de la transformation considérée o
: o : vat,zvaPt,_taP-{-Pvat
et alors, é. cause de (5, 3), (5, 1), . '
bo, = Y M, = QAP b PV ) = v+ Pow o

Soit maintenant le vecteur v, tel que la transformation *, = P, le
transforme en
*0g = Vg + Pg.

En tenant compte de cette rela,txon et de (l 10) on obtlent de 1 équatlon
. *nvv *t — 'Uq; '
QU + #)(6DP - P ) =1, + P,
ou bien- (car s"t,, 0) ,

£ +v+8vtv—va+Pm

t 8"\7 &y =0
Parce gue le vecteur.s” satisfait gussi & I'équation s, = 0 et. parce que
le déterminant, [Vlt,,, 2t,, o Vﬂ_lt t,] =|= 0 (von' le theoréme (l 1)), ilen
résulte v =0. - - .
Donc-""' e C o

o b "‘n”=Qn""‘

, Théoréme (5 2) :S'ou n" un vecteur af[monormal a d@rectwn mvarmn-
te. La connexion induite par ce vecteur est mdépendante du choiz du vecteur
tangent t,23.) _ , L ) SN,

d’ou ;

33) C’est-a-dire, invariante par rapport ala ,trduaforma_tion *, = Pt,.
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- Démonstration. Soit, d’apres la supposition du théoréme,.le vecteur
affinonormal nv tel qu’il se transforme selon . : -

*nv = @nv, @ = P-1,
La connexxon 1ndu1te par ce Vecteur est en ralson de (2,7), (2, 14),
Fab - Fab + habhc Vg,

ou -’
o . 'Ud = n”vdt )
. Par la transformatlon *t, — Pt,.les objets f',,,,, by, h®® vd.rdreviennent
(voir (4 IOa,), (2, 12) et le theoréme (5,1)) n I
*Fco — p “'—habh de: *hap = Phiy, *hab Qhab :

Vg = Uq + Pg; ar
donge .
: (]
*0e = *I'8 + *hgy*hed*y; = T,

Remarque 7. 11 est maintenant facile de construire un vecteur affino-
normal n” & direction invariante et la connexion invariante par. rapport
3 la transformation du vecteur tangent. Il suffit pour cela de connaitre
dans X,_; un vecteur v, qui, en raison de la transformation *¢, = Pt,, se
transforme selon (5,2). Mais nous avons déja construit des vecteurs
ayant cette propriété. Ce sont les vecteurs M,, N, déterminés au para-

graphe precedent par (4, 5b) (4, 5c) Nous allons employer d’ abord le
vecteur M.

Théoréme (5 3). Les e'léments
’ Aab - ab + hab"’ de’ . (5:3)
ol M ; est déterminé par (4, 5b) sont des composantes de la connexion inva-
riante®3) dans A,_;. Le vecteur affinonormal n" lié o la connemon A"
. anduit cette connexion et satisfait aux équatzons suivantes:
n"t,,__ 1, n v t,_. M,
La direction du vecteur n" est mdépendante du choiz du vecteur tangent t,.
Démonstmtwn It est clair, en raison du theoréme (3,3), que les élé-
ments A ¢ sont des composantes d’une certaine connexion en X,,_,, pour
laqueﬂe exxste un certain vecteur n qm la induit. Ce vecteur affinonormal
n" est le vecteur lié & cette connexmn (voir la démonstration de la suffl-
‘sance de la cond1t10n du théoréme (3 3)), alors ‘
hab
ny =
) N —
De la relation (5,5) on obtient facilement les équb;tibn's"(b‘;fi).‘ljé vecteur -

(B, By (5)
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M, se transformant selon (4,12a) on peut appliquer les théorémes (5,1)
et (5 2). Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque 8. Dans le cas général on peut obtenir une a,utre connexion
invariante induite & I’aide du vecteur N, défini par (4,5b). Par le procédé -
analogue au précédent on parvient & la connexion invariante

Ag, = T8, + hypheal,, (5,3*
1

Mais on peut de méme construire une certaine classe des connexions in-
variantes dont les connexions (5,3), (5,3*) ne sont que des cas spéciaux. .

Théoréme (5,4). Soit R, le vecteur déterminé par (4,9) et k = k(n°)
un scalaire arbitraire dans X, et invariant par rapport & la transformation
*t, — Pt,. La connexion invariante

AL = A5 — kh bRy (5,6)
k °
est la connexion induite par le vecteur affinonormal n* satisfaisant aux
. n
relations .
n* = n’ — kR, (5,7)
k °
ou o 9 . .
Ry =577 BT hohY R ty = BGhMR,, (5,7a)

La direction du vecteur n” est indépendante.du choiz du vecteur tan-
k ‘

gent t,. e
Démonstration. 11 est bien clair que les A7 sont des composantes
- k

d’une connexion dans X, _,. Cette connexion est invariante, & cause des
formules (2,12) et du théoréme (5,3). En tenant compte de (5,3) on peut
mettre la connexion A°b sous la forme

A= g+ haohH My — Ry,
Le vecteur affinonormal 1lié & la connexion /1:,,, c’est-a-dire le vecteur

ny = he?
k n——l

(BcAab - V Bb)’ (5 8)

a la, duectxon mva.na.ntez‘) et induit la connexion A:, dans 4,_,. C'est

une conséquence du théordme (3,3). On obtient mmédxatement de la
formule (5,8) la relation (5,7) en substituant dans (5,8) les éléments A -4
“au c6té droit de (5,6).-

#) Car AJ, est invariante.



Définition 7. Nous appellerons toutés les connexions de U'espace X,
aux composantes (5,6), ol k = k(n®) est un scalaire arbitraire et indépendant
du choix du vecteur tangent t,,25) la classe des connexions invariantes induites
dans X, _,.

Remarque 9. On constate facilement que les connexions Aab,/l;b
appartiennent & la classe des connexions invariantes induites pour le
choix k = 0, k = 1. Il est évident que dans le cas général (c’est, & cause
de la convention II, le cas ol R, # 0) la classe considérée renferme une

infinité de connexions invariantes. Dans le cas R, = 0 les formules (5,8)
déterminent une seule connexion Acb (p. ex. dans l'espace affinoeucli-

dien E,).
Définition 8. La connexion Ag,, déterminée par (5,3), est dite la con-

o
nexion principale de la classe des conmexions invariantes induites. Le
vecteur affinonormal n lié & cette connexion et induisant cette connexion dans

A, est dit le vecteur affinonormal principal.
Théoréme (5,5). La connexion principale AS, et la connexion inva-
o
riante®®) introduite par V. Hravary?)

o 1 °
I3+ n+ 1 haph®)= YV gh, out § = [hg), (5,9)

sont identiques.
Démonstration. Par un calcul mécanique on vérifie la relation

o o . o o
{cb} - Facb = lhcd(’v hb\d + ,vbhad - /vdhab):
oll Va est le vecteur symbohque de la dérivée coyariante appartenante

& la connexion innée F" On obtient de la derniére relation et de (4,5a),
(4,5b) v

M“=n+1T n—|—1

.

({ac} - c = n +1 - fyed IVahcd'

Mais?8) hcd'vahm - b-—l%"ab’
ol | est le déterminant du tenseur h,,.
Donc 1 ,0
. Ma + 1 -1 v GI"

Le reste de la démonstratxon est évident.

25) P. ex. des eonstantes

28) Le mot ,,invariant‘ signifie dans nos consxdéra.tlons toujours ,,invariant
par rapport & la transformation *t, = Pt,*.

27) Voir V.HLAVATY: Zur Konformgeometne, Koninklijke Akademxe Amster-
dam, 1935, p. 741 (4), I’équation (3,3).

28) Voir SCHOUTEN-STRUIK: Einfilhrung in die neueren Methoden der Diffe-
menbm.lgeomet.ne I, p. 82 (7,118). Groningen-Batavia 1935.
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6. La classe des connexions de Weyl dans X, ;. = -

A I’a{de du Vchéur M, déterminé par (4,5b), on peut construire une
autre connexion intrinséque dans X, _, et invariante par rapport & la
transformation du vecteur ta,ngent t,. Cest la connean de WEYL.

Théoréme (6 1). Les elements Y’a"b définis par
Vs = (9} — 1Oy + GMa—hhM) (B

sont des composantes d’une connexion de WEYL dans X n-1  (indépendante du
choix du vecteur tangent t,).

. Démonstration. En partant des relations (4,11a), (4,12a) on constate
facilement que *¥g5 = Vg, c’est-a-dire, la connexion (6,1) ne dépend

. . .o A .
pas de la transformation *t, = Pt,. Il résulte de la transformation (4,12)
du vecteur M, que la connexion (6,1) est une connexion de WEeYL,

Théoréme (6,2). Soit R, le vecteur déterminé par (4, 9) et l— Iy ")
un scalaire arbitraire invariant.?®) La connexion

'{Iab = ab + HOR, + 6B, — hoph®Ry) T (6,2)
* est ume connexion mvammte“) dans X,_,. Le vecteur affmonormal mvy
l

9€ & celte connexion est & J@rectwn invariante et peut Etre ramené a la forme
) n—3 .
V—mV— — —  Rv, . 6
1;1: 7:1_1 2(7L—1) s ( ’3)
ou m’ est le vecteur affinonormal li€ & la connexion ?P;,, (voir (6,1)) et RY est
détermme’ par (5,7a). .
Démonstration. On sait que les ob] ets ‘P;b, 1, R sont invariants. Il en

Tésulte que les éléments (6,2) sont de meme invariants. Ces éléments sont
“des composantes d’une connexion dans X,,_,, car Yf;b est une connexion

et 3(OR, + O5R, —habh“R,,) est un tenseur dans X, _;. On obtient
pour le vecteur affmonormal m" lié & la connexion (6,2), & cause dela

_ définition ‘6 et des relations (l 12), (4,9), -
had had

mr = = (B — Vb)) =~ (B! a°»—VaB’b)+
' +T—l——l)—B"hab(acR,+dR —ha,,h“‘Ra)—,
C - n=3
— Y — v} cd = PN —— 14
=% 2(n)—l)Bh Ba =1 — 5 =) R

Il st clair que le vecteur mv est & dlrectxon mvana.nte car il 8 aglt d’un

vecteur affmonormal lié & une connexxon mva.nante



Remarque 10. En posant I = 0 on obtient de (6,3)- la connexion ¥
définie dans le théoréme (6,1).

Définition 9. Nous appellerons toutes les connexions de Uespace X, _
aux composantes (6,2), oiw I = l(n?) est un scalaire arbitraire et invariant,®)
la classe des connexions de WevL dans X,,_;.

Théoréme (6,3). Dans Despace affin & trois dimensions A, il existe
un seul vecteur affinonormal a direction invariante de Uespace X, lié aux
connexions de WEYL dans X,. C’est le vecteur?®)

m? = th*(Be{} — Va By).
Démonstration. Pour n = 3 on obtient de (6,3) m* = m» pour chaque
1 ©

scalaire I. On trouve pour le vecteur m?, en raison de (6,1), (1,12), (4,4) et’

dans le cas » = 3,
m» = 3B, — VaBp) = $h**(Bi{ 4} — VaBy) —
, - %(5°Mb + oM, — habhchd) h®By = m".
Théoreme (6,4). Soit Tacb une_connexion3°) appartemmte o la classe
des connexions de WEYL dans X, -, et soit mv le vecteur affinonormal lié
@ cette connexion. La connexion Aab induite ldans X,_1 par le vecteur m"

appartzent ensuite & la classe des connexions invariantes induites (5, 6) dans
X, _1: cela veut dire

Ao — Ae & n+1+(n,—3)l
ab = “*ab’ ‘

_ 6,4
1 A 2(n —1) ( - )
Démonstration. Pour le vecteur affinonormal lié m» 6n a, & cause de la
définition, l
| hab ) ! N
'ln” =1 (BZY’:, — VaBb).
Ce vecteur affinonormal induit dans X,_, une certaine connexion Ag.
On obtient pour cette connexion, d’aprés le théoréme (3,2), L
‘;lab - Facb + ] habh d(Ted - ed)

En tenant compte des équatlons (6 2), (6 1), (4, 5), 4, 13) on obtlent par
-un calcul un peu long =~ -

. coon1 n-—3)1 :
s T

29) Voir le théoréme (4,5).
80) ] désigne un scalaire fixe.
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Done la connexion A" est’ contenue dans - la ‘classe des connexions in-

variantes (5,6) pour le choix
k— n4 14 (n—3)1
2(n—1) )
Théoréme (6,5). .Soit n=3. La classe des vecteurs. a/fmonormaux liés
auz connexions de la classe des connexions de WEYL (6,2) et la classe des -

vecteurs affinonormauzx liés aux connexions de la classe des connexions inva-
riantes induites (5,6) sont identiques.

Démonstration. Soit Ta';, une connexmn arbxtrau-e de la classe (6, 2)
Le veeteur affinonormal m" lié & cette connexion mdmt en raison du
théoréme précédent, dans X,,_l la connexion A,fb, ou
e n+ 14 (n—3)l
. 2m—1)

qui appartient 3 la classe des connexions invariantes induites (5,6). Mais
~le vecteur n" satxsfalsant 3 la relation (5, 7) (k est déterminé par (6,5)),

Cest-d- d1re le vecteural)

, ‘ (6,5)

nyv —
k- n—l

(B A —VaBZ)

induit de méme la connexion A;,, Pa,rce que les deux vecteurs m" w'

induisent dans X, -, la meme connean /1.,,,, il suit de la formule de

GaAuss (2 6)
k;bB; = hab"lnv‘ + VaBy [
A:oB = h'ib”" + VB3,
d’olt . ,,,(m" — n*‘) = 0

11 g’ensuit (comme gy est du m.ng n— 1)

m’ = n?,
I :
ou k est déterminé par (6,5). Donc, & chaque scalaire I appartient un
. seul Bealaire k et réciproquement (car n 4 3). Il résulte alors des consi-
dérations précédentes que chaque vecteur affinonormal m” lié & la con-

-« nexion P2 de la classe des connexions de WEYL est égal & un vecteur
: a.ffmonorma,l bien déterminé de la classe (5,7) et récxproquement

31) Donc le vecteur affinonormal 1ié & la connexion A“ .

\ . ’ 1
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Remarque 11. Le cas n =3 est en ce sens exceptionnel. Il existe, en
-raison du théoréme (6,3), un seul vecteur affinonormal commun, lié aux
connexions de la classe de WEYL. La relation (6,5) donne dans ce cas
k = 1. Le vecteur m, déterminé par (4,4), est alors égal au vecteur n” de

1
la classe des vecteurs (5,7); le vecteur n” est le vecteur affinonormal lié
. 1 .
a la connexion A5, déterminée par (5,3*). Les considérations récipro-
1 S '
ques, dont nous avons parlé plus haut, n’ont pas lieu ici.

Théoréme (6,6). La classe des connexions de WEYL (6,2) et la classe:
des connexions invariantes induites (5 6) me sont pas identiques dans le
cas général?). .

Démonstration. Pour démontrer le théoréme il suffit de montrer que
dans la classe des connexions de WEYL (6,2) il existe au moins une conne-
xion qui n’est pas identique avec aucune de la classe des con-
nexions invariantes induites (5,6). Prenons par exemple la connexion ¥¢,;

1

c’est la connexion de la classe (6,2) pour le choix ! = 1. Supposons qu’il

existe dans la classe des connexions invariantes induites (5,0) une cer-

taine connexion A¢ égale & la connexion Z¢,. Supposons alors
m 1 .

Vo =45 | ) (o)

: 1 m :

Le vecteur affinonormal m?, 1ié & la connexion 3, est, & cause du théo-
1 1

réme (6,5), égal au vecteur n”, lié & la connexion A2, (car la formule (6,5)

1 1
nous donne dans ce cas k= 1). Alors m* = n* Mais le vecteur n" induit
1 1

dans X,_,, en raison du théoréme (5, 4), la gonnexion A La formule de -

GAUSS nous donne, en raison de la supposition et du théoréme (5,4),
A:bB: - Va b + habmv V
m 1

- 4548, = VuB; + haym,

d’ott - BAL,—AL) = 0.
. m )
11 s’ensuit . ALy =A8,.
) m 1

11 en résulte: si la supposition () était valable, cela entrainerait nécessai-
rement m = 1. 11 suffit donc d’étudier la différence :

QL =Af—Vs o (B)
S R S| : N

) Voir convention IL.’



On' obtient ‘pour cette' différence, en- tenant compte de (5 6), (6 2),
(5,3), (6,1), (4,5a), (4,13), ~

?:b = ozb - l;”:b - ?(6aRb + 6§Ra + habhcde) = F:b — {gb} -
— 3OYUR, — M) + O5(Bs — M,) + haphd(Ry— M y)] =
= — T + 3Ny + 65N, + haphN,).
On Vel'lfle maintenant facxlement la relatxon
' Ga[bhd]c = Ta[hhd]c

A cause des équations (4,6) on peut écrire la dernidre relatlon comme suit

20%aha = BiiiR:ts v_ N

Or le tenseur Bch R.5,0ts est en genera,l dlfferent de zero et donc dans le
cas général,
' . V Glgb * 0,
ce qui entraine, d’aprés (B), '
' /llcczb + %{:b? :

c’est ce qu’il fallait démontrer.
Remarque 12. Nous avons pris, pour démontrer le théoréme précé-
: dent la connexion ¥¢,. Mais on peut partir d’une connexmn arbxtralre

SF"’ de la classe de WEYL. Le calcul montre que, si Ia connexion we, etalt

egale a quelque connexion A de la classe des connexxons mvanantes

e N

mdmtes, elle devrait necessmrement comcnder ‘avec la connexion Aw

wptt1lt+— 3)
2(n—1)
obtiendrait pour la différence G¢, = A2, — Y’:,,:
1 k

‘

. Par un procédé analogue au. précédent on

' By n 1
2Gc[ahb]d = BabcRa‘ﬂydto - + (l - l) R[a bler

Pour I =1 on obtient la relation (Y)-

A la fin de ce paragraphe nous résumons bridvement les résultats
ici obtenus

"Sous les supposmona donne’es zl existe, ‘en ge’néml deux classes de.s
connexions invariantes pour t’espace X,. 1 dans A, Ce sont:

I. la classe des conneans " invariantes mduztes (5, 6)
I, la classe des connexions “de Weyl (6,2).

Ces deux classes me sont pas nécessairement identiques. Les vecteura
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affinonormauz liés aux connexions de la classe I sont & direction invariante
<t indutisent des connexions invarianies de la méme classe, Les vecteurs affi-
nonormaux liés aux connexions de la classe 11 sont de la classe des vecteurs
-affinonormaux liés a la classe des connexions I.

7. La connexion équivoluminaire dans A,.
Supposons que le transport (la connexion) dans A, déterminé par
1les fonctions I;7,(&%), soit équivoluminaire, c’est-a-dire,
Vap = Rip’ = 0.3) (A

" Théoréme (7,1). Soit la connexion dans A, équivoluminaire. Le vec-
Zeur M, déterminé par (4,5b) est ensuite un vecteur gradient. ‘
 Démonstration. On obtient de (4,5b) '

a[bMa] = m (a[b{a]c}—' _a[b-ra]tf)- o
Parce que {5} est la'connexion riemanienne du tenseur k,;, il s’ensuit34)
a[b{aﬁc} =0.
‘En tenant compte du théoréme (2,8) on déduit
20l = Vo= 0;
-alors o . OpMuy=0.

Il est évident que ce résultat a lieu pour chaque choix du vecteur tan-
gent i,.
Remarque 13. Le Vecteur M, étant le vecteur gradlent on peut con-
struire le scalaire - .
%1

- Man® .
p=dm (7,2)

ol 73] est un point fixe de l’espace Xoo1 (dans'le domaine cons1dere) -

Théoréme (1 2). Le scalaire p, de’termmé par (1, 2), se tmnsforme par
Ja transformatwn *t, = Pt, comme il suit

= cpQ, ‘odt ¢ = const. #+ 0, Q p- (7,3)
Démonatratwn D’apres (4,12a). - . :

(n® . . %

__'{ "M, dn® —1og|P|+1og|P.|—f Myan®
b =e. o e ?"p = P@p,
ol - Py = P(n“) + O

“) Vou’p ex. J. A. SCHOUTEN Der Ricei- Kalkul p. 90. Berlin 1924
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R 'Pbsons'éncpre P, = ¢ et le théoréme est démontré.
Théoréme (7,3)..Le vecteur w; défini par V'éguation
Uy = pty, (7,4)
ol t; est un vecteur tangent arbitraire et p est le scalaire déterminé par (1,3),
satisfait aux équations .
: : " Blwp=0. . (7,5)
C’e vecteur w; se transforme, en raison de la tmns/ormatwn *, = Pt,,

selon
, *u;_cul,c_const+0 o (76)
, Démonstration. La relation est, & cause de la définition (7,4) et de
(1,4), évidente. La relation (7,6) est une conséquence de (7,4), (7,3).
Définition 10. Le vecteur u,, détermmé par (7 4), sera dit le vecteur
tangent normalisé.
Remarque 14. Le-vecteur u est donc determme a un facteur multi-

plicatif constant ¢ 4 O prés. A 'aide de ce vecteur on peut définir le ten-
seur

Jap = Ba Vbua o (7)7)
On constate, en raison de (7,4), (7,7), (1,4), que )
Jap = phab (7’8)
Par la. transforma.tlon du vecteur tangent le tenseur g,, devient
*9ap = Cgap, ¢ = const. % 0. - o (7,9)

" Le rang du tenseur-g,, est n — 1, car le rang du tenseur A,, est n — 1
(d’apreés la supposition I) et le scalaire p est différent de zéro. On peut
_donc construire le tenseur g% qui satisfait aux équations

g% ep = 05, (7,10)
get = p~1hod. ' (7,11)
Ces résujtats nous aménent au théoréme suivant:

Théoréme (7,4). Soit la connexion dans A éguwolummmre La con-
nexion de Vespace X,_; aux composantes :

) 1 ' = g4(Vaws) VaBb ' (7,12)

est mdépendante du choiz du vecteur tangent t,. Elle est égale & la connexion
w déterminde par (5 3). Le veoteur n" ainst défing

L nY =
u n——l

il — V.5 o (7 '13;)'

34) SCHOUTEN-STRUIK: Einfithrung in n die neueren Methoden der Differential-
geometne I, 'p. 144 (11,25b). Gromngen Batavia 1935.
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satisfait aux équations - . .' .

nu, =1, wu,=0 - - (7,13b)

u u

et sa direction est invariante par rapport a la transformation *t, = Pt,.
Démonstration. On obtient de (7,12), (7,11), (7,4), (2, 14), (L,12)

P:,, = p= 14 (Vapt,) VaB} = W Vats) VaB} +
+ 1(VaBy) hop=20gp = D', — harh®ps,
oit ps = 0, 1gp. Mais, d’aprés la définition (7,2), -
| | Cpa=—M, | (114
et _dqnc (voir (5,3)) . E
P acb =15+ haph*eM g = A:fb

La premiére affu'ma.tlon du théoréme est démontrée, car la connexion
Ag est invariante. En tenant compte du résultat précédent et de (7,11),

(05,5) on obtient de (7, lv3a)'

n"— p" (Bc/l ——VaB”)— P ‘n" 35)

1l s’ensuit, en raison de (7,4), (5,4), (7,14), '
. n"u., = p~ 1n“pt, =1,
nVaty = “n”va(pt )= p~ 0+ Nty = M,—M,=0.

Remarque 15. Par un procédé analogue au precédent on peut dé-
montrer que la’ connexion

{a"b} = $9°%04954 + abgad - a&gab) (7,15)
est invariante et égale & la connexion Vg déterminée par (6,1). On péizt

dire briévement que la connexion Y’:b ge réduit, pour le cas de la con-

nexion équlvolummau-e dans 4,, A la connexion riemanienne {ab} On

peut aussi construire le vecteur m" d’aprés

m = T—(B’{,,,} —VB) . (1,16)

qui est & dmectxon mva,nante et qui satisfait & l’équa,txon
miu, = 1. )
u
38) nrest alofs & direction invariante & cause du théoréme (5,3). -




On vérifie facilement que , o L
. mY = p~lm, (7,17)

u

ou m est le vecteur affinonormal 1ié & la connexion 75,
o o

Définition I1. Le vecteur nv, déterminé par (7,13a), sera dit le vecteur
affinonormal principal 'normali:é.“) '

Théoréme (7,5). Le vecteur affinonormal principal normalisé n® est
égal au vecteur affinonormal déduit par J. A. ScaouTEN®) (au cas de la!‘co'n-
mezion équivoluminaire dans A,).

Démonstration. En tenant compte du théoréme (6,5) et de la démon-
stration de ce théoréme on dedult la relation

~

1 o
— Bpo o R
| w= o R (.18)
ou hw’ = B"h“b et n"(m") est le Vecteur affmonormal lié & la conne-

xion Aab('f’ab) determmee par (5,3) ((6,1)). En multlpha,nt la relation

(7,18) par p~! (p est déterminé par (7,2)) on peut écru'e cette relation,
é,cause de (7,4), (7,13a), (7,17), (7,16),

1
nr=mr4 9Pq™ Ry us = 7 (&} Bi — VaBy) +
%

u u
et o = s, O
Posons S
v _ P’ = VLB, — B, {5}
Donc “
:”» =T a5 gabPab + 1 -1 gvﬂg VRaﬂy us.

Cette .dernitre rélé,tion est la définition du vecteur affinomormal de
J. A. ScEOUTEN®?) dans le cas de la connexion équivoluminaire dans 4,,.

Remarque 16. On peut regarder la relation (7,4) comme une certaine
- transformation du vecteur tangent f,. Il en résulte que beaucoup de re-
lations précédentes (p. ex. la formule de Gauss, les équations de Gauss
et de Copazz1) sont valables en écrivant u; au heu de t3, gqp aut lieu de &,
e. t.c.

%) Voir.la définition 8.
t . 37) J. A, SCHOUTEN: Det Blccl Kalkill p 145 (1095) Berlm 1924



Normila a konexe pro nadplochu v prostoru afinnim.
(Obsah pfedeslého élanku.)

V afinnim prostoru 4, o soufadnicich &= (x =1, 2, ..., ) s danou
konexi Iy, = I';,(£%) je definovana nadplocha X, , parametrickymi
rovnicemi £* = (5% (@ = 1,2, ...,n — 1). Autor se zabyvd v tomto
¢lanku ot4dzkou konstrukce normdly pro tuto nadplochu a podavs feSeni
za piedpokladu, Ze hodnost tensoru %,,, definovaného rovnicemi (1,11),
jest n — 1. Zédroven s touto otdzkou je diskutovéna otdzka konexe indu-
kované touto normélou (problém afinni indukce). Za uvedeného pted-
pokladu je moZno sestrojit dvé t¥idy konexi v X,_; invariantnich véi
transformaci *i, = Pt,, kde ¢, je tedny vektor nadplochy X, _;, P &= O
skalar v X,,_;, tedy konexi nezivislych na volbé faktoru tetného vek-
toru. Jsou to tfidy konexi definovanych rovnicemi (5,6), (6,2). Definice
téchto invariantnich konexi vede k definici normél invariantniho sméru
pro nadplochu X, _;, tedy normal, jich% smér je nezdvisly na transfor-
maci *, = Pt,.
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