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Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 75 (1950) 

LE VECTEUR AFFINONORMAL ET LA CONNEXION DE 
L'HYPERSURFACE DANS L'ESPACE AFFIN. 

F R A N T l S E K NO_IÔKA, Praha. 

(Reçu le 25 Mai 1950.) 

Le travail présent est consacré à la théorie de l'induction affine pour 
un espace àw — 1 dimensions Xn~x (holonomme) dans un espace n fois 
étendu An, doué d'une connexion affine, plus ou moins générale. Le 
problème consiste dans la construction du vecteur affinonormal défini 
aux points de la variété X n _] . La connaissance du vecteur affinonormal 
conduit à la définition de la connexion induite et donc à l'immersion de 
l'espace Xn^1 dans An. On discute la question d'une connexion arbitraire 
intrinsèque dans Kn_i et, ce qui est le but du travail, la question de la 
connexion invariante et celle du vecteur affinonormal à direction in­
variante par rapport à la transformation du vecteur tangent. 

Pour faciliter l'étude de ce travail, je traite soigneusement toutes les 
définitions fondamentales. Je laisse à côté beaucoup de problèmes d'in­
tégration qui exigent des études plus approfondies. 

I. Notions préliminaires. 

Imaginons un espace affin An n fois étendu1) aux coordonnées fa 

doué d'une connexion iX* .== iX-d*)- D'après la définition de l'espace 
affin on a 

TM=^;=o. (i,i) 

Dans An considérons un espace Kn_i kn — 1 dimensions déterminé par 
les équations paramétriques 

| - - = ^ ° ) - 2 ) (1,2) 

Nous supposons dans tout ce qui suit que les fonctions i%(l a) admettent 
en chaque point des dérivées partielles continues par rapport aux va­
riables | a d'ordre suffisamment grand et que les fonctions-£v(rja) ont des 

*) n > 1 est un nombre entier. 
a) Les indices latins parcourent les H — 1 symboles 1, 2 , . . . , n— 1, les indices 

grecs parcourent les n symboles 1 ,2 , . . . , n. 
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dérivées partielles continues par rapport aux variables r\a d'ordre suffi­
samment grand dans le domaine considéré. 

Nous allons exclure de nos considérations tous les points de l'espace 
! „ _ ! , où le rang de la matrice aux éléments 

est plus petit que n — 1. Si l'on désigne par B l'affineur unitaire de 
l'espace Xn_i, les Bv

a en sont les composantes mixtes. 

Définition I. Nous appelons vecteur tangent de Vespace -Kn_i le 
vecteur tv satisfaisant aux équations 

h\tv = 0, tv 4= 0. (1,4) 

La solution générale de (1,4) est 

%=Ptv, (1,5) 

où P 4= 0 est un scalaire (facteur multiplicatif) arbitraire et tv une des 
solutions des équations (1,4). 

Définition 2. Nous disons que le vecteur contravariant sa est situé dans 
Vhyperplan tangent de Vespace -Kn-i (ou bien qu'il est le vecteur de Vespace 
-Xn-i), 8*il satisfait à l'équation 

s*ta=0. (1,6) 

Introduisons maintenant le vecteur nv de telle manière que l'équa­
tion 

nvtv= 1 (1,7) 

soit satisfaite! Tous les autres vecteurs nv
t pour lesquels la relation (1,7) 

a lieu, ont la. forme 
nv=nv-\- sv, 

où 8V est un vecteur de l'espace Xn_1#
3) Soit tv une des solutions des 

équations (1,4). Supposons qu'un vecteur nv = nv(rja) satisfasse à l'équa­
tion (1,7). Pour que la relation (1,7) soit valable pour toutes les solutions 
des équations (1,4), c'est-à-dire, pour que l'équation 

%*nv = 1 , • (1,9) 

ait lieu en même temps que (1,7) pour chaque choix du facteur multi­
plicatif du vecteur tangent tv, le vecteur nv doit se transformer selon la 
transformation (1,5) en un vecteur *nv et les vecteurs nv,*hv' sont liés par 
la relation ' ; ^ . - • « 

'>>••>•. ' ••'•' *nv = Q(nv + sv),Q=P-ï
i ' V ( W 

s* étant un vecteur de l'espace -Kn-i3). ,. 

*) Voir la définition 2. 
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Définition 3. Nous allons appeler vecteur affinonormal de Vespace 
-Xn-i chaque vecteur nv = nv(rja) bien défini et satisfaisant à la relation 
(1,7), qui se transforme par la transformation (1,5) selon (1,10). 

Remarque 1. Le vecteur affinonormal nv n'est pas situé — en vertu de 
la définition 2 — dans l'hyperplan tangent de l'espace Xn^x. S'il existe le 
vecteur nv au sens de la définition 3 (voir la démonstration de l'existence 
sous les conditions données plus loin), le déterminant [B\, B\, ..., -Bn_:u 
nv] est différent de zéro. 

Remarque 2. On peut regarder les éléments Ba comme des vecteurs 
contravariants situés dans l'hyperplan de l'espace Xn^1 ou comme des 
composantes mixtes de l'affineur unitaire B. Dans le premier cas nous 
pouvons écrire Bv, dans le second cas Bv, Parce que les deux conceptions 

a 

se réduisent l'une à l'autre4) il n'importe de quel symbole nous nous servi-
rons. Dans ce qui suit, nous écrirons en général Ba. 

Introduisons maintenant le tenseur hab par la définition suivante 

hab^BîVah^Bt(datA-r;xBX),B) (1,11) 

où da == -.r— .Ce tenseur est symétrique par rapport aux indices a, 6.6) 
crja 

Pour les considérations suivantes nous introduirons la condition 
suivante: -

Supposition I. Le rang du tenseur habestn — 1. 
En tenant compte de cette supposition on peut introduire le tenseur 

hab = hba par la définition 

Théorème ( M ) . Sous les suppositions faites le déterminant 

[VA, V2^> •••> V«—îtp, tv] 
est différent de zéro. 

Démonstration. Supposons que l'équation [VA- VA-.-«- V „ - A J 
tv] = 0 soit satisfaite au moins dans un point de l'espace considéré. H 
résulte de cette supposition qu'il existe un certain vecteur va #= 0 
(a = 1, . . . , n — 1) et un scalaire Q tel que l'équation 

vaVatr+Qtv = 0 

4) Voir V. H L A V A T ^ : Induzierte u. eingeborene Konnexion in den (nicht) 
holonomen Ràumen, Mathematische Zeitschrift, Band 38, p . 285. 

6) ya est le vecteur symbolique de la dérivée covariante. r 
6) C'est-à-dire ^[a6]=-0. C'est une-conséquence de (1, J)etde! la relation^, £ £ . = 

=- 0 valable pour l'espace holonomme -2Cn-1. 
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ait lieu au point où le déterminant s'annulle. De la dernière relation on 
déduit, ayant égard à (1,4), (1,11), 

vahah = 0. 

Or ces équations, en raison de la supposition I, ne peuvent être remplies 
que si va = 0, ce qui est une contradiction, car nous avons supposé 
va =f-0. Le théorème est donc démontré. 

Le choix du vecteur tv étant fixe, déterminons le vecteur nv par les 
équations suivantes: 

a) nvtv=X 
b) nv\/atv=vai ^>lô> 

où va est un vecteur donné de l'espace Xn-1. D'après le théorème précé­
dant les équations (1,13a, b) définissent univoquement nv. Le vecteur nv 

ainsi défini est le vecteur affinonormal au sens de la définition 3.7) 
L'équation (1,13a) est la première condition de Ricci pour le vecteur 
affinonormal, l'équation (1,13b) est la seconde condition généralisée 
de Iticci. 

2. Le vecteur affinonormal et la connexion induite de l'espace 
Xn-rl. 

Soit va un vecteur donné de l'espace Kn~! et définissons le vecteur nv 

par lés équations 
tvn

v= 1, nvVJv= va. (2,1) 

En prenant le vecteur tv fixe la solution nv existe et est unique. Cela étant 
on peut construire lés éléments Ba de telle sortie qu'on ait 

,B»vB
v
b=ôa, H>=0, (2,2) 

où ' ôl = 1 pour a, === h9 <5g == 0 pour a 4- b. Parce que [B\, j?2,..., -#n-i> 
nv] 4. 08), les n(n — 1) équations (2,2) déterminent sans ambiguïté les 
n(n— 1) îriconnuès B%. Au moyen de ces éléments nous pouvons déter­
miner les composantes B\ de l'affineur unitaire de l'espace Xn_x 

Bl=Bv
al%. (2,3> 

On constate facilement que les éléments B\ satisfont aux équations 

BW = 0,Bv
xBl=Bl. 

D'autre part, les équations précédentes définissent les composantes B\-

Or les expressions ô\ — fon" satisfont aussi aux mêmes équations. L'affi­

neur JB£ étant unique il en résulte 

^ - •\Éi=irx—:ixn>. (2,4) 

*) Voir pins loin ( | 2). 
*VEtt raison de (1,4), (1,7). , . -., 
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Nous pouvons maintenant, àTaide des éléments _#, construire des ex­
pressions •-' " •''•••••• 

; ' TZb^KVaBl , \ - (2,5) 

Théorème (2-1). Les expressions J ^ sont des composantes [d'une 
connexion intrinsèque de Vespace Xn-V 

Démonstration. On constate facilement que par la transformation des 
paramètres rja = r)a(rjb) dans Xn-X les éléments Bv

b, B* se transforment 
selon 

où 

Ab- -df>b A 1 • ' _ ï ' • 

En tenant compte de ces relations on obtient par un calcul mécanique 
— — • _ 75 •. 

Définition 4. La connexion intrinsèque rlb, déterminée par (2,5), est 
dite la connexion induite (par le vecteur nv) de Vespace -Kn_1? 

Théorème (2,2). La connexion induite est symétrique. 

Démonstration. On obtient,,en raison de (2,5),..(1*1)*et delà-note6) 

r[ab] = Be
vV[aBb] = Bc

v (d[aBli + F[^p] BaBb) == 0. 

Théorème (2,3). La connexion induite rab satisfait à la formule de 
GAUSS- . 

. ,ra
ebBl= habn'+ VaBl .... (2,6) 

Démonstration. On obtient de (2,5), (2,3), (2,4), (1,11) 

r:bBl^ BlBWaBt^X^ ... 
= \7aBb^nn^S/àBt^VaBb + habri^ • > , -

Convention I. Parce que le vecteur nv indmt dans XnL.i une donne*' 
xiori symétrique' rab> nous emploieront' pour^M variété Xn_x> douée de 
cette" connexion, le sfrnbolé -4n_! au lieu" dit symbole Xn_i.-

Théorème ,0-i4)«. Soit, sous les. suppositions, données, le vecteur nv 

déterminé par, (2,1). La connexion induite (2,5) par çe: vecteur .pejiit être 
ramenée à la forme . t / . . « - . .«> . . . 

iïb^VHVM VaBl+*hahh**vâ, (2,7) 
ou 

rtftT -



Démonstration.On constate de ce qui précède que les éléments Bc
v — 

l'indice c étant fixe — sont des composantes d'un vecteur covariant de 
l'espace A n. Nous savons encore, à cause du théorème (1,1), que les vec­
teurs y a t v , tv (a = 1, 2, ..., n — 1) sont linéairement indépendants. Le 
vecteur Bl est donc une combinaison linéaire des vecteurs £„, VA-Ceci 
permet de poser 

Bc
v=Gc*S7dtv+B%, , (2,S) 

où Gcd, Bc sont des objets de l'espace Xn-V En multipliant les relations 
(2,8) par l'élément Bv

b on obtient d'après (2,2), (1,11), (1,4) 

ài=Gc*hdb. 

Il s'ensuit, en raison de (1,12), 
- ' ' Gcd = hcd. (2,9) 

On déduit, en multipliant les équations (2,8) par nv et à l'aide des rela­
tions (2,2), (2,1), (2,9), 

Rc = _hcdVd (Vd=nvVdtv)t 

D'après ce qui précède on peut donc ramener la relation (2,8) à la forme 

Bc
v = hcd Vdtv — hcdvdtv. (2,10) 

En tenant compte de cette relation et de (1,11) on peut ramener la con­
nexion induite (2,5) à la forme (2,7). 

Théorème (2,5). Le vecteur nv défini par les équations (2,1) a la forme 

•n" = .LT-Î &• r°>> - Va5ï), (2,11) 
n — 1 

où ra% signifie la connexion induite (par le vecteur nv). Ce vecteur nv estla 
seule solution des équations (2,1) et c'est le vecteur affinonormal au sens de la 
définition 3. 

Démonstration. Supposons, comme auparavant, le vecteur tv fixe. 
Nous savons déjà que le vecteur nv déterminé par (2,1) existe et est uni­
que. On déduit immédiatement de la formule de GAUSS (2,6) là relation 
(2,11). D'autre part, si l'on construit le vecteur nv d'après (2,11), où ra°b 
est déterminée par les équations (2,7) (va étant un vecteur donné dans 
•X»-i)> on constate facilement que ce vecteur nv satisfait aux équations 
(2,1) et c'est, à cause du théorème (1,1), la seule solution de ces équa­
tions. 

. Pour démontrer le reste du théorème effectuons la transformation 
(1,5) du vecteur tangent tp au vecteur nv défini par (2,11). Par la transfor­
mation (1,5) les tenseurs h^ hab se transforment selon 

*hab = Phab> *Aa* = Qh« (Q = P - 1 ) . (2,12) 

Cela résulte immédiatement des relations (1,5), (1,4), (1,11), (1,12). La 
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connexion-i^, se transforme en général en une autre connexion *TaV> 
tandis que les expressions Bv

a, Va^& res tentinvariantes. II s'ensuit que le 
vecteur nv, défini par (2,11), se transforme selon 

*»' = ^ { B l * r a % - VaBl) = ^ {Blr:„-VaBl) + 

Ohab 

+ W—Bl{*r:b-re
ab)=Q(n>+s>), n — 1 

ou 

s> = — í - r Bv
eh°»(*ra

c
b - r:b) 

n — 1 
est un vecteur situé dans Fhyperplan tangent de Fespace An-í (au sens 
de la définition 2). Le vecteur nv est alors le vecteur affinonormal au sens 
de la définition 3. 

o 
En particulier, si Fon définit le vecteur nv par les équations suivantes 

(le vecteur tv étant fixe) 
tvnv = 1, nvS/aU = 0 (donc va = 0), (2,13) 

o 
la connexion induite par le vecteur nv est, ďaprěs (2,7), 

ra
c
b = h^(Vat)VaBl (2,14) 

En tenant compte du théoréme precedent on peut écrire 
o hab o J% 

n' = ABr
crL-VaBl). (2,15) 

n —r i 
Définition 5. La connexion induite (2,14) est dite la connexion innée 

de Vespace Xn_1.9) 
Considérons le vecteur affinonormal nv déterminé par les équations 

(2,1). L ,espaceXn_1 doué de la connexion induite devient ainsi un An^.1.10) 
Soit B»pY Faffineur de courbure de Fespace An9 'Rabe Faffíneur de cour-
bure de Fespace An^.v11) Introduisons encore le vecteur symbolique Da 
de E.BORTOLOTTI12). AFaide de ce symbole on peut écrire la formule de 
OATJSS (2,6) souš la formě suivante 

•) Voir V. HLAVATÝ: Induzierte u. eingeborene Konnexion in den (nieht) 
hoionomen Ráumen, Mathematische Zeitschrift, Band 38, p. 292. 

10) Voir convention I. 

") *&' = ^ A + S ^ i | ^ '*«*? = 2V»ť+ 2ria%\rÁe--
i a) L*opération Da fut introduite par B. L. v. d. WAERDEN et E. BOBTO-

LOTTI. Cette opération est définie comme suit 

©& -F2*1** est un affineur niixte arbitraire. 
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DaB
v
b==—habn

v. ... . - . (2,16) 

En appliquant le symbole Da au vecteur affinonormal nv on obtient 

Dan
v = v«nV (2,17) 

En cherchant les conditions d'intégrabilité des équations (2,16) on par­
vient à l'équation de GAUSS 

Babcâ R'ap'y =JRàbc —2l[ahb]e, (Babcd = BaBbBcB%)13) (2,18) 
OU 

1% = ЛÍV.П-. (2,19) 

La première équation de ÇODAZZI 

BlilR^U = — 2'v[ahb]c + 2v[ahb]c
 13) (2,20) 

et la seconde équation de CODAZZI 

B"aîd
aR«ëy9nV=2'v[Jl;]+2vlal

d
b] (2,21) 

sont de même des conditions d'intégrabilité nécessaires des équations 
(2,16), (2,17). Dans les équations de CODAZZI (2,20), (2,21) le symbole 'V0 

signifie la dérivée covariante appartenante à la connexion induite dans 
-4«-i-

Introduisons encore les symboles 

* • Râyy = V*p, Rabc = Vab. 

Théorème (2,6). Les affineurs Vap, 'Vab sont liés par la relation 

B"aîVati + 2d[avb]='Vab;; (2,22) 
ou 

vb== nvVbtv. ., ._•,_., : 
Démonstration. En effectuant l'opération d[avb] on obtient 

2d[avb]=2d[a(n
vVb]tv) = 2V[a(n

vV =• 
• =2nvV[aVb]ty + 2(Van

v) Vb]tv= (2,23a) 
. " == — B^Ry^t* + 2(V[an

v) Vb]tv.,: 
En raison de la relation (2,10) on peut écrke v 

V ^ v = hcbBv+vbtv..-••••-.
 ;? • 

Cela étant on constate à l'aide de la définition (2,19) 

<VfàW^ V6]^ = l[lhb]c + v[avb] =k*hhïc. ' x • -' 

Ceci nous permet de ramener (2,23a) à la forme 

..;-..> 1 . 2 ? ^ = ^ ^ ^ v . (2,23b) 

D'autre part, l'équation de GAUSS (2,20) nous donne (en y effectuant la-
contraction d = c et en employant les formules (2,3), (2,4)), , 

B$V^-B$Ra^ , . (2,23o), 
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En tenant compte, de (2,23b, c) on parvient à la relation (2,22). ., 
Théorème (2,7). Supposons Vespace An-x doué de la connexion innée 

o 

(2,14). Cela entraîne que les affineursVr
ap, 'Vab sont liés par la relation 

Démonstration. La connexion innée (2,14) est la connexion induite 
o 

par le vecteur nM satisfaisant aux équations 
nvtv = 1, nvS7atv = 0, • -

c'est-à-dire, va = 0 et la relation (2,24) résulte, de (2,22) en y posant 
va=0. 

Théorème (2,8). La connexion dans An, déterminée par les compo­
santes r^, soit équivoluminaire,1*) c'est-à-dire, 

RaPy = Votp = 0. 

Il en résulte que la connexion innée dans An-1 (Xn-1 doué de la connexion 
innée) est de même équivoluminaire. v " . ' ' . ' 

La démonstration est évidente, car pour F ^ = 0 on obtient d& 
(2,24) 

'ah = -Kabc 'VaЪ = 'R'abc = 0. 

3. Le vecteur affinonormal lié. 

Dans les considérations précédentes nous avons défini le vecteur 
affinonormal nv par les équations (2,1). Le vecteur affinonormal étant 
ainsi donné, nous avons défini la connexion induite et, comme cas spécial, 
la connexion innée. L'espace -Kn_i doué de la connexion induite devint 
ainsi \mAn^1. Cela étant, les relations comme, la formule de GAUSS (2,6), 
les équations de GAUSS et de CODAZZI (2,18), (2,20), (2,21) sont valables. 

Mais, pour construire le, vecteur affinpnormal on peut aussi procéder 
d'une autre manière. Supposons qu'on ait choisi une certaine connexion 
intrinsèque 0ab de l'espace Xn^.1. (La connexion 0ab n'est pas nécessaire­
ment symétrique.) A l'aide de cette connexion on peut construire le 
vecteur affinonormal. , . , , . . . . . . 

Théorème (3,1). Soit le vecteur tangent tv fixe et &ab une connexion 
donnée intrinsèque de l'espace -Kn_i. Le vecteur Nv défini par 

\ • ' ' • " • • • r a b " • "• •- •• • • , : ' ' 

N' = -!~ifflZ — V&Y -••• (3,1) 
n — l 

est un vecteur affinonormal au sens de la définition 3. 
13) La démonstration des équations de GAUSS-CODAZZI voir p. ex. SCHOUTEN-

STRUIK: Einfuhrung in die neuereri Methôden der Diferentialgeometrie II, p . 159, 
Groningen-Batavia 1938. 

14) Voir plus loin § 7. . „ „• ...:../• -.. ,.',*,. ...... .. 
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Démonstration. Remarquons d'abord que les éléments Nv sont des 
composantes d'un vecteur contra variant dans .An gui est défini aux 
points de l'espace Xn_- et indépendant de la transformation des para­
mètres r\a en Xn-.1% C'est ce qu'on démontre par un calcul mécanique. On 
obtient tout de suite, à cause de (1,4), (1,11), (1,12), 

tvN
v=l. 

Par la transformation (1,5) du vecteur tangent tv les tenseurs hab, hab se 
transforment d'après (2,12), la connexion 0ab devient en général *0ab 

tandis que Bv
c, Va--% restent invariants. Donc le vecteur Nv et le vecteur 

transformé *NV sont liés par la relation 

*NV = Q(NV + s»), Q = P - - , sv = —!— Bv
eh

a\*0c
b~0c

b). 
n — 1 

Le vecteur sv est alors, au sens de la définition 2, situé dans l'hyperplan 
tangent de l'espace -Kn_i. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Définition 6. On appelle le vecteur Nv construit à Vaide de la connexion 
donnée 0ab de Vespace Xn^1 et défini par (3,1) le vecteur affinonormal lié à 
la connexion 0ab. 

Théorème (3,2). Soit 0ab une connexion intrinsèque arbitraire de 
Vespace Xn„x. La connexion induite par le vecteur Nv lié à la connexion 0ab 

a la forme 

0C
b = fab + ^ î Kbh'*(0e

C
d — fia), (3,2) 

oû ra
Cb est la connexion innée définie par (2,14). 

Démonstration. On trouve à l'aide de (3,1), (1,12), (2,14) 
lab 1 

N»VaU =va= (Bv
c0

c
b - VaB

v
b) V A = r ha»hcd(0a

c
b -

n — l n — 1 

- Ace(Ve«,)V«£*) = — ^ - A ^ M ^ V — fâb). n — 1 

I_e vecteur affinonormal Nv satisfaisant aux équations 

t,Nv = 1, NvS7at, = va 

induit, d'après le théorème (2,4), une connexion 0a% dans .Xn_lt pour 
laquelle on obtient d'après (2,7), (2,14) 

~ ' &a\=h + habh**V4. 

Dans notre cas 

«'4=^A0»Arf(<P, e»-A , ,») 

ce qui mène aux équations (3,2). 
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Théorème (3,3)- Soit 0e
b une connexion donnée de Vespace Xn - i -

Pour qu'il existe un vecteur affinonormal nv tel que la connexion 0^ 
soit la connexion induite par lui, il faut et il suffit que la connexion 0e

b 

diffère de la connexion innée ia
e
b du tenseur habh

edrd, où rd est un vecteur de 
Vespace Xn_x dépendant de la connexion donnée 0e

b. 
Démonstration. Supposons d'abord qu'il existe un vecteur nv qui 

induise dans Xn_x la connexion donnée 0e
b. La connexion induite par ce 

vecteur nv a nécessairement, en raison du théorème (2,4) et des relations 
(2,7), (2,14), la forme 

fy» + Kbh
edvd, vd = nvS7dtv. 

Il s'ensuit 

#a* = ra% + habh
e*rd, rd = vd. 

La nécessité de la condition est donc démontrée. 
Le vecteur tv étant fixe, le vecteur nv qui, d'après la supposition pré­

cédente, induit la connexion 0e
b, est le seul vecteur jouissant de cette 

propriété. C'est bien clair car, s'il existait un autre vecteur affinonormal 
nv induisant la même connexion 0e

b, il devrait satisfaire à la formule de 
OAUSS (2,6) 

®a%BVc=habn
v+ VaBl 

Parce que le vecteur nv satisfait à la même équation 

&a%&c=habn
v+VaBrb, 

•on obtient, en confrontant les deux équations précédentes et à cause de 
(1,12), nv=n».. 

Nous pouvons maintenant démontrer la suffisance de la condition 
de notre théorème. Supposons la connexion donnée 0a

e
b de l'espace Xn-.± 

telle qu'on puisse la ramener à la forme 

&a%=?a\+K>hcdra, (3,3) 
où rd est un vecteur de l'espace Xn_1# Construisons le vecteur affino-
îiormal Nv lié à la connexion 0a%. D'après (3,1), (3,3), (2,15), (1,12) 

haî> hab o 
N'=^ZÏ (i^«» - v«^>=^zn w» - v°5») + 

hab 

+ Bl r hahh°*rd =à» + Blh^. • 
n— 1 

En tenant compte de (2,13), (1,11), (1,12) on obtient 
Nv S7eU = ve = & Vet, + -B9WrjVA = r€. 

Mais la connexion induite par le vecteur Nv, qui satisfait, d'après ce qui 
précède, aux équations 

N%=* 1, N»VêiP==re9 • s 
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est, en raison du théorème (2,4) et des relations (2/14),,(3,3),;- v i r 

Donc la connexion 0a% ayant la forme (3,3), le vecteur affinonormal N*" 
induisant cette connexion existe et est unique. C'est dans ce cas le vecteur 
affinonormal. Nv lié à la connexion (3,3). 

Remarqué <?, Supposons," que nous avons une connexion quelconque 
(intrinsèque) de l'espace Xn~i.15) Désignons la par$0

c
&. Le vecteur NK lié-

à cette connexion induit dans Xn-X une certaine connexion 0a%. La con­
nexion 0a% diffère de la connexion donnée 0a% d'un certain tenseur Fa%y, 
pour lequel on obtient de (3,2) 

i , _•;,*. 
К% = Фа%-Фа% = Га% -Ф& - - КьК*(Гв°л - Ф / л ) . (3,4). 

On peut remarquer que le tenseur Fa% satisfait à la relation 

Fa%h*» = o : 
Parce que le tenseur Fa% n'est pas en général égal à zéro (identiquement)16),,, 
il n'existe en général aucun vecteur affinonormal qui induise la connexion 
donnée (voir le théorème précédent). 

D'ailleurs on peut douer l'espace Xn_x d'une connexion intrinsèque\ 
arbitraire 0a%. Mais, si la connexion 0a% n'est pas de la forme (3,3) ou 
ne peut pas être ramenée- à cette forme, les relations comme la formule 
de GAUSS (2,6), les équations de GAUSS et de CODAZZI (2,18), (2,20) ne 
sont plus valables. Il y a donc des formules analogues aux équations de 
GAUSS et de CODAZZI. Pour déduire ces relations, construisons d'abord 
le vecteur affinonormal Nv lié à la connexion 0a% dans l'espace Xn-X. On 
obtient par un calcul mécanique d'une manière analogue à celle, qui con­
duit aux équations de GAUSS et de CODAZZI dans- lé cas de la connexion-
induite, des relations plus compliquées. 

a) BabeâRàpY>=t='Ràbc —2l[ahb]c'\'2fS7[aFb]cJr } 

, — _p 2F[a\k\Fb]c+-2(P[ab]FkCt ' ' 

b) .BlllR^yk^ ^^[ah^c+2v[ahb^+2Fc%hb]d - (3,5), 

— 20[ab]hdc, 

c) BÏÏUûfny = 2'V[^] + 2v[afb]± 2Fc
d
[al

c
b] + 

où 'R'abc* est Taffineur de courbure appartenant à la connexion 0a%t 'V* 

> lê) P. ex. la connexion'.symétrique {a%} ^i^(dah'bd--f dbhad —- ddh„b) ou' la. 
connexion -Sj^VaVbk <lui n'est pas symétrique en général. ' 

16) Exemple: connexion 0ab asymétrique. 
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•est le vecteur symbolique de la dérivée covarîante appartenante à la 
même connexion; le tenseur Fc

b est déterminé par (3,4). Les équations 
précédentes sont des équations de GAUSS et de GODAZZI généralisées; les 
-équations (2,18), (2,20), (2,21) en résultent pour Fa\ == 0, c'est-à-dire 
pour le cas de la connexion induite. 

Ajoutons à la fin de ce paragraphe quelques mots sur l'importance 
-de la connexion induite pour l'espace Xn^x plongé dans l'espace affin An. 
.Sous l'aspect du calcul formel et mécanique on, voit que beaucoup des 
relations deviennent plus simples en considérant l'espace Kn_x doué d'une 
•connexion induite que dans Je cas d'une connexion arbitraire 0c

b (pour 
laquelle il n'existe aucun vecteur affinonormal tel que la connexion &a

c
b 

«oit induite par lui). Cet aspect n'est pas important et ne motive pas 
l'importancei delà 'connexion induite? ' 

Mais l'induction métriquew dé1 la géométrie riemanienne n'est 
qu'un cas spécial de l'induction affine.17) Une raison géométrique pour 
-douer l'espace Xn_x de la connexion induite est fournie par lé théorème 
suivant: 

Théorème (3,4). Soit nv le vecteur affinonormal de Vespace .A,^18) 
doué de la connexion induite par ce vecteur nv: S'il existe dans Vespace A^-^ 
une courbe G qui, considérée comme une courbe de Vespace An9 est géodésique 
dans An,

19) alors cette courbe est nécessairement géodésique dans An^. 

Démonstration. Soit la courbe G dans l'espace An-X déterminée par 
les équations^ paramétriques 

' J 8 = 5 ^ ) , a = l , 2 , , . , n - 1 . 

Dans An cette courbe est définie par 

Or nous avons supposé que cette courbe soit géodésique dans An. Il en 
df» 

résulte pour le vecteur tangent. uv = ^—de cette courbe * 

~ • /• —u>+ rZfiuyf* = f(t)u\. 

où f(t) est un scalaire. Mais parce que uv==E?c u
e, ou à*=--~- est le 

vecteur tangent de la courbe G dans -4n_i, on peut donner à la dernière 
équation la forme suivante , ? 

Bl^uc + u^daBl + r:pBlBlu^ = f(t)BM 

17) Je veux discuter ce problème dans un travail prochain, „..-,... ,- :. 
18) Voir la convention I. -'*-"• ' '«• 
*•) Les espaces An_v où cette supposition est vraie, sont bien connus. 
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ou bien 

En multipliant cette relation par l'élément B% on obtient, en raison de 
(2,2), (2,5) et du théorème (2,1) 

- j 

-£u° + rïbu*ub = f(t)u«, 

où r*b est la connexion induite par le vecteur nv. La courbe G est donc 
géodésique dans An^v 

4. La connexion innée et la connexion riemanienne du tenseur 
hab dans X„_i-

Soit d'abord le vecteur tv fixe. Nous avons défini la connexion innée 
par la formule 

nb=h<*(Vdtv)VaB
v
b. (4,1) 

* Le vecteur affinonormal lié à cette connexion, c'est-à-dire 
o hab o 

n ' = -(#_"*—V..9S), (4,2) 
n — 1 

o 

induit en effet, en raison du théorème (3,3), la connexion r°b dans An-i. 
De plus nous pouvons construire la connexion riemanienne tu tenseur hab 

{&} = Wd$aKa + dbhad — 3 A b ) . (4,3) 
Le vecteur affinonormal mv lié à cette connexion est 

hab 

m' = — - y (#{£} - VaB'b). (4,4) 
n —— î 

Le vecteur mv induit dans Xn-X la connexion Ia
c
b, pour laquelle on ob­

tient de (3,2) 

^b=àb + ^^Kb^d({e
c
d}-h). 

Posons, pour abréger le calcul, 
o 

a ) -* a& =-= (abl — -* ab> 
h)M°=ïhT™> w 
°) K=^rïKMTc%. 

Théorème (4,1 ). Le tenseur T*^ défini par (4,5a), satisfait aux équa­
tions J 
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— 2TC[a hb]d = B a bcR*p'y U* (4,6) 
Démonstration. Désignons par le symbole Va le vecteur symbolique 

de la dérivée co variante par rapport a la connexion {%b} (voir (4,3). 
Comme la connexion {%b} est la connexion métrique du tenseur hab, il 
en résulte 

V A , = 0. (4,7) 
o 

La varieté -án_1 étant douée de la connexion innée 1 ^ , on obtient de la 
premiére équation de CODAZZI (2,20), en tenant compte de (2,13), 

BabcR*py>h=—2'vtoA&]C, (4,8^ 
o 

o ú ' V o es^ le vecteur symbolique de la dérivée co variante par rapport k la 
o 

connexion innée r%b. Mais, en raison de (4,7), (4,5a), 
' V A c = dahc -riKc-hha - (&} ~W hdc + 

+ ({d
ca} - ř*a) hbd = T ^ C + SP^AM, 

ďoú 
o 

'V[<A>]c = ^c[a^6]d> 
o 

car lesdeux connexions i^, , {ab} sont symétriques. Le théoréme estálors 
évident. 

Remarque 4. Déterminons le vecteur Eb par les équations suivantes 

Rb^-^Blh^BlBlR^Y
6t^ (4,9) 

Ce vecteur n'est pas nécessairement égal k zéro. Nous allons démontrer 
cet énoncé dans le cas n = 3. 

Pour n = 3 o n a 
Rbh™ = lBfblhach™R^*td = \Bffi£»K"R(*n$U = 

= iB$fl**hWRí ?ftd .= I ^ ^ W M « ^ ) . ; 
II s-ensuit 

I ř^w = iBfzlR^tsifrW* — Wh*). 
D'aprés la supposition [Aab] = AUA22 — 1̂2̂ 21 + 0 on a alors huh22 — 
-r- A12A21 4= 0. On voit sans peine qu'il existe des espaces A2 plongés dans 
Az> pour lesquels Rb =|= Ó. Cest ce qui résulte des formules précédentes. 
La question Vil en est ainsi pour n # 3, reste ouverte. 

Convention II. Nous appehns cas général de Vespace Xn~i dans An 
h cas, oů, 

Rb = - 4 T Bfa**ÉÍBlR$? U * 0. 

IW1 



Théorème (4,2). Dans le cas général les connexions _Pa
c
6 et{ab} ne sont 

*pas identiques. Cet énoncé est valable 'pour chaque choix du vecteur tangent tv. 

Démonstration. D'après la supposition du théorème et d*après là 
Convention précédente Bb -j= 0. Il s'ensuit, en raison de (4,9), BâbcÈàpy h # 
+ 0. Donc 

"21 + 0, 
•ce qui résulte, dans le cas considéré, de là relation (4,6). En tenant compte 
de la définition du tenseur _P0

C
5 (4,5a) on voit que le théorème est vrai pour tv 

fixe. Par la transformation *tv = Ptv le tenseur hab se transforme d'après 
(2,12). On voit immédiatement que le vecteur Bb reste invariant. Le 
résultat précédent est alors valable pour chaque choix du vecteur 
tangent tv, 

Bemarque 5. Dans les considérations précédentes nous avons supposé 
le plus souvent le vecteur infixé. En partant de la transformation Hv = Ptv 

on peut constater que beaucoup d'objects géométriques ne restent pas 
invariants par rapport à cette transformation. Nous étudierons mainte­
nant l'effet de la transformation du vecteur tangent tv sur la connexion 
innée et la connexion riemanienne du tenseur hah. 

Théorème (4,3). En effectuant la transformation % = Ptv, la 
o o 

connexion innée _T̂ & et le vecteur nv lié à cette connexion se transforment 
selon 

9_ <L _ _ ._ * — 3 
drf 

*rc" = Q(nv—B%**Pd)t Q=P-\ (MOb) 

La démonstration se fait par un calcul mécanique. On part des rela­
tions (2,14), (2,15) définissantes f^, °nv. 

Théorème (4,4); En effectuant la transformation % = Ptv, la con­
nexion {ab} (voir (4,3)) et le vecteur mv lié à cette connexion se transforment 
selon 

*_&} = U + K W + àlPa - K^*Pd)y (4,11a) 
,. *mv=Q{mv_^^Blhcapa)9 ( 4 > l l b ) 

La démonstration se fait par un calcul mécanique. 
~ On obtient de la formule (4,11b) un résultat remarquable. 

v Théorème (4,5). Pour X2 dans _4S la direction du vecteur affinonormal 
mv lié à la connexion {ab} est indépendante de la transformation *t¥ = Ptvi 

Démonstration. Pour n = 3 on obtient immédiatement de (4,11b) 

*mv — Qmv. 
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Théorème (4,6). .En effectuant la transformation *t, = Pt„ les vecteurs 
Ma, Na déterminés par (4,5b), (4,5c) se transforment selon 

*Ma=Ma+Pa, (4,12a) 
*Na =Na + Pa, . , (4,12b) 

et leur différence est le vecteur Ra défini par (4,9). 

Démonstration. On obtient, en raison des relations (4,10a), (4,11a), 

•&} - *h=&}- h+uàp*+à%pa+habh°*pd),-
ou bien (voir (4,5a)) 

^ à = Tc
b + WaP* + àc

bPa + Kbh
c*Pd). 

Il résulte immédiatement de la dernière relation 
w4- 1 

*rpb rph i "T * p 
-* al> — -1 at 7r £ ay 

*hab*h<a*T\d = habh**T\d + ±±± Pa. 

En introduisant les symboles Mas Na (voir (4,5b), (4,5c)) on peut ramener 
les relations précédentes à la forme (4,12). 

Pour démontrer le reste du théorème, effectuons aux équations (4,6) 
la multiplication par hac. On obtient 

-?&*%*+Tc%=zy^^ 
Donc, à cause de (4,5b), (4,5c), (4,9), 

Mb — Nb = Rb. (4,13) 

Remarque 6. On peut remarquer que la différence Ma — Na est un 
vecteur invariant par rapport à la transformation *tv = Ptv. D'après 
(4,13) le vecteur Ra est alors indépendant du choix du vecteur tangent tv

20) 
Dans le paragraphe suivant nous emploierons les résultats précédents 

pour la construction du vecteur affinonormal à direction invariante et 
pour la construction de la connexion invariante dans Xn^1 par rapport 
à la transformation du vecteur tangent tv.

21). 

5. La classe des connexions invariantes induites dans At—i*. 

Nous allons maintenant résoudre le problème de la construction 
d'une connexion induite invariante par rapport à la transformation du 
vecteur tangent tv

22) Posons d'abord la question, à quelles conditions doit 
satisfaire le vecteur va dans les équations (2,1), définissantes le vecteur 
aÔinonormal nv, donc dans les équations • ' . * 

20) Voir la démonstration du théorème (4,2). , 
%1) La transformation *t¥ =- Ptj 
11 ) H s'agit de la transformation *tv == Pty. 
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, nvtv= 1, nvS/atv= vay ..w ,-•.!.••' '-y.*»'-
pour que la direction de nv soit invariante.22) Le théorème suivant donne 
la réponse. 

Théorème (5,1). Pour que la direction du vecteur affinonormal nv» 
déterminé par les équations 

nvtv= 1, (5,1a) 
nvVatv = Va," (5,lb> 

soit invariante par rapport à la transformation *tv = PtVi il faut et il 
suffit que le vecteur va se transforme selon 

*va=va+Pa, P0=aolog|P|, (5.2) 
* par rapport à la même transformation. . , . , , . -

Démonstration. Supposons d'abord que la direction du vecteur 
affinonormal nv soit invariante,22) c'est-à-dire, 

*nv = Qnv. (5,3) 

En raison de la transformation considérée 

' Va*tv=VaPtv=tydaP+P\7(itv 

et alors, à cause de (5,3), (5,1), 

' *va = *nvVa*tv = Qnv(tvàaP + Pyatv) = va+ Pa,. ... : . . < 

Soit maintenant le vecteur va tel que la transformation *tv = Ptv le 
transforme en 

*va = va + Pa; 
En tenant compte de cette relation et de (1,10) on obtient de l'équation 

7 *nvVa%= *va, / 
, Q(nv + sv)(tvdJp+.PVatv) = va+Pai 

ou bien*(car svtv= 0) 
' < • " Pa+va + svVatv=va+Pa, ' 

d'où 
[ svvatv = o: 

Parce gue le vecteur»«^satisfaijb aussi à J'équatj^Qn s%..= 0 et„parce ^que 
le déterminant [V^v, V2^> • • •> Vn--A > W\ 4= 0 (voir le théorème (1,1)), il en 
résulte sv = 0. 

Donc - - ' ; • - • « • ; -
.-.. • • -.-, • v . .. ^ *nV _ Q^,, ; -, .-.-•;. ...-• ;•• •• 

Théorème (5,2). A^OIÏ ft" tm vecteur affinonormal à direction invarian­
te. La connexion induite par ce vecteur est indépendante du choix du.vecteur 
tangent tv

2z.) > , : • . . • • , 

a8) C'est-à-dire, invariante par rapport à la .transformation %,--= Ptp. 
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Démonstration./Soit, d'après la supposition du théorème, le vecteur 
affinonormal nv tel qu'il se transforme selon 

*nv = Qnv, Q = P~K 

La connexion induite par ce vecteur est, en raison de (2,7), (2,14), 

rù = A + habh°«vd, 
où 

vd= nvydtv. 

Par la transformation *tv = Ptv.\es objets r^b,.hab, hab, vd deviennent 
{voir (4,10a), (2,12) et le théorème (5,1)) ^ ; % , 

*h = r&-K*hc*P«, *hab = Phab, *h«» = Qh«\ " 
• *va =va + Pa; 

-donc 

*rzb = *fyb + *hab*h°«*vd = rav 
Remarque 7. Il est maintenant facile de construire un vecteur affino­

normal nv à direction invariante et la connexion invariante par. rapport 
à la transformation du vecteur tangent. Il suffit pour cela de connaître 
dans Kn_i un vecteur va qui, en raison de la transformation *tv = Ptv, se 
transforme selon (5,2). Mais nous avons déjà construit des vecteurs 
ayant cette propriété. Ce sont les vecteurs MG, Na déterminés au para­
graphe précédent par (4,5b), (4,5c). Nous allons employer d'abord le 
vecteur Ma: 

Théorème (5,3). Les éléments • r-

A£b=h + habh**Md, (5,3) 
o 

où Md est déterminé par (4,5b), sont des composantes de la connexion inva­
riante22) dans .An_i. Le vecteur affinonormal nv lié à la connexion A£b 

induit cette connexion et satisfait aux équations suivantes: 

n%= 1, nvVatv=Ma. 
o o . 

La direction du vecteur nv est indépendante du choix du vecteur tangent tp. 

Démonstration. I t est clair, en raison du théorème (3,3), que les élé­
ments A%b sont des composantes d'une certaine connexion en Xn^lf pour 

o 

laquelle existe un certain vecteur nv qui la induit. Ce vecteur affinonormal 
o . - •; . . . . . - • 

nv est le vecteur lié à cette connexion (voir la démonstration de la sùffi-
o f 

sânce de la Condition du théorème (3,3)), alors 
. ;• , . . . . , - - . . . , . . • --. , • ' ; . ; . ? 

» ' = -: riBU^-VaBl): - ' " - " (5,5) 
o n — ï o 

De la relation (5,5) on obtient facilement les équàtiôriâ1(^4)/Lé vecteur 
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J f a se transformant selon (4,12a) on peut appliquer les théorèmes (5,1) 
et (5,2). Le théorème est ainsi démontré. 

Remarque 8. Dans le cas général on peut obtenir une autre connexion 
invariante induite à l'aide du vecteur Na défini par (4,5b). Par le procédé 
analogue au précédent on parvient à la connexion invariante 

Ac
b=h + K^Nd. (5,3* 

î 

Mais on peut de même construire une certaine classe des connexions in­
variantes dont les connexions (5,3), (5,3*) ne sont que des cas spéciaux. 

Théorème (5,4). Soit Rb le vecteur déterminé par (4,9) et k — k(rja) 
un scalaire arbitraire dans Kn^i et invariant par rapport à la transformation 
*tv = Ptv. La connexion invariante 

Ash = A£b-khabh**Rd (5,6) 
k o 

est la connexion induite par le vecteur affinonormal nv satisfaisant aux 
k 

relations 
nv == nv — kRv, (5,7) 
k ° 

R» = -^Rtll^h^R^Y
ôtô = Bv

dh™Rb. (5,7a) 
n -f- 1 

La direction du vecteur nv est indépendante du choix du vecteur tan-
k 

genttv. 
Démonstration. Il est bien clair que les A£h sont des composantes 

k 
d'une connexion dans Kn-i. Cette connexion est invariante, à cause des 
formules (2,12) et du théorème (5,3). En tenant compte de (5,3) on peut 
mettre la connexion AL sous la forme 

* 
4& = h + K,hcd(Md - kRd). 
k 

Le vecteur affinonormal lié à la connexion A£h, c'est-à-dire le vecteur 
k 

, lab . . . . . . . . 

n ' = Y (BlA£b - v«B»), (5,8) 
k n — A k 

a là direction invariante24) et induit la connexion A£b dans An-V C'est 

une conséquence du théorème (3,3). On obtient immédiatement de la 
formule (5,8) la relation (5,7) en substituant dans (5,8) les éléments A%, 
l|u côté droit de (5fi). * 

, 4 ) Car A£b ©st invariante. 
• ' ; * • • • ' . . * 

188 



Définition 7. Nous appellerons toutes lès connexions deVespace Kn_i 
aux composantes (5,6), oùk = k(rja) est un scalaire arbitraire et indépendant 
du choix du vecteur tangent £v,

25) la classe des connexions invariantes induites 
dans Kn~i. 

Remarque 9. On constate facilement que les connexions A^Ae
ab 

° i 
appartiennent à la classe des connexions invariantes induites pour le 
choix k = 0, k = 1. Il est évident que dans le cas général (c'est, à cause 
de la convention II , le cas où Rh 4= 0) la classe considérée renferme une 
infinité de connexions invariantes. Dans le cas Rb = 0 les formules (5,6) 
déterminent une seule connexion,Ac

ah (p. ex. dans l'espace affinoeueli-
d ienK J . 

Définition 8. La connexion AL, déterminée par (5,3), est dite la con-

nexion principale de la classe des connexions invariantes induites^ Le 
vecteur affinonormal nv lié à cette connexion et induisant cette connexion dans 

o 

An„x est dit le vecteur affinonormal principal. 
Théorème (5,5). La connexion principale A%h et la connexion inva-

o 

riante26) introduite par V. HLAVATY27) 

^ + ^+~ïK*hcdirvV,fc où $ = [hab], (5,9) 

sont identiques. 
Démonstration. Par un calcul mécanique on vérifie la relation 

{S»} — hi> = i*"C VA* + ' v bhad — ' v A*), 
° 

où Va^st k vecteur symbolique de la dérivée coyariante appartenante 
o 

à la connexion innée J ^ . On obtient de la dernière relation et de (4,5a), 

<4 '5 b ) 2 2 o i . 
MaisM) ^ v ^ - . ^ - 1 ^ , 
où \) est le déterminant du tenseur hah. 

Donc mte 1 
Jf. n + 

Le reste de la démonstration est évident. 

y*-1 '?.*. 

25) P. ex. des constantes. 
26 ) Le mot „invariant" signifie dans nos considérations toujours „invariant 

par rapport à la transformation *U — P£v". 
27 ) Voir V. HLAVAT^: Zur Konformgeometrie, Koninklijke Akademie Amster­

dam, 1935, p. 741 (4), l'équation (3,3), 
28) Voir SCHOTJTEN-STEUIK: Einführung in die neueren Methoden der Diffe­

rentialgeometrie I, p. 82 (7,1 Iß). Groningen-Batavia 1935. 
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6. La classe des connexions de Weyl dans X„_|. 

A l'aide du vecteur Ma, déterminé par (4,5b), on peut construire une 
autre connexion intrinsèque dans Xn_x et invariante par rapport à la 
transformation du vecteur tangent tv. C'est la connexion de WEYL. 

Théorème (6,1). Les éléments Wa% définis par 

Va*» = U> - * 'W*+ àc
hMa - habh

cdMa) (6,1) 
o 

•sont des composantes d'une connexion de WEYL dans Xn_1 (indépendante du 
choix du vecteur tangent tv). 

Démonstration. En partant des relations (4,11a), (4,12a) on constate 
facilement que *Wa% = }Fa%, c'est-à-dire, la connexion (6,1) ne dépend 

o o . 

pas de la transformation Hv = Ptv. Il résulte de la transformation (4,12) 
du vecteur Ma que la connexion (6,1) est une connexion de WEYL. 

Théorème (6,2). Soit Rb le vecteur déterminé par (4,9) et l = l(rja) 
un scalaire arbitraire invariant.2*) La connexion 

Ya% = ¥& + i(Ô°a^ + àC
bRa ~ KJ**kj ' (6,2) 

l ° 
• est une connexion invariante2*) dans Xn_x. Le vecteur affinonormal mv 

• i 
ié à cette connexion est à direction invariante et peut être ramené à la forme 

mv = m V - Z ~ n R"> (6,3)-
/ o Z(n — 1) 

où mv est le vecteur affinonormal lié à la connexion Wa% (voir (6,1)) et Rv est 
o o 

déterminé, par (5,7a). 
Démonstration. On sait que les. objets Wa%, l, Ra sont invariants. Il en 

o 

résulte que les éléments (6,2) sont de même invariants. Ces éléments sont 
des composantes d'une connexion dans Xn_lf car Wa% est une connexion 

o 

et \l(àc
aRb-\- ôlRa — habh

cdRd) est un tenseur dans Xn_x. On obtient 
pour le vecteur affinonormal mv lié à la connexion (6,2), à cause de la 

i 
définition^ et des relations (1,12), (4,9), 

Ji ab Jjab 

m" = ------- (B'^b-VaB>h) = J L - - (BlVa\- V-8S) + 
i n — 1 / n — l o 

+ 2{n
l—iy P"cha"(ÔC*B<> + ÔÏR« - h^Rt) = 

H—3 n----3 
= mV — ir, TzBvJicdRd^mv—~rr-—tr Rv-

. . o <2(n}— 1 ) . . c o 2 ( ^ — 1) < • . . 

I l eât clair que le vecteur mv est à direction invariante, car il s'agit d'uiï 

vecteur affinonormal lie à une connexion invariante: 



Remarque 10. En posant l = 0 on obtient de (6,3) la connexion W£b 
o 

définie dans le théorěme (6,1). 
Définition 9. Nous appellerons toutes les connexions de Vespace Xn„x 

aux composantes (6,2), oúl= l(rja) est un scalaire arbitraire et invariant,26) 
la classe des connexions de WEYL dans Xn_1. 

Théorěme (6,3)• Dans Vespace affin a trois dimensions Azilexiste 
un seul vecteur affinonormal a direction invariante de Vespace X% lié aux 
connexions de WEYL dans X2. Cest le vecteur**) 

. m» = * * • » ( % } - v . s;). 
Démonstration. Pour n = 3 on obtient de (6,3) mv = mv pour chaque 

i o 
scalaire l. On trouve pour le vecteur mv, en raison de (6,1), (1,12), (4,4) et 

o ' 
dans le cas n = 3, 

m* = \h-\B^Foh _ V a B j ; ) = lh<*(Bl{&} - Vaflí) -
— WÍM\+dlMa — ha^Ma)K**BZ=m>>. 

Théorěme (6,4). Soit W^.une connexion™) appartenante a la classe 
i 

des connexions de WEYL dans Xn_1 et soit mv le vecteur affinonormal lié 
__ i 

á cette connexion. La connexion Aab induite dans Xn^x par le vecteur mv 

i i 
appartient ensuite a la classe des connexions invariantes induites (5,6) dans 
Xn-i. cela veut dire 

7ab" V* ' " " " 2(7i — i) 
Démonstration. Pour le vecteur affinonormal lié mv ón a, á cause de la 

définition, l 

lab 
i n— i i 

Ce vecteur affinonormal induit dans Xn_i une certaine connexion 4 ^ . 
On obtient pour cette connexion, ďaprěs le théorěme (3,2), l 

á£b = r°b+-s—iK1>h°*(y?d-h)-
i :... n — l i • . . . , . 

En tenant compte des équations (6,2), (6,1); (4,5), (4,13) on obtient pař 
nn calcul un peu loíig ' 

1« A" ^+!+- (» —3)Z 

•4> = A*,-k.= "^ZK „ ' •• . (M) 

29) Voir le théorěme (4,5). 
80) Z designe un scalaire fixe. 
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Donc la connexion A£b est1 contenue dans la classe dès connexions in-
i 

variantes (5,6) pour le choix 

_ n-f- 1 + (n — 3)1 
- 2(n — 1) 

Théorème (6,5). JSoit w=}= 3. La classe des vecteurs uffinonormaux liés 
aux connexions de la classe des connexions de WEYL (6,2) et la classe des 
vecteurs affinonormaux liés aux connexions de la classe des connexions inva­
riantes induites (5,6) sont identiques. 

Démonstration. Soit Va% une connexion arbitraire de la classe (6,2). 

Le vecteur affinonormal mv lié à cette connexion induit, en raison du 
i 

théorème précédent, dans X n _ t la connexion Ae
b9 où 

» + l + ( * - 3 ) t 
. 2 ( n - l ) ' ( , ) 

qui appartient à la classe des connexions invariantes induites (5,6). Mais 
le vecteur nv, satisfaisant à la relation (5,7) (k est déterminé par (6,5)), 

c'est-à-dire le vecteur31) 
hab 

n»=~ r^Uà-Va^), 
k n — 1 * 

induit de même la connexion A%b.. Parce que les deux vecteurs m", nv 

k l k 

induisent dans Xn^t la même connexion A£b, il suit de la formule de 
GAUSS(2,6) * '. 

A;bBe
t=habm

v+ S/aBl> 
k l 

AtbBc'==habn
v + VaB>bt 

k k 

d'où hab(m
v — nv) = 0. 

i k _ 

Il s'ensuit (comme hab est du rang n — 1) 
mv = nv

9 
l +k ' 

où k est déterminé par (6,5). Donc, à chaque scalaire l appartient un 
.. seul Scalaire A; et réciproquement (car n =# 3): Il résulte alors des consi­

dérations précédentes que chaque vecteur affinonormal mv lié à la con-
i 

• nexion ÎP^ de la classe des connexions de WEYL est égal à un vecteur 
affinonormal bien déterminé de la classe (5,7) et réciproquement. 

n) Donc le vecteur affinonormal lié à la connexion Aab. 

m 



Remarque 11. Le cas n = & est en ce sens exceptionnel. Il existe, en 
raison du théorème (6,3), un seul vecteur affinonormal commun, lié aux 
connexions de la classe de WEYL. La relation (6,5) donne dans ce cas 
h = 1. Le vecteur mv, déterminé par (4,4), est alors égal au vecteur nv de 

1 
la classe des vecteurs (5,7); le vecteur nv est le vecteur affinonormal lié 

^ 1 . 
à la connexion A^b, déterminée par (5,3*). Les considérations récipro-

î • • • * 

ques, dont nous avons parlé plus haut, n'ont pas lieu ici. 

Théorème (6,6). La classe des connexions de WEYL (6,2) et la classe 
des connexions invariantes induites (5,6) ne sont pas identiques dans le 
cas général32). 

Démonstration. Pour démontrer le théorème il suffit de montrer que 
dans la classe des connexions de WEYL (6,2) il existe au moins une conne­
xion qui n'est pas identique avec aucune de la classe des con­
nexions invariantes induites (5,6). Prenons par exemple la connexion Y°b; 

î 
c'est la connexion de la classe (6,2) pour le choix l = 1. Supposons qu'il 
existe dans la classe des connexions invariantes induites (5,6) une cer­
taine connexion A£b égale à la connexion Wa

c
b. Supposons alors 

m 1 

1 m 

Le vecteur affinonormal mv, lié à la connexion Wa%9 est, à cause du théo-
î î 

rème (6,5), égal au vecteur nv
9 lié à la connexion A£b (car la formule (6,5) 

î î 
nous donne dans ce cas k = 1). Alors mv = nv^ Mais le vecteur nv induit 

, i l i 
dans Xnjl9 en raison du théorème (5,4), la qonnexion A%b. La formule de 

î 
GAUSS nous donne, en raison de la supposition et du théorème (5,4), 

A2bB
v
e=VaB

v
b+habm

v 

m 1 
- , ' A^^VoBl + hrtm», 

î î 

d'où Bl(AZb— AZb) = 0. 
m l ' 

Il s'ensuit A£b = A*b. 
TOI 

Il en résulte: si la supposition (a) était valable, cela entraînerait nécessai­
rement m = 1. Il suffit donc d'étudier la différence 

^ ^ A V - " ^ - (P) 

**) Voir convention II. 

203 



On obtient pouf cette différence, en tenant compte de (5,6), (6,2), 
<5,3), (6,1), (4,5a), (4,13), 

<% = Aab - V°ab - Uô°aR» + àlRa + habh°*Ra) = h — iaù-
1 o o 

- mWt, - Mh) + èl(Ra - Ma) + habh°«(Ra — Md)] = 
= - Tab + \(àaNb + ô°bNa + haih°*Nd). 

On vérifie maintenant facilement la relation 

A cause des équations (4,6) on peut écrire la dernière relation comme suit 

2Gd
dahbU = Bx

a^RxyY%. (y) 

Or le tenseur BabcRâyy%
 es* e n général différent de zéro et donc, dans le 

cas général, 

1 

ce qui entraîne, d'après ((3), 
Ac ±UJc. 

c'est ce qu'il fallait démontrer. 
Remarque 12. Nous avons pris, pour démontrer le théorème précé­

dent, la connexion Wc
b. Mais on peut partir d'une connexion arbitraire 

' • 1 
Wc

b de la classe de WEYL. Le calcul montre que, si la connexion Wc
b était 

égale à quelque connexion Ac
ab de la classe des connexions invariantes 

induites, elle devrait nécessairement coincider avec la connexion Ac
ab, 

• . . . ' k 

où fc== i •' -̂ ar un procédé analogue au précédent on 
-w(?l — 1 ) 

obtiendrait pour la différence Q%b = Ac
b — Wc

b: 
l k i 

' -OSA],, = B±B^% - *L±± (i _ i) Blahb]c. 
I n —— A 

Pour 1 = 1 on obtient la relation (y). " 
A la fin de ce paragraphe nous résumons brièvement les résultats 

ici obtenus: 
Sous les suppositions données it existe, eri général, deux classes des 

connexions invariantes pour Vespace Xn-.i dans An. Ce sont: 
I. la classe des connexionsjnvariantes induites (5,6), 

/ / . la classe des connexions de Weyl (6,2). 
Ces deux classes ne sont pas nécessairement identiques. Les veàteurs 
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<xffinonormaux liés aux connexions de la classe I sont à direction invariante 
-et induisent des connexions invariantes de la même classç^ Les vectçurs affi-
Ttonormaux liés aux connexions de la classe II sont de la classe des vecteurs 
affinonormaux liés à la classe des Connexions I. 

7. La connexion équivoluminaire dans _4n. 

Supposons que le t ransport (la connexion) dans Ani déterminé par 

les fonctions rj^($a), soit équivoluminaire, c'est-à-dire, 

V«p = R $? = 0.33) (7,1) 

T h é o r è m e (7,1). Soit la connexion dans An équivoluminaire. Le vec­
teur Ma déterminé par (4,5b) est ensuite un vecteur gradient. 

Démonstration. On obtient de (4,5b) 

" 2 ° 
d[bMa] = , (3[b{alc}— 8[&-Ta]c). 

n —|—• J. . 
Pa r ce que {a

c
&} est la connexion riemanienne du tenseur habf il s'ensuit34) 

d[b{a]c} = 0. 

E n tenant compte du théorème (2,8) on déduit 

2d[bra
c]c ='Vba=0; 

•alors d[hMay= 0. 

I l est évident que ce résultat a lieu pour chaque choix du vecteur tan-
.genU„. t -

Remarque 13. L e vecteur Ma é tant le vecteur gradient on peut con­
struire le scalaire * 

[\°] > -S Mbdnb 

p = e1^ , (7,2) 

«où [rjî] est un point fixe de Vespace X n _ i (dans le domaine considéré). 

T h é o r è m e (7,2). Le scalaire p, déterminé par (7,2), se transforme par 
la transformation *tv = Ptv comme il suit 

*p = cpQ, "où c = const. -# 0, Q = p - 1 . * (7,3) 

Démonstration. D'après (4,12a) 

h°l ifl' 
M.dtP 

P 
«ù P 0 = P(^«) * 0. 

- / *MbdrJ
b - l o g l P | 4 - l o g | P 0 | - / Mbdrih 

>.= e^ „,.. . , . . « » • ^p=P0Qp, 

88) Voir p . ex. J. A. SCHOUTBN: Der Ricci-Kalkul, p . 90. Berlin 192f4. 
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Posons encore P0 = c et le théorème est démontré. 

Théorème (7,3). Le vecteur ux défini par l'équation 

ux = ptx, (7,4) 

ou tx est un vecteur tangent arbitraire et pest le scalaire déterminé par (7,3),. 
satisfait aux équations 

Bx
aux=0. (7,5) 

Ce vecteur ux se transforme, en raison de la transformation % = PtVy 

selon 
*ux =?= eux, c = const: 4= 0. (7,6) 

Démonstration. La relation est, à cause de la définition (7,4) et de 
(1,4), évidente. La relation (7,6) est une conséquence de (7,4), (7,3). 

Définition 10. Le vecteur uVi déterminé par (7,4), sera dit le vecteur 
tangent normalisé. 

Remarque 14. Le vecteur ux est donc déterminé à un facteur multi­
plicatif constant c =# 0 près. A l'aide de ce vecteur on peut définir le ten­
seur 

ga> = iïV*Ua. (7,7) 
On constate, en raison de (7,4), (7,7), (1,4), que ^ 

9ab = PKb- (7,8) 
Par la transformation du vecteur tangent le tenseur gab devient 

*9ab = cQaby c = const. + 0. (7,9) 
Le rang du tenseur gab est n — 1, car le rang du tenseur hab est n — 1 
(d'après la supposition I) et le scalaire p est différent de zéro. On peut 
donc construire le tenseur gad qui satisfait aux équations 

9acgcb=ô°, (7,10) 
gab = p-l^a*. (7>11) 

Ces résultats nous amènent au théorème suivant: 
Théorème (7,4). Soit la connexion dans A néquivoluminaire. La con­

nexion de Vespace Xn_x aux composantes 

h = 9caNaUx)S7aBl
0 (7,12) 

M 

est indépendante du choix du vecteur tangent tv. Elle est égale à la connexion 
A°b, déterminée par (5,3). Le vecteur nv ainsi défini 
o u 

n" = zr—i(B'h-VaBl) (7,13a) 

•*) SCHOtJTBN-STEUIK: Einführung in die neueren Methoden der Differential­
geometrie I /p . 144 (11,25b). GroningenT^ 
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-satisfait aux équations 
nvuv = 1 , nvS/auv = 0 (7,lâb) 
u u 

et sa direction est invariante par rapport à la transformation *tv = Ptv. 

Démonstration. On obtient de (7,12), (7,11), (7,4), (2,14), (1,11) 

h = p-WiViPtr) VaBl =hC*{-7dtv) \7a&h + ' 
u + u^fy) h**p-iddp = ra%—habh**pd, 

où pd = dd Igp. Mais, d'après la définition (7,2), 

Vd = -Ma (7,14) 
e t donc (voir (5,3)) 

h = r)b + K^Ma = À;b. . . 
tt ° 

La première affirmation du théorème est démontrée, car la connexion 
A£b est invariante. En tenant compte du résultat précédent et de (7,11), 

o 

(5,5) on obtient de (7,13a): 

hab 

u •• n <— i o . ( , . - o 

Il s'ensuit, en raison de (7,4), (5,4), (7,14), 
nvuv = p~xnvptv = 1, 
u o 

nv\/auv = p-xnv\7a(Vtv) = P"ldap + nv\7atv =Ma — Ma=Q. 
u o o 

Remarque 15. ~P&T un procédé analogue au précédent on peut dé­
montrer que la connexion 

(aCJ ' = i9ed(da9>a- + d*9a* — ^ah) (7,15) 
u 

est invariante et égale à la connexion Wa\ déterminée par (6,1). On peut 
o 

dire brièvement que la connexion Wa\ se réduit, pour le cas de la con-
O . 

nexion équivoluminaire dans An> à la connexion riemanienne {a
cJ. On 

:. . . . . . . . . . . . • ; tt -
peut aussi construire le vecteur mv d'après 

tt 

m ^ X ^ ^ U Î - V ^ ) (7,16) 
U n — * À U 

qui est à direction invariante et qui satisfait à l'équation 

mvuv = 1. 

**) n» est alors à direction invariante à cause du théorème (5,3). 
• tt • ' • • - . .. - . ; -,...,..' 
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On vérifie facilement que 
mv = p"1mv

i (7,17> 
U 

où mv est le vecteur affinonormal lié à la connexion ï ^ . . ..'•.,.• 
o o 

Définition 11. Le vecteur nv
9 déterminé par (7,13a), sera dii le vecteur 

u 
affinonormal principal normalisé?*) 

Théorème (7,5). Le vecteur affinonormal principal normalisé nv est 
u 

égal au vecteur affinonormal déduit parJ. À. SCHOUTENZ1) (au cas de la con­
nexion équivoluminaire dans An). 

Démonstration. En tenant compte du théorème (6,5) et de la démon-
stration de ce théorème on déduit la relation 

nr==m»-] '-T'hrthwBfo'tô, • . -(7,18) 
o p n.— .1 

où hv& = IFBPh** et nv(mv) est le vecteur affinonormal lié à la corme-
a o o • • • • - • • , 

xion A&ÇP^) déterminée par (5,3) ((6,1)). En multipliant la relation 
o o 

(7,18) par p"1 (p est déterminé par (7,2)) on peut écrire cette relation, 
à cause de (7,4), (7,13a), (7,17), (7,16), 

nv = mv + ^r-T ^çrBXifuô = ~ r ({a
cJ B\ - Va^6) + 

u u ri — i n — i u 

+ — T r V ^ ' v V où g* = BaBig'\ 
. -•• . n —- 1 . . 

Posons 

Donc 

» " = 

Pab'=ЧaЩ-ҖШ-
U 

-y gtthPAr + —-j flťV^^V 

Cette .dernière relation est la définition du vecteur affinonormal de 
J. A. SCHOUTEN37) dans le cas de la connexion équivoluminaire dans An. 

Remarque 16. On peut regarder la relation (7,4) comme une certaine 
transformation du vecteur tangent tv. Il en résulte que beaucoup de re­
lations précédentes (p. ex. la formule de GAUSS, les équations de GAUSS 
et de CODAZZI) sont valables en écrivant ux au lieu de fo, gab

 a u lieu de hah 
e. t . c . 

8«) Voir.la définition 8. 
87) J. A. SCHOUTEN: Der Ricci-Kalktil, p . 145 (109a). Berlin 1924. 



Normála a konexe pro nadplochu v prostoru afinním. 
(Obsah předešlého článku.) 

V afinním prostoru An o souřadnicích | a (a = 1, 2, ..., n) s danou 
konexí r^ = FA^(la) je definována nadplocha X n _i parametrickými 
rovnicemi £a = Ía(rja) (a = 1, 2, . . . , n — 1). Autor se zabývá v tomta 
článku otázkou konstrukce normály pro tuto nadplochu a podává řešení 
za předpokladu, že hodnost tensoru hab1 definovaného rovnicemi (1,11), 
jest n — 1. Zároveň s touto otázkou je diskutována otázka konexe indu­
kované touto normálou (problém afinní indukce). Za uvedeného před­
pokladu je možno sestrojit dvě třídy konexí v Kn_i invariantních vůči 
transformaci *tv = Ptv, kde tv je tečný vektor nadplochy X n_i, P =t= O 
skalár v Kn_i, tedy konexí nezávislých na volbě faktoru tečného vek­
toru. Jsou to třídy konexí definovaných rovnicemi (5,6), (6,2). Definice 
těchto invariantních konexí vede k definici normál invariantního směru 
pro nadplochu Kn_i, tedy normál, jichž směr je nezávislý na transfor­
maci *tv = Ptv. 
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