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CLANKY A REFERATY

O existenci nekonvexnich mnohouthelnikua
predepsané¢ho druhu.

Josef Brejcha, Brno.

Ve stfedoskolské geometrii vénuje se pozornost mnohotihel-
nikiim,?) jejichz v8echny vnitini uhly jsou duté (mensi nez 2R).
Takovéte mnohothelniky nazyvdme konvexnimi. Celkem opomi-
jeny jsou mnohothelniky, u nichZz nékteré vmitini thly jsou vy-
puklé (vétsf nez 2R), jez nazyvime nekonvexnimi. .

Budiz dan néjaky n-thelnik o vrcholech 4,, 4,, 4,, ..., 4,, kde
n 2> 3 je piirozené éfslo. Prifadme kazdému z téchto vrcholé symbol
0 nebo 1 podle toho, zda k vrcholu piislusny vnitini Ghel x je duty
nebo vypukly. Tim pro kazdy =-thelnik dostaneme =-tlennou
posloupnost &, &, &, ..., &, sklddajici se vesmés ze symbola
0, 1, coz znadf, Ze pro kaidy index 7 (1 < ¢ < n) je budto ¢ = 0
nebo g = 1. Snadno lze v3ak nahlédnouti, Ze v kazdém n-thelnfku
musf existovati nejméné 3 duté ahly, a tudiz v kazdé posloupnosti
£, €9, -, &, . Plifazené pravé popsanym zplhsobem - néjakému
n-thelnifku, musi existovati nejméné 3 indexy ¢, pro néz & = 0.2)

1) Definici mnohothelnika viz Cech: Geometrie pro 4. ttidu m&stanskych
a stiednich 8kol, J CMF, Praha 1946; str. 8.

%) Ctenéfi bude snad pifjemno, naznadime-li dikaz tohoto tvrzenf.
Jeden dukez plyne z této véty: Soulet vSech vnitinich dhli v n-dhelniku
je roven (n— 2) 2R (dtikaz viz K. Reinhardt, Uber die Zerlegung der
Ebene in Polygone (disertace, Frankfurt a. M. (1918), R. Noske, Borna-
Lipsko, str. 34 a 35; pro konvexni mnohotuhelniky je dikaz oviem snadny). -
Podet uihli vétsich neZ 2R je tedy mensi neZ n — 2, podet dutych thlu je tedy
v&tsi neZ 2, tedy aspoii 3. Jiny dikaz: BudiZ IR mnohovhehik. P¥mku p
nazvu na okamZik 7T'-pifmkou, mé-li tyto dv¥ vlastnosti: 1. obsahuje aspori
jeden bod z IM; 2. vlechny vnitini body mnohothelnfka 9N lezf po téZe
stran® pfimky p. Je zfejmo: Ka¥dé 7T-piimka obsahuje aspori jeden vrchol
z M; obsahuje-li T'-piimka aspoii dva body z 9N, obsahuje téZ aspori dva

. vrcholy z 9R; le¥i-li vrchol na 7'-pfimce, je ‘'vnitin{ thel u n&ho duty. Zvolme
nynf libovolnou pifmku p, je! neprotind N; posouvejme ji rovnob&iné
tak dlouho, a% z ni vznikne T-piimka p’. Obsahuje-li p’ jen jeden bod V
z- M, otddejme ji okolo V tak dlouho, a%? dostaneme 7'-pfimku p”, obsahu-
jici aspoii dva body z I a tedy také aspoii dva vrcholy 4, B. Snadno vidime, .
Ze existuje jestd jedna T'-pfimka g rovnobd¥né s p” (cely vnitfek I leZi
mezi p”, q); na g le¥{ aspoil jeden vrchol C. Uhly pti 4, B, C jsou pak duté.”
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Z piedeslého je patrno dale, ze kazdy konvexni n-tihelnik
je charakterisovan n-élennou posloupnostf, sklddajici se ze samych
nul (t. j. pro kazdy index ¢ je & = 0). Naproti tomu n-dlenna
posloupnost, v niz aspon jeden ¢len je 1, charakterisuje n-thelnik
nekonyexni (existuje aspoii jeden index ¢, pro néjz je &, = 1)..

Je dale ziejmo, Ze je-li danému n-Ghelniku jiz pFifazena uréita
posloupnost &, &, ..., &, pak témuZ n-thelnfku p¥isludi celkem
n posloupnosti, které z dané e, ¢,, ..., & vzniknou cyklickou per-
mutaci. Takovéto posloupnosti budeme poklidati za totozné.

V seminafi elementarni geometrie pfi pedagogické fakulté
Masarykovy university v Brné poloZil prof. Dr. Karel Koutsky
otazku, zda k dané n-Clenné posloupnosti e, B2 +ves En (n > 3)
symbolu 0, 1 extstuje vidy prisludny n-ihelnik.

Tato prace poddva positivaf odpoved na danou otdzku;
nalezl jsem konstrukei, platnou obecné pro libovolnou posloupnost
téchto symboli.

Dtkaz: Necht n > 3 a necht €1 €9, +-; En J€ n-Clenng posloup-
nost symbola 0, 1. KdyZ za prvé je & = 82 = ... =g, = 0, pak
podle predeslého jde o konvexni mnohothelnik, ]ehoi existence je
vzdy zaruéena (viz pravidelné n-tthelniky).

Necht tedy za druhé je aspori jeden ¢len & = 1. Pak béii
o nekonvexni n-thelniky. Zfejmé musf v tomto piipadé byt n > 4.
Jezto posloupnost ¢y, &, ..., &n 1ze cyklicky permutovati, lze bez
omezen{ vieobecnosti pfedpokladati ¢, = 1. Rozdélme nyni nasi
posloupnost ¢,, &,, ..., &, na ¢ neprazdnych?®) skupin S, 8§, ... S; tak,
aby skupiny S; s lichymi indexy obsahovaly vesmés pouze symboly
1, kdezto skupiny 8; se sudymi indexy pouze symboly 0. Jezto ale
aspoli tii ze symbolii ¢ se musi podle piededlého rovnati 0, jisté
existuje asponi jedna skupina S; se sudym indexem j. Cyklickou
permutaci lze dociliti toho, aby poslednf skupina §; obsahovala
samé 0. Vzhledem k tomu lze o ¢isle f udiniti tyto dva predpoklady
1.t 22, 2. t je sudé. Existuje tedy celé &éfslo k > 1 takové, Ze
t = 2k.

Budiz nyni I pocet téch skupln S; se sudymi indexy j, které
" obsahuji pravé jeden symbol ¢; zfejmé je vidy v téchto skupindch
¢ = 0. Tudfz potet skupin S; se sudymi indexy j, které obsahuji
vic neZ jeden ¢len, je roven éislu k —1 a potet skupin §; s lichymi
indexy j je roven ¢islu k.

Jisté jest 0 < 1 < &, takze také 2k —1 > 0.

- A) Kdyz 2k —1 > 3, je pak konstrukce Z4daného mnoho-

uhelnika tato:
: Volme v roving libovolnou krusnici € o stiedu O a sestrojme

£ 7.3) To zna®f, %e ka¥dé takova skupina obsahuje a,spoﬁ Jeden prvek
(symbol €).

.
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pravidelny (2k — 1)-Gthelnik do této kruznice vepsany. Jeho vrcholy

oznalme v pfirozeném poiradku M,, M,, ..., Ma.;. Spojme kazdy bod:
M, (=12, ..., 2k—l) s bodem O a sestrojme celkem 2k —1
kruznic ki (¢ = 1,2, ..., 2k —1) tak, aby kruZnice k; se dotyka,la,

primky OM ;v bods M a prochazela bodem M (pfitom Mo 441 =
= M,). Body M,, M,, ..., Mo;_;rozdéluji kazdou zkruznic k;na dva
-oblouky, z nich? ten, ktery lez{ uvnit# zakladnf kruZnice C; nazveme
vnitinim, ten, ktery lezf vng O, nazveme obloukem vne]éim Kazdé
skuping S; s hchym indexem j piifadime nynf jeden z vnit¥nich
oblouk krunice k;, kdezto kazdé skupiné S; se sudym indexem j
pfifadime bud néktery z bodd M; (z: = 1,2, ..., 2k —1), anebo
ngktery z vnéjsich obloukt kruznjc k; podle toho, zda tato skupina

/
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8;se skladé pouze z jednoho &lenu &, nebo zda se sklad4 z vice ne#
jednoho é&lenu. Toto pfifazeni definujeme indukef:

Skupiné §; pfitadme vnitfni oblouk M,M, kruZnice k.
Nechtf je » > 1 piirozené &islo a predpoklddejme, Ze jsme pro sku-
piny 8,,S,, ..., 8, jiz provedli ono pfifazeni obloukit kruZnic k;
a hodt M ;. Poslednf z bodt M;, k némuz jsme takto dosli, budiz M.
Je-li nyni r éislo liché, tedy r - 1 je sudé, pak skupiné S,4, pfitadme

bud bod M, nebo vn&jif oblouk M,M,,; kruznice k, podle toho,
zda tato skupina obsahuje pouze jediny ¢&len, nebo zda obsahuje
vic nez jediny ¢len; je-li r éislo sude, pak r + 1 je liché a skupme

8,41 piifadime vnitini oblouk M M, 1 kruznice k,.

Touto konstrukei sestrojime jakousi ,,uzavrenou vinovku‘
kterd se skladd z obloukd kruznic k; a prochdzi v8emi body M
Na této vinovce budou pak leZeti vrcholy hledaného n-uhelnika.

Pro stru¢nost oznadéme pocet symboli ¢, které se Vyskytujl
ve skupiné 8; znakem o¢j; ziejmé je vidy o; > 1 (j = 1, 2, ..., 2k).

Vrcholy naseho mnohotihelnfka, pislusné symbolum e=1
ve skupinédch 8; s lichyms indexy j, sestroﬁme pak takto:

Rozpﬁlime vnitini oblouky téch kruinic k;, které byly piifa-
zeny skupinam §; s lichym indexem a body tak vzniklé oznadime V;.
To budou ony body naSeho n-tihelnika, které odpovidaji pronimu
ze symbolli ¢ = 1 ve skupinach §; s lichym indexem se vyskytuji-
cimu. Je-i o; = 1, jsme s piisluSnou skupinou 8; hotovi. Je-li
g; > 1, volme na pfifazeném vnitinim oblouku dalsf bod W; + V;
smérem k tomu z bodu M; resp. k tomu z vnitinich oblouki kruznic
k;, ktery byl ptifazen nisledujfcf skuping Sj;1.-Bod W; bude pak’
ten vrchol naSeho mnohothelnfka, ktery odpovidd poslednimu
ze symbold ¢ = 1 ve skuping 8; se vyskytujicich. Je-li g; = 2,
jsme se skupinou S; hotovi. Je-li ; > 2, pak volme (o; — 2) body
libovolné mezi body.V; a W; na oblouku V,-W,-; tyto body budou
zbyvajicimi vreholy naSeho mnohothelnika, jeZ piisluSej skupiné S;.

. Touto konstrukei jsou dany vSechny vrcholy hledaného n-uhelnika,
" pfi nichz lez{ vypuklé Ghly. :

Vrcholy piislusné symbolim & = 0 ve skupmach S; se sudyma
mdexy 7 sestrojime takto:

" Kdyz skupina S; obsahUJe pouze jediny symbol e (t. j. kdyz
g;=1) , pak je ji piifazen jisty bod M,, ktery bude vrcholem.
nadeho mnohothelnika.

Kdyi g; > 1, pak skuplne S; je pfifazen jisty vnéj&i oblouk

, .M,,M,,+1 kruZnice £k,. Ptedchazejicf skupina S_1 a nasledujici
" skupina §j41 ma]i liché indexy; jsou jim tedy pfifazeny wvnitin{
—

- oblouky M,,_lM,,, resp M, 1M, g krugnic k,—; resp. kpy1. Kruini-
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cek,—1a k,;]sou homotetické podle spoleéného dotykového bodu M,
kruznice k,, kp+1 jsou homotetlcke podle bodu M,.,. Sestrojme

nyni na Vnejéim ‘oblouku M M+, kruznice k, body P, a Q,, takto:
Bod P, je homoteticky budto s pilicim bodem V,—1 nebo

s bodem Wp._; na vnitinim oblouku M, M, kraZnice k,_, podle
toho, zda o;—; = 1 nebo o;—; > 1. Bod @, je homoteticky s pulicim

—
bodem V41 vnitiniho oblouku M, My 2 kruZnice kp41.

Z popsan'ych homotetii kruznic k,_1, k, resp. kruznic k, a k.1
se lehce dokaze, ze P, * Q, a Ze bod @r lezi blize bodu M p+1 Nezli
bod P,,. (Sta,ci uvaz1t1, ze kazdy z vnitfnich obloukd kruZnice k;
tvofi méné nez plalkruZnici, kdezto kazdy z vnéjsich oblouku tvoii
vic nez pilkruZnici).-

Sestrojené body P, a @, budou vrcholy mnohouhelnika. které
odpovidaji prvnimu, resp. poslednimu symbolu ¢ = 0 ve skupme S;.
Je-li g; = 2, jsme s touto skupinou hotovi; je-li o; > 2, pak volme.
libovolné& (o; — 2) bodit mezi P, a @, na vne]éim oblouku kruznice k,
a to budou daldf vrcholy naéeho n-tihelnika, které pifstusi skupiné ;.

Touto konstrukei lze sestrojiti- vechny vrcholy hledaneho
n-thelnfka, pfi nichz leZf duté ahly. -

B) Zbyva jesté vysetntl piipady, kdy 2k —1 < 3.
a) Kdyby 2k —1 =0, pak z nerovnosti [ < k by plynulo

2k < kajeitok = 1, nésledovalo by déle 2 < 1, coZ nenf pravda.
Nutné tedy musf byt 2k—1> 0.
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b) Kdyby 2k —1=1, pak z nerovnosti I < k by plynulo
k < 1. Jeto je v8ak k > 1, musilo by byti k = 1 a tedy | = 2k —
—1=1=Fk. Existovaly by tedy pouze dvé skupiny S,,S,,
z nichZ skupina S, by obsahovala pouze jediny &len ¢ = 0, kdeZto
skupina S; by obsahovala (n — 1) symboli ¢ = 1. Ale posloupnost
symboh‘i €1y €95 + .+, €, V NiZ s€ pouze jednou vyskytne symbol & = 0,
nemiiZe nalezeti Zddnému n-ihelnfku. Nutné tedy musi 2k — 1 > 1.
-+ ¢) Kdyby 2k—1 = 2, pak z nerovnosti ! < k by plynulo
EL 2. Jezto véa,k k>1, musi byt bud k£ = 1 nebo k£ = 2.
: Kdyby k = 2, pakl=2k—2_ 2 = k. Existovaly by 4 sku-
piny Sl, S,, 8;, 84, z nichZ S, a 8, by obsahovaly po jediném ¢lenu
& = 0, kdezto 8; a S; obsahovaly by dohromady (» — 2) symbola
e = 1. V posloupnosti &, &,, cees En by tedy pouze dva ¢leny byly
rovny 0, ostatni by byly samé jednotky. AvSak k takové posloup-,
nosti neex1stu]e zadny n—uhelnik Nutné tedy musi byti £ =1
a tedy-l =2k —2 = 0.

V .tomto pripadé existuji tedy pouze dvé skupiny 8,, S,,
pii ¢emz skupina S, obsahuje vice nez jeden symbol ¢ = 0 (jest
_totiz | = 0) a tédy podle poznamky sub?) aspoil tii tyto symboly.
. Skupina S, obsahuje pak jeden nebo vice nez jeden symbol ¢ = 1.

Konstrukece pFisluSného mnohotihelnfka je pak tato:

Volme libovolnou zakladnf kruZznici C a na ni libovolné dva
‘body M, a M, tak, aby ¢ M,0M, byl Ghel duty. Sestrojme nyni
na kruznici C body M',, M’,, diametralng s body M,, M,. Ponévadz
kazdy n-thelnfk musf miti nejméné 3 duté ahly a jezto jeho vrecholy,
- nélezejici Ghlim dutym, odpovidaji vesmés symbolim &= 0 ze

skupiny S,, je o, = 3. Volme tedy na oblouku M',M’, kruZnice C,
ktery neobsahuje bod M, (tedy téz ani M,) celkem (¢, — 2) bodid -
vzajemné ruznych a od M’y a M’, odliSnych bodi. Téchto (g, — 2)
boda spolu s body M, a. M, budou vrcholy mnohothelnika, které .
odpovidaji symbolim & = 0 ze skupiny S,, a tedy pfi kaZdém z nich
lei{ duty tGhel vnitini.
- Sestrojme nyni daldi kruZnici C’, aby se dotykala p¥imky OM,
v bodé M, a prochéizela.bodem M,. Tyto dva body rozdéluji kruz-
nici-U’ na dva oblouky, z nichZ ten, ktery lez{ uvniti zakladn{
: kruzmce C nazveme obloukem vnitfnim. Na tomto vnitfnim oblou-

ku MM, M P kruznice ¢’ volme nyni, jezto je zfejmé o, > 1, celkem o,
vzajemné ruznych a od M, a M, odlisnych bodi; to budou vrcholy
hledaného mnohothelnika,, odpovida]“ici s_ymbolﬁm ¢ = 1 ze skupi-
ny 8, pfi nichZ lez{ vnitin{ Ghly vypuklé. = -

Tim je i v tomto piipad& n-tihelnik séstrojen. -

. Jako piiklad je v obr. 1 sestrojen mnohothelnik, pf'lslusny
k posloupnostl (110001110100), v obr. 2 mnohothelnfk
(1100000). _ :
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