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resp. ' =r (a®+ b?) :|(@®*—b )|, kde r je polomér kruZnice I,

a, b + a jsou poloosy dané elipsy resp. hyperboly. Sestrojené kruz-
nice a kuZelosetka se protinaji v bodech 8, k nim# uZzitim trans-

formace {I, U} sestroﬂme body S, které jsou stfedy hledanych

kuzelosedek.

Vrchol zikladnim bodem svazku kuZeloseéek.
Zdensk Pachta, Pelhfimov. ’

Mnozstvi viech kuZelosedek, jez maji éty¥i (rizné ¢&i splyvajici)
body spoleéné, nazyviame svazkem. Uvedené body jsou zikladni
body svazku.

Chceme-li ve svazku uréit koneény pocet kuZeloseéek s urdi-
tymi vlastnostmi, volime si pifslu§nou (patou) podminku. Ué¢ilime
tak a.vytknéme pro kuZeloseCky, nalezejici svazku o zékladnich
bodech-4; (z = 1, 2, 3, 4), podminku vyjadfenou takto:

Uloha 1.: Sestrojit kuZelosecku ve svazku o zdkladnich bodech
A;, (0= 1,2, 3, 4,) tak, aby bod A, byl jejim vrcholem.

, Poznamka: 1. O zékladnich bodech svazku uéitime nésledujici
predpoklad alespoti dva ze zdkladnich bodi jsou reélné a v jednom
* z t&chto bodi je vrchol.

2. O specidlnich pripadech kdy dva body nahradime teénou
8 bodem dotyku, je u¢inéna pozniamka déle, kromé pifpadu teény
ve vrcholu, ktery je feSitelny elementérnim zpisobem, odlisnym
od FeSenf déle uvedeného.

: Chceme-li- Fe§it tlohu ¢&. 1. éisté konstruktivng, pak uZijeme
téchto trividlnich poudek:

1. Nuind a postaé’uywz podminka pro to, aby bod byl vrcholem
stiredové kuelosebky, 7est normdla kuZeloseCky v tomto bodé prochdzi
jejim stiedem.

- 2. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby bod byl vrcholem

‘paraboly, jest : normdla v tomto bod¢ je osou paraboly.

“"Na téchto poutkach zaloZime postup naseho feSenf. Uréime si:

I. Geometrické misto stfedy viech kuzeloseéek svazku; II. Vztah

normdl v bod¢ A, vSech kuZzeloselek svazku vzhledem k ]1ste hvézdici
jejich praméri. :

Pozndmka: 1. leovolnou normélou v bodé 4, je sta,novena

uréitd kuZelosetka jednoznacéné a tim téZ jeji stfed, ktery obecné

- neleZ{ na zvolené normale. Piesné znéni podminky II., kterd je zde

formulovana spiSe nazorovs, vysvita déle z odvozeni vztahu (5).
2. Vétdina vét pfi dukazech déle uvedenych jsou zdkladni

‘ pouéky projektivni geometrie a za.kladni vlastnosti kuZelosedek,

proto jsou pouzity bez dikazu.
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3. Symbolika a terminologie je uZita podle kmhy Dr. V. Hla-
vaty: Projektivni geometrie I., Praha 1944, aZ na oznateni bodu
a piimek.

Poutka. Geometmckym mzstem stredi kuZelosebek . svazku je
kuZelosetka zvand stiedovd.

Dukaz: Pouzijeme ponékud odhsneho zpusobu, nez byva
uvddén v knihdch, protoZe tim zkrdtime postup odvozeni vztahu (5).

Zékladni body svazku kuZelosetek jsou A4;(1 = 1,2, 3, 4).
Vrcholy spoleéného poldrniho trojuhelnika kuZeloseéek svazku
oznadime P, @, R a ptisluiné poliry p, ¢, r. Stiedy tseéek A A,
oznalime S; (j = 2, 3, 4). (Viz obrazek.)

Rovinna hvézdice 4, (¢, ¢;, ...) uréuje kazdou svou pifimkou
jako tetnou jednoznaén& uréitou kuZelosedku k, (r=0,1,2, ...)
svazku. Bod X, = t,p je pélem piimky A, 4, vzhledem k pi{sluiné
kuzeloseécee k, a proto X8, = z, prochazi sttedem O, kuZelosecky

k,. Podobné vztahyplati pro bod Y, = t,q a pro Y. Y8, = y,. Mezi
rovmnyml hvézdicemi plati vztahy:

A, (b, 1y --2) 32 Sa (@ Zyy -.2), (1)
A4, (o tss --2) 22 S5 Yo Y15 ---) (2)
a proto: ' .
- S %oy 24, --) 22183 Yor Y15 --2)s - (3)

z ¢ehoz plyne ze stiedy O, kuZelosedek svazku jsou na kuZelosedce,
oznadené o, vytvoiené prisediky odpovidajicich si pfimek hvezdlc
uvedenych ve vztahu (3).

Pro hvézdici normal A4, (no, n,, ...) kuzelosedek k,., urcenych

prislusnymi te¢nami ¢, (r = 0, 1 ) plati vztahy: .
Al (no’ ny, .. ') Al (_to: tl’ .. ) ‘ . (4)
a pouz1tim vztahu (1) dostava,me BTN o
Ay (ng, my, -o) 5.8y (20, 7 o)y (5)
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coz znadi, Ze prisedfky N, = n.x, piimek uvedenych hvézdic,

~odpovidajicich si ve vztahu (5), vytvareji kuZeloset¢ku (riznou od o)
oznacenou ». Vlastnost této kuzelosec¢ky v je: kazdy jeji bod je pru-
se¢fkem normaly =, (kuZeloseCky Fk,) s uritym primérem =,
z hvézdice S, (zy, 24, ...), kde oviem pramér x, ptslusf téze kuzelo-
setce svazku. "

Vlastni feSeni uvedeme pouze struéné. Je ziejmé, Ze spoleéné
prﬁseciky kuZeloseéek ¢ a », oviem kromé ndhodného bodu 8,,
jsou stfedy hleda,nych kuzelosecek véazanych podminkou vpiedu
stanovenou..

Bod 8, vyhovuje tloze jediné tehdy, plati-li 4,8, | p, nebot

- bodem S,, jakoZto stfedem, je stanovena kuZelosecka svazku,
kterd ma v bod& A, teénu rovnobéinou s polarou p.

Misto hvézdice S, (g, ;, ...) mohli jsme ve vztahu.(5) pouiit
také na pi. hvézdice S, (¥, ¥y -..). To by vedlo k jiné kuZelosedce
nez je v, ale vysledné tii body — stiedy hledanych kuzelosetek —
dostali bychom vidy tytéz, coz lze snadno odivodniti, uvazime-li
uvedené vytvorenf kuzelosetky stfedové pouzitim hvézdice teden
A (tOs tl’ .. ')'

© Specidlni pripady, kde dva nebo tn z danych t¥# bodt (kromé
vrcholu) jsou nahrazeny teénou s dotykovym bodem nebo oskulaéni
kruZnicf v piisluéném bodé, fesi se stejné. Rovnéz rovnoosd hyperbola
uréend vrcholem a dvéma body (nebo vrcholem a teénou s bodem
dotyku) mé feSeni stejné s pfedchozim obecnym p¥ipadem. Ctvrty
zékladni bod svazku kuZelosedek je v priiseéiku vysek trojihelnika

‘danych tif bodi. Stfedovd kuZelosecka je zde t. zv. Feuerbachova
kruznice deviti bodu.

« V kazdém z uvedenych pifkladi dostaneme vidy alespoii
jedno TeSeni vedouci k redlné kuZelosetce. Jsou-li dva z danych
bodd komplexné sdruZené (vrchol realny), dostaneme rovnéz alespoii
jednu vyslednou kuZelose¢ku redlnou. (Odiévodnéni: Existuje
nejméné jeden realny bod S;, ktery je pruseéikem kuZeloseéek » a o,
&m?% je zaruden je§té druhy realny prisedik.)

Zadnou z uvedenych tloh (vyjma p¥ipad, kdy stiedova kuZelo-
setka $e stava sloZenou) nelze Fesit pouhym pravitkem a kruzitkem
Upravme si proto podminky takto:

Uloha 2.: Ctyfmi body krufnice prolofit kuéelosecku magict
v 7ednom ze zvolenyjch boda (redlném) vrchol.

Uloha 3.: Tfemi body paraboly 'proloZit kuzeloseé’lcu, majict
vrchol ve vrcholu paraboly .
"~  Tyto tlohy 2., 3..je-moino i"eélt kruzitkem a pravitkem. Re¥eni
-pfenechdvam Gtenafi. ‘
.Po vyteseni pfedeslych dloh vnueuje se nam otazka jak Fedit
,sznhve podobny piipad u paraboly, totiz:

T
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Uloha 4.: Sestrojit parabolu, danow vrcholem a dvéma body.
‘Pozndamka: 1. Tato tloha nepatii logicky k uloze 1., nebot
jsme vpfedu uzivali vlastnosti svazku kuZelosecek, kdeito zde
nejde o svazek. Refeni je tedy odliZné.
2. Pifpad s elementy imaginarnimi (vrchol realny) ie vyhodnejsi
reSit postupem, odhénym od zpusobu zde uvedeného, na pf. zpi-
sobem lIz1tym pii feSenf obecnéjéf ulohy p. Ing. Langrem v Rozhle-
~dech roé. 23., str. 58—60.
Reent : Dano vrchol V, body A, B. SpOJmce VA je asympto-
tou hyperboly, oznacené k; stied ]e]i je soumérny podle bodu 4
k vrcholu V; budiz oznaden O. Drubé asymptota je rovnobézna se
spojnici A B. Spojnice VB je te¢nou hyperboly %, bod B jejim doty-
kovym bodem. Tim je¢ hyperbola % uréena. Nad tsetkou VB
- jakozto primérem opiSeme kruznici oznacenou k. Bod B jsme
volili pro obé kiivky spolecny, procez kruznice & protina hyperbolu
h ve trech dalSich bodech M;, ¢ = 1, 2, 3 (jeden musf byti redlny,
dva mohou byti komplexné sdruzene) Sp0]mce VM, jsou vrcholové
teény hledanych parabol. Dal3{ postup je jiz snadny.
Oddavodnéni Fefeni: Nejprve vyslovime podminku, kters bude
. vedouci pro postup feSeni: k teéné paraboly v bod§ V musi byti
prislusny prumer kolmy (pak je oviem osou). Zvolime-li si libovolny
smeér za prumer paraboly, prochazejici body V, 4, B, je tim jedno-
znaéné urdena parabola, a tetna k ni v bodé V svird s pisludnym
primérem 1’1hel, obecné rizny od pravého. Sestrojme, pro obecné
zvoleny prumer p teénu k parabole v bodé V pouzxtim Pascalovy
poucky oznaéme V=1=2; 4 =3, B=4, a smér prumétu p
nam udava na nevlastni primce splyva]ici body 5 = 6. Pro Pasca-
" lovu pHmku dostivime body: Pfedng S Uw, t. j. prusecik tecny

%o (t. j. nevlastni pHmky) se spojnicf V4 (¢ili nevlastni bod této-
piimky). Druhy bod je P, t. j. prisedik piimky p = 1G s p¥imkou
34 = AB. Pascalova piimka, oznadend m = PU, protina p¥imku
45, t.j. rovnob&zku s primérem p bodem B, oznadenou n, v bodé H.
Spojnice VH je hledana tena.*) Probereme-li ptipad celé hvézdice
priméri,-dostdvime vysledky:

V(p, p1, --2) it B(n,my, ..0), ) ' (6)
V(p’ D1 '-') o Uﬁo(m my, ): (7)
a porovnanim obou yztaht dostévdme: o -
B(n, ny, ...) :2: Un(m, my, ...), : (8)

" *) Provedeme-li z&mé&nu oznaten{i pro poufiti Pascalovy v&ty ve smyslu:
B = 3, A = 4, dostdvame pti stejném postupu bod H jiny, aviak vysledns
spojnice VH, t. j. tena v bod¥ ¥, je totoZns s vyslednou tetnou alternativy
prvé. Tim je odavodné&na pro de.l§1 postup opravnénost uZivani pouze jedné
alternativy.
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z CehoZ plyne, Ze pruseifky odpovidajicich si pifmek hvézdic
ve vztahu (8) davaji kuzelosecku, a to hyperbolu, oznatenou v FeSe-
nf h. M4 tuto vlastnost: spojime-li 11bovolny jeif bod, oznaéeny H,,
s bodem V, dostavime teénu v tomto bodé k uréité parabole (pro-
chazejicf body V, A, B), jejiz osa je rovnob&ind se smérem H.B.
Z tohoto divodu-tesf kruznice % nasi alohu.

Pro bod B (t. j. étvrty prisecik kruznice k£ s hyperbolou #)
dostavame jako vysledek parabolu slozenou (z pfimky VB a rovno-
béiky s touto bodem A4), coi vyplyva z vlastnosti hyperboly .
.Tato parabola oviem nevyhovuje nasim podminkidm. Uloha m4
tedy t¥i Feseni.

Pro zajimavost si uvedme pfipad, kde body A, B nahradime
tecnou t s dotykovym bodem T. Reseni je zde.jednodussf, nebot
hyperbola A stdva se sloZenou ze svych asymptot (sestroji se stejné

jak bylo uvedeno vpredu. VA nahradim V7T; AB = t) a kruinice k

- se opfSe nad primérem V7. Obecns dostivame dvé jednoduché
kuzelosetky, a abychom byli disledni, musime téZ do feSenf vziti
parabolu sloZzenou z dvojnisob poéitané piHimky V7. Tim dostdvame
i pro tento pifpad t¥i FeSeni, coz nebyva u této ulohy uvadéno.
Odiivodnéni posledniho tvrzeni o sloZené parabole si provede
laskavé Gtenaf sam. .

Pozndmky: 1. Ulohy zde uvedené lze zobecnit, nahradime-li
podminku: vrchol kuzeloqecky v daném bods, podminkou thel
tecny a sdruzeného pruméru v daném bodé.

. . Uloha: sestrojit kuzelosetku z danych &tyt teten, z nichz
]edna, je vrcholové, neni duélni k aloze 1.

Ulohu -2. lze feSit zptsobem elementdrnim, zaloZenym
na ]mem principu. Pfenechavam to étenafi. (Elementarni zpusob
feleni se provede podle zpisobu odvozeného v knize: Dr. V. Hlavaty,
Projektivni geometrie, I. dil, Praha 1944, str. 273, poudka (6,3)).

Prispévek ke konstrukci tecen a st¥ed kr1vost1
jistych | b1c1rkularmch kvartik.

Rudolt Piska, Kromériz.

1. Vytvarny zdkon, rovnice.
'Pohybuje-li se bod A(&; 5) po kruZnici
(§—mP + (n—nf =1 (r +0), ' (1 1)

. pak trajektorie (c) bodu C, pro né&jz plati vztahy: CA4 = 04,
C4 | y, je b1c1rku1arni kiivka étvrtého stupné. Soutadnice
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