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VYUCOVANI.

Diikkaz a zobecn&ni pravidla Neperova.
Ing. Em. Klier, Plzeri.

V ,,Casopise pro péstovini{ matematiky a fysiky* roénfk 64,
¢fs. 6 a 8 (1935), uvefejnil p. fed. Vaviinec a p. prof. Friedrich zaji-
mavé poznimky o pravidle Neperové. Snazi se odidvodniti toto
pravidlo tak, aby u Zakt nevznikl onen nepifjemny dojem, ktery
vyvoldva obvyklé sdéleni ,,zahadného‘ pravidla Neperova.

Domnivim se, Ze jedin& spravna cesta k odvozeni a odivodnéni
pravidla vede pies Gaussovo pentogramma mirificum. Av3ak,
pokud je mi zndmo, nikde nenf tento obrazec péti trojahelniki tak
nakreslen a tak domyslen, aby mohl byti demonstrovan na stfedn{
8kole.

Obr. 1.

Nisledujfci fadky maji presvédditi, Ze prehledn& nakreslené
pentagramma, a Gdelné doplnéné je zcela uZiteény obrazec, z n&hoz
odiivodnéni pravidla Neperova vyplyne téméf pouhym pohledem.
Piredstavoval bych si vyklad asi takto:

Trojahelnfiky prifazené. Kulovy oktant je pravostranny
trojahelnfk sféricky s tfemi pravymi thly. Z ka¥dého jeho vrcholu
lze spustiti.nekoneén& mnoho. vydek na protilehlou stranu, nebot
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kazdy vrchol je pélem protilehlé strany. MiZeme tedy libovolny
sféricky pravothly trojuhelnfk ABC vloziti do oktantu tak, Ze
jeden jeho vrchol splyva s vrcholem oktantu, jedna odvésna s jed-
nou stranou oktantu a druhd odvésna s vyikou oktantu (obr. 1).
Pak tato vyska a prodlouZena pfepona, ]akozto jind vyska oktantu,
vytvol{ novy pravoihly trojahelnik A’B’C’. Ten se nazyva ,,pii-
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Obr. 2.

druZeny‘“ k danému trojihelniku 4BC. Pokud se tyks oznadeni,
uzivejme disledné tohoto: Vrcholy pravych ahla C, €. Vrcholu A

odpovidé A’ shodny s B. Nyni snadno uréime prvkv ptifazeného
trojahelnika.

Je ziejmo, Ze
¢ =R—a, b =R—c¢, o ——ﬂ
Dale je DC' = s atedya’ = —CB =R—CD=R—ua podobné
B =CD=R—b. Z piavodniho tro;uhelmka dostaneme tedy

pm‘a,zeny o spole¢ném vrcholu, doplnlme-h preponu a odvésnu kte-
1é maji tento. spoleény vrchol, na pravy thel.

Tak jako jsme nalezli k trojahelniku 4BC piitazeny A'B'C’,
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tak miZeme k trojahelniku A'B’C’ najiti dalsf pfifazeny 4"B"C"
atd. Jak daleko muZeme takto pokradovati?

Gaussovo pentagramma mirificum. Pfeponu daného
trojthelnika 4 BC nakresleme v rovnfku koule. Polem je bod P’-
(obr. 2*). ProdluZme pfeponu vpravo i vlevo a dopliime ji na obg
strany na pravy uhel. Doplnime-li také odvésny, dostaneme piifa-
zené trojihelniky, které oznadme 1 a 4. Jejich prodlouZené odvésny
C,B,, C,A, prochéazeji polem P’, (jsou to poledniky). Prvky obou
trojahelniki snadno uréfme podle pravidel predeslého odstavce
a vepiSeme do obrazce. Stejnym zptsobem sestrojime, uréime a ve-
piSeme prvky dalsich pfidruzenych trojthelnikid 2 a 3. Tim viak je
proces ukonden. Tyto posledni trojthelniky maji totiZz spoleény
vrchol, pél P’ a pii n&m stejny thel c. Z toho plyne, ze EC;, = 180°,
neboli, Ze prodlouZens pfepona trojihelnika 2 splyvé s odvésnou
trojahelnfka 3. PonévadZ také C,D = 180° splyva prodlouZens
piepona trojihelnfka 3 s odvésnou trojahelnika 2. Je tedy piidru-
Zeny trojihelnik ke 2 sousedni trojihelnik 3 a také opaéné. '

Oznaéime-li ptivodn{ trojihelnik 4 BC jako nulty, dostaneme
uvedenym postupem &tyii piifazené trojahelnfky. Celkem tedy
pét trojahelnfkd, které tvoii Gaussovo pentagramma mirificum.
Tento uzavieny cyklus trojihelnfkti md ¥adu zajimavych vlast-
nosti, které lze snadno z obrazce vyéisti. (Na pf.: Kazd4 Ghlopiitka
pétithelniku 44,4,4;4, je thel pravy.) VSechny trojahelniky
v ném jsou rovnocenné, Zadny nemé piednost, kazdy z nich mi-
Zeme povaZovat za puvodni a kterykoliv z nich, na p¥. k-ty je
shodny s & 4 5-tym.

Zsikladn{ rovnice. Pro kterykoliv, na pf. k-ty trojtahelnik
platf prva véta kosinové

COS Cx = COS @z cOs8 by. (1)

Obvykly jeji ditkkaz poddme Zaktim piedem. PouZijme ji na vechny
trojahelniky pentagrammatu. Tim dostaneme prvou serii rovnic
sférické trigonometrie.

Z trojthelnfka 0 dostaneme cos ¢ = cos @ cos b

1 sin @ = sin « sin c,
2 cos & = sin f cos a,
3 cos f§ = sin « cos b,
4 sin b = sin g sin c.

Znésobfme-li rovnide z tréftihelnfka 2 a 3, bude
cos « cos f§ = sin « sin f cos a cos b, ,
*). Pfipominédm, ¥e obr. 2 neni kreslen pfesn&, nebot museli bychbm
kresliti n8které partie jako neviditelné, na zadni polokouli. Na tlet .této

nepfesnosti ziskdvame vSak prehled; presndjéi obrazec ve stereografické
Projekei poddvém déle. '
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a pouZitim rovnice z nultého trojahelnika dostaneme po Gpravé
druhou vétu kosinovou pro pravoihlé trojihelniky:

cos ¢ = cotg « cotg B. (2)

Také tato véta musf platiti pro kaZdy trojihelnfk pravoahly, na
pr. k-ty
cos ¢; = cotg i cotg fr.

Uiijeme.-li ji na..@éechny trojihelniky pentagrammatu, dostaneme
druhou serii rovnic.

Z trojthelnika 0 dostaneme cos ¢ = cotg « cotg f,

1 sin ¢ = tg b cotg B,
2 cos o« = cotg c tg b,
3 cos f§ = cotg c tg a,
4 sin b = tg a cotg «.

Pravidlo Neperovo. Ob& zikladni véty, vty kosinové,
muzZeme pro k-ty trojiahelnik napsati takto:

oS ¢ = €08 aj cos by = cotg o cotg fir. (3)

Podle toho, jak byly trojthelniky sestrOJovany, nebo pohledem
na obr. 2 shleda.me Ze plati:

ar =R —cpy1, b = B — Cp—1, 0k = Ciy2, Pr = Cr—2.  (4)
Dosazenim téchto vztaht do (3) dostaneme koneény tvar:
COS Cr = COS Ct 41 COS Cz—1 = cotg cx42 cotg cr—s. (5)

Délky stran pétithelnfka, tvofeného pfeponami pfidruzenych
trojahelnik’d, nebo pétithelnik sdm, tot kruhové (pozménéné)
schema Neperovo a rovnice (5) vyjadiuje toto pravidlo:

NapiSme velikosti pfepon, nebo, coZ je totéZi: prvky daného
trojahelnfka do pétithelnfkového schematu, tak jak se v obrazci
vyskytuji

B o

"R—b R—a
c
Pak kosinus libovolného prvku (jakoito piepony ci) rovna se
[podle (5)] souéinu sin# pfilehlych prvka (ck.,.l, ck_l) nebo soudinu
kotangent protilehlych prvkia (ci+2, cx—s2)-
Tim je pravidlo Neperovo odivodnéno a jeho geometricky
podklad objasnén.

:Obr. 3 podévé Gaussovo pentagramma ve stereografické
pro;ekcl (Koule z obr. (2) promitnuté z pélu P’ do tetné roviny
v p6lu P’,.)
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Doplnénf pentagrammatu. P¥i odvozovani pentagr. vysli
jsme od vrcholii A, B a prodluZovali jsme strany a, b. Bylo to proto,
Ze odvésny a, b jsou vySkami trojahelnfka. Tretf vyska piisluina
k vrcholu C, rozdéli dany trojihelnfk na dva pravoahlé, v nichZ
odvésny a, b jsou pfeponami. Podle pravidel prvého odstavce se-
strojme k témto trojihelnikim pfidruzené pires vrchol C a k tém
daldi. Tim dospé&jeme jednak k pélu P, strany c a jednak k druhym
pélim P’,, P’y stran a,b (prvymi byly A4,, 4,). Uréime snadno
prvky viech novych trojuhelnfki a shleddme, Ze trojahelnik

Cc
Obr. 3.

P',P'yP'; je polarni k pivodnimu. Toto doplnéni je nakresleno
slabé v obr. 2.

Zobecnéni pentagrammatu pro kosothlé trojahel-
niky. Uvedené doplnéni G. p. naznaduje cestu, jak je mozno se-
strojiti obdobny obrazec pro trojihelniky kosothlé. Rozdélime totiz
dany trojthelnik A BC vyskami na 3 pary pravouhlych trojahelniki,
v nich% jsou strany daného trojihelnfka pFeponami a ke kaZdému
z vrcholit ABC nakreslime spole¢nou éast G. p. pro pfislusny par.
Schematicky je vysledek naznagen v obr. 4, v némi# jsou zapsény
prvky, které jsou vyjadieny prvky daného trojihelnika v nejjedno-
dussi formé&. Z obrazce lze vyéisti fadu zajimavych vztahi. Stadf
odvoditi obvyklym zpisobem prvou vétu kosinovou

COS €t = €08 a3 cos bz + sin a; sin by cos i - (7)
a pouZiti ji na jednotlivé trojihelniky v obrazci.

Ctyrihelniky p¥i vrcholech ABC se sklidaji ze dvou pravo-
Ghlych trojahelnikd o spoleéné piepond. Vyjadieme ji odvésna.m
obou trojihelniki a dostaneme

g0 D19



sinbsiny =sincsinf, sincsin« = sinasin y,
sin @ sin § = sin b sin «, (8)
coZ je véta sinové. ‘
Kosinové véta (7) uzita na trojihelniky P"P'.P’q, P3P’ P,
P",P'yP's di t¥i druhé kosinové véty a to
— 08 f = cos x cos y — sin « sin y cos b atd. (9)

Stejny ' vysledek dostaneme z polarniho trojthelnika P’ P’,P’,.

Obr. 4.

) Druha, véta kosmova vede v pouzm opét k prvé &t kosinove.
Tak ziskali jsme serii (deviti) rovnic, z nichZ ka#dé obsahuje &ty¥i
prvky.

Z nasf konflgura,ce dostaneme serii rovnic o 5 prvcich Vy-
jédfeme B'P’, jednak z trojihelnika B'P',P’. a Jedna,k z troj-
thelnika B'P";P' Dostaneme:

smﬂcosa.-—smycosa—i—cosysmoccosb (10)

Obdobné vyjédfenim (v obrazci éa.rkovany'ch) tsetek B"P’, atd.
zfskdme celkem 6 rovnic po péti prveich.

D20



Jiné rovnice o péti prveich da vyjadieni tsedek (v obrazci
derchovanych) AB’ atd. z trojihelniki ABB’, AB"B’ atd.

cos ¢ sin @ — sin ¢ cos @ cos f = sin b cos . (11)

Délime-li rovnici (10) sin & a uZijeme véty sinové, dostaneme
relaci mezi péti prvky: .
sin b cotg @ = sin y cotg & + cos y cos b. (12)
Obdobné z rovnic (11). Podobnou tpravou vét kosinovych ziskame
véty s kotangentami o étyfech prveich.

Najdeme koneéné vztahy vazajici viech 6 prvka trojahelnfka.
K tomu vyjadiime thloptiény spojujici vrcholy pravych @hla

Obr. 5.

étyrahelnikt pfi vrcholech ABC; na pf. z trojahelnfkd A’AB"
a A'P",B":

sin ¢ sin b + cos ¢ cos b cos « = sin y sin f — cos y cos f cos a. (13)

Celkem 3 rovnice se Sesti prvky.

Zobecnéni Neperova pravidla a jeho specialisace.
Sestavme schema prvki tak, jak se ve zobecnéném pentagrammatu
vyskytuji nad stranou c (obr. 5). Z ného lze pfehlédnouti stavbu
rovnic (7) aZ (12) a rozdéliti je na dvé serie:

cos ¢ = sin (R — b) sin (R —a) +

+ cos (R —b) cos (R — a) sin (R—y),
cos (R — a) cos (R — ) = sin ¢ sin «,

I cos « cos (R — y) = —sin & sin (R—y) sin (R—b) +
+ sin g sin (R — a),
cos 8 cos (B ~—y) = —sin f sin (R—y) sin (R—a) +

-+ sin & sin (B — d),
-cos (R —b) cos (R—y) = sincsin .
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cos ¢ sin & sin f = cos « cos f§ + sin (R — y),
cos (R —a)tg (R—b) = cos (R — y) cotg f +
+ sin (B — y) sin (R — a),
cos « sin (R — b) sin ¢ = cos (R — b) cos ¢ —
II ¢ —cos (R — a) sin (R — ),
cosﬂsm (R —a) sin ¢ = cos (R — a) cos ¢ —
—cos (B — b) sin (R — y),
cos (R —b) tg (R — a) = cos (R — y) cotg & +
+ sin (B — ) sin (R — b).

Popsat slovy, jak se tyto poutky vyétou ze schematu nebylo
by Géelné. Ani schema samo neposkytuje mnohem lepsi piehled
nez trojihelnik sdm. Rovnice I a II jsou zobecnénim Neperova
pravidla. Méli bychom vlastné vzhledem ke kaZdé strané daného
trojahelnika napsati schema tak jak je ddno zobecnénym penta-
grammatem. Misto toho vS8ak uifvime cyklickych zdmén prvki.

Specidlni pripad nastava, je-li néktery thel pravy. Na pf.
pro ¥ = R redukuje se pentagramma na (doplnéné) Gaussovo, ve
schematu odpadne R — y. a serie rovnic I a IT piejdou v dfive
uvedené dvé serie rovnic pro pravothly trojahelnik.

Jinéd specialisace, jako trojahelnfky rovnoramenné, dvakrat
pravohlé, pravostranné, neposkytuji nic dulezitého.

Pozndmky. 1. Studujeme-li misto konfigurace sférickych
trojihelniki konfigurace trojhrani, dojdeme k myslenkim difve
zminéného élanku p. prof. Friedricha, nebo k relacim mezi jednot-
kovymi vektory. Opalné zase z relact mezi vektory plynou za-
kladnf véty sférické trigonometrie.

2. Podle vytvarného zakonu pentagrammatu muZeme pova-
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Zovati pivodn{ trojihelnik na p¥. k-ty za sestrojeny pomoci pfepon
viech dalsich, jak naznaduje obr. 6.

3. Jsou-li rozméry trojihelnfka daného malé, miZeme nahra-
diti funkce prvymi éleny znamych fad a vzorce sférické geometrie
piejdou ve vzorce rovinné trigonometrie. Je zajimavo zjistiti, co

vyjadiuji vzorce obou serii v tomto pifpadé, coz pienechivam
dtenafi.

Piispévek k metodice primanskych poéti.
Dr. Josef MaZek, Olomouc.

1. V prim¢ déld na zadatku roku dosti potiZi vzijemns pte-
ména riznych jednotek soustavy desftkové, zvlasté kdyZz jest
prislusné veli¢ina vyjadfena vice stupni. Jak zndémo, musime pfi
tom vidy zddraziiovati vyznam ménitele dotyénych jednotek, jenz
se rizni podle druhu veliéin. Ze]ména. pracne jest pevddéni jedno-
tek vysSich na niZif. De]e se to bud prlmou preménou jednotlivych
stupnit na dané nejnizii jednotky, coZ jest v8ak piili§ zdlouhavé,
nebo postupnou pieménou stupn vyssich na nizsf. Tento zpﬁsob
vyzaduje velké _opatrnosti; vime jisté vsichni, co chyb nadéla
vétSina Z4ka pii této pieméné zejména ve Skolni pré,ci kdy ne-
jsou hned upozornéni na chybu

Uvéadim pét typickych piikladi této postupné pfemény, jiz
nize podrobné vysvétluji.
a) Délka, mé&nitel 10 (1 stupni odpovid4d 1 misto)
7km5dkm4m 8 cm = 705 408 cm.

b) Obsah plochy, mémtel 100 (1 stupm odpovidajif 2 mista)
4 km2 15 a 48 m2 7 cm2 = 40 015 480 007 cm?.

~— S —

¢) Objem télesa menltel 1000 (1 stupni odpovidaji 3 mista)
5 dkm3 16 m3 7 cm? 25 mm? = 5 016 000 007 025 mm3,

1 2 1 ~—— —— “——

d) Miry duté, ménitel 10 (1 stupni odpovida 1 misto)

15h1418d19 ml = 1 504 809 ml.
2 1 2 -~

e) Vaha, ménitel 10 (1 stupni odpovidé 1 misto)
7t 6kg7dkg 9g = 7006079 g.
Vyzkougel jsem jiZ na né&kolika generacich tento zpisob po-
stupné piemény, podle néhoz Zik po pfedchozim vyznadeni jed-
notlivych stupni piSe p¥imo vysledek. Malymi é&fslicemi mezi
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