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Zikladni substituce jsou tedy:

Osyy =y,
Osyy = (1 — e~7mxa) y, 4 e~mhertas) g

(! i
Ory, = enz((}g'g-f'm) ¥ + e 3% (1 — emino) y,

b4
— — g

Ory, = e 27 y,.
Kontrolu vysledku pomoci inversni substituce (SZ')—! zde
neuvddim ze zminénych jiz dévodid; o logarithmech thetafunkei
pii transformaci prvnfho a druhébo argumentu hodldm obsirné
pojednati pii stanoveni vSeobecného zdikona tvofeni Eiselnych
koefficienti grupy hypergeometrické.

Kubickd krivka racionalnd jakozto souhrn dvojic
konjugovanych bodi.

Pise dr. B. BydZovsky.

Souhrn bod#, z nichz se promitaji t¥i obecné lezici dvojice
bodd tfemi dvojicemi paprskid v involuci, tvoii obecnou kfivku
stupné tfetiho C3 na niZ ony dvojice lezi tvoiice dvojice bodil
konjugovanych, t. j. takovych, jichZz tetny se protinaji zase na
tdfe. Souhrn viech bodi konjugovanych promitd se z dvou libo-
volnych konjugovanych bodd- ¢dry involucemi projektivnymi
v poloze poloperspektivné, takové totiz, Ze té dvojici involuce
v jednom bodu, jejiz jeden paprsek je spojnice obou bodi, od-
povidd v druhé involuci dvojice, obsahujici tyZ paprsek. Obé
projektivné involuce vytvoiuji kiivku stupné Ctvrtého, jez se
rozpadd v kiivku kubickou C® a spojnici obou bodi. *)

Je tedy predeviim patrno, Ze tfemi dvojicemi konjugo-
vanych bodi je C3 tplné a jednoznatné stanovena; a lze uZitim
pouhého pravitka sestrojiti libovolné mnozstvi bodi této tdry. **)
Je vSak ddle patrno, Ze md-li C® takto urtend miti dvojny bod,
nesméji ony tii dvojice leZeti zcela libovolns. Tuto véc objasnime
v ndsledujicich fddcich, kde se vynasnaZime zdroveli nalézti,

*) V. Schroeter, »>Die Theorie d. eb. Kurven 3. O.« § 2.
*#) V, Clebsch, Math. Ann. V., str. 422.-
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jaké podmince musi hovéti zminényjch Sest bodiu, aby konstrukce
vedla ke Fkiivce raciondlné; poznime zdroveii nékteré nové
vlastnosti této kiivky.

I. Konstrukee C? z tri dvojic.

1. Ezistuje jedind C, majici dany bod dvojny a dvé
dvojice bodi komjugovanych (a,, a,; b, b,). Jsou totiz obéma
témito dvojicemi jednoznatné urfeny teéné v dvojném bodu,
jakoZto paprsky, jeZ oddélujf harmonicky obé dvojice *). I je zndmo
~ devét podminek pro kfivku, totiz ony &ty body a bod dvojny
i s tetnami (pét podminek). Pro uréeni kiivky plati tedy dvojice
bod@ konjugovanych za tfi (bodové, kfivku jednoznatné urcujici)
podminky. Uvazme ostatné, Ze bod dvojny lze privem poklddati
za dvojici konjugovanych bodd, jezto obé tetné v dvojném bodé
protinaji se na &4fe, totiz v témze bodé dvojném. I jest C2
rovnéZ uréena tfemi dvojicemi, z nichZ jedna ovSem je specia-
lisovéna.

Plyne odtud: z kazdého bodu kfivky C} promitaji se dvo-
jice konjugovanych bodi paprskovou involuci, jejiz jeden pa-
prsek dvojny prochdzi{ dvojnym bodem kfivky; jezto tento bod
je vidy redlny, je kazdd tato involuce hyperbolickd.

Jako v pifpadé obecném, lze i zde nalézti libovolny pocet
bodii konstrukcemi linedrnymi. Bod kiivky lezici na paprsku
X dvojnym bodem o vedeném sestrojime takto: paprsky a,a,,
5,6, protnou X ve dvou bodech, « resp. 8. Na a,u, 2 b,b,
sestrojime body o', resp. g’ tak, aby

(a,a,00") = — 1, (b,0,88") = — 1.

Tam, kde o’f’ protne X, je bod hledany, nebof z ného
promitnou se ob& dvojice bodd dvojicemi paprskd, jez harmo-
nicky oddsluje X a o'f’. ‘

2. Prot neni mozno tfemi dvojicemi bodli obecné vésti
C:, objasnime si takto: Je-li tieti dvojice ¢;, co, jsou v obou
téchto~bodech zndmy involuce, o nichZ svrchu byla fet; zdrovei
vBak je zndmo, jak jsou si projektivné ptidruzeny. Odpovidaji

*) V. tento casopis rot. XXXV., str. 3, véta 2.
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si dvojice promitajici jednak a,a,, jednak b,b,; mimo to vime,
ze dvojici, jejiz jeden paprsek je c,c,, odpovidd dvojice, jejiz
jeden paprsek je c,c,; tyto tii sdruzené dvojice pak tiplné
uréujf projektivnost. Md-li vznikld ¢éra byti raciondlnd, je nutno,
aby jeden dvojny paprsek involuce v ¢, byl touto projektivnosti
piidruZen jednomu dvojnému paprsku involuce v ¢,, coZ pravé
obecné nenastane. V pifpadé viak, Ze to nastane, je prisek
obou onéch paprski dvojny bod.

3. Hledejme podminku nutnou a dostacujici pro to, aby
Zddany piipad nastal.
Sestrojme obé projektivné involuce v bodech ¢,, ¢, tak,
Ze pokldddme e
by, ayby, aghy, ayh,

za tetné, urtujici fadu kuzelosetek. Tuto fadu budoucné budeme
oznatovati (a,a,b,b,). Tetné z bodu ¢, vedené k elementim této
fady, tvoi involuci,.jez obsahuje také dvojice c,a,, ¢,aq; ¢,b,,
¢,0, a je tedy totozna s ptvodni. Totéz plati o bodu ¢,; kdyz
pak kuZelosetka probihd Ffadu, probihaji dvojice tefen involuce
sdruZené projektivné zplisobem nahofe uvedenym,

Apriori musime Zddati, aby obé involuce (c,) a (¢,) byly
hyperbolické (v. nahofe 1.); prochdzeji tedy bodem ¢, dvé
redlné kuzelosetky tady. Jejich tetné v bodu ¢, jsou dvojné
paprsky involuce (c¢,). Témto paprskiim jsou pfidruzeny v invo-
luci (¢,) ty dvé dvojice teten, jeZz lze poloZiti k obéma priveé
zminénym kuZelosetkdm ; md-li jedna tato dvojice pfejiti v jediny
paprsek, musi ¢, lezeti na jedné z obou kuZelosetek. Dospivime
tedy ku vété: V obou involucich (c;) a (c;) jsou si pFidrueny
elementy dvojné (po jednom) tehdy a jen tehdy, kdyZ c, le#i
na jedné z obou kuzeloselek rady, které prochdzejt bodem c,.

V tomto pifpads viak je édra obéma involucemi vytvorend
skutetné C32, majici dvojny bod v priseku sdruZenych dvojnych
paprski.

Hledand podminka je tim nalezena.

4. Predpoklddejme tedy, Ze ¢,, ¢, md tuto zvldstni polohu
vzhledem k a,, a,; b,, b,. Pak je ihned patrno, ze touZ zvld&tni
polohu musi miti a,, a, k b,, b,; ¢,, ¢, a b,, b, vzhledem k a,
ay; ¢, ¢,. Zdrovel musi piislusné tetny stdle se protinati
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v jednom bod&. Z toho plyne ze tii dvojice konjugovanych
bodd, které na. obecné C* jsou zcela libovolné, musi na (3
hovéti podmince, kterd je vyjadiena vétou: Jedna 2z obou
Lkuéelosecek, jdoucich libovolngm bodem c, na C} a opirajici
se o strany uplného Ctyfstranu, jehoi dvé dvojice protéjsich
rohit jsow dwojice komjugovanych bodi, protind édru v bodu,
Jeng je k ¢, konjugovdin. Teény v obou bodech k této kuszelo-
seee vedené protinaji se v bodu dvojném.

5. Z této véty lze uliniti Fadu disledki zajimavéjsich
a dulezitéjsich, neZ je véta sama. ‘

Viechny C%, majici dvé dvojice bodi konjugovanych a
dalsi bod pevny, tvoFf s ustavu ! éar takovow, Ze vSechny
body konjugované k peviému lesi na dvou kufeloseckdch jdoucich
timto bodem a opirajicich se o étyistram, jehoi jsou konjugo-
vané body protéjSimi rohy; dvojné body téchto éar vypliuji
davé Fady pr¥imé na teéndch v pevném bodu k obéma Kuzelo-
seékdm, a to Fady projektivné ke k¥ivgm Faddm konjugo-
vanych bodd.

Zvolime-li totiz libovolny bod jedné z obou kuZelosetek
Za ¢,, k ¢, sdruZeny, protne tetna v ¢, tetnu v ¢, v bodé dvojném ;
z toho plyne dodatek véty prdvé vyslovené.

6. Zvolime-li na tetné C, v bodé ¢, k jedné kuZelosetce
libovolny bod o, za dvojny, obdrzime naopak k ¢, konjugovany
jako dotyény bod telny z o, k téZe kuZeloselce vedeny (c,);
Jestlize tato teina protne a,a, v bodé z, C, pak touz spojnici
v bodé ¢, urtuji ndm ob& dvojice a,, a,; ¢, « involuci, v jejichz
dvojnych bodech je a,a, profata tetnami v dvojném bodu o,
{v. nahofe 1.). Tak mdme prostfedek, jak sestrojiti ke kazdému
0, ihned te¢ny. KdyZ o, probihd fadu na C,, zistdvaji body a,, a,,
¢ pevné, jen poloha bodu x se méni. Lze v3ak snadno dokdzati:
kdyz z probjhd Ffadu na a,a,, dvojné body involuce a,, a,; ¢, @
probihaji involuci (d) s fadou bodi =z projektivmou. Soutasné
opisuje bod o, na C, rovnéz involuci bodovou (o,) s fadou bodi
x projektivnou, totiz involuci, v niz C,, tetna ke kuzelosetce,
Jje profata tetnovou involuci indukovanou na kuZelosefce pa-
prskem a,a,. Teéné v dvojnych bodech protinaji tedy a,a,
a C, ve dvou involucich projektivnych; avSak jejich poloha je
poloperspektivni ;. nebot kdyz bod o, se octne v ¢, octne se bod
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k nému sdruzeny v involuci (o,) Vv ¢, ; zdroven z splyne s ¢
a v involuci (d) je s nim sdruzen ten bod ¢’, ktery zdrovei
s nim harmonicky oddéluje a,, a,. Bod ¢ je tedy sdm sobé
pridruzen v projektivnosti involuci (o,) a (d); i vytvoif spojnice
sdruzenych bodd kiivku tiidy tfeti, pro niz C, a a,a, jsou
tetny konjugované. Je zdroveil jasno, Ze ¢, je bod, v némz C,
se kiivky dotykd, ¢’ bod, v némz a,a, se k¥ivky dotykd; ¢,/
pak ovSem se dotykd kiivky rovnéz.

Kdyz bod o, se octne v priseku (C,, a,b,), octne se s nim
sdruzeny v priseku (C,, a ba), v (d) pak této dvojici involuce
odpovidd bod a, co dvojny; a,b, a a,b, jsou tedy rovnéz tetny
na$i kiivky a sice konJugovane a mimo to jich priseky s i
body dotyné. Podobng bychom shledali, ze také a,b,, a,b, jsou
tetny konjugované a jich priseky s C, body dotyéné. I s bodem
¢, jako dotylnym nalézdme na C; Sest bodf, v nichZ protind
kiivku; je patrno, Z%e je kiivka stupné Zestého a tedy obecnd
kiivka tiidy tfeti.

Mohli jsme ostatné vziti v Gvahu fadu na ,5, a shledali
bychom, Ze také C, a b,b, jsou tetny konjugované, a,b, a b,a,,
a,b, a b,a, TOVDEZ.

Podobnd tvaha by se pripinala také ke druhé tefné
bodem C, jdouci. Lze tedy vysloviti vétu: Dwojné feény vsech
kiwek C3 nahore definovanych obaluje dvé krivky t¥idy treti.

7. Systém kiivek C3, uréenych dvojicemi «a,, a,; b, b,
a bodem ¢, jesté lépe pronikneme, zodpovime-li otdzku, Fkolik
kiivek systému probihd libovolné danmgm bodem y. Vedeme-li
bodem y obé kuZelosetky opirajici se o Ctyrstran a,b,a,b,, jsou
tetné v bodu y k témto kuZeloselkdm geometrické misto pro
dvojné body vSech kfivek urtenych dvojicemi a,, a,; b, b,
a bodem y; tyto telny pak protnou teény v bodu ¢, k obéma
kuzelosetkdm timto bodem vedenym ve ¢tyfech bodech. Tyto
Ctyfi body jsou pak dvojnymi pro &tyfi k¥ivky systému jdouci
bodem .

Doéma dvojicems bodii konjugovanych a dalsimi dvéma
body (celkem osm podminek) jsou tedy wréeny ctyri kubické
cary O3,

Dvéma dvojicemi bodi konjugovanjch a,, a,; b,, b, je ur-
Cena vidy tietf dvojice co dva diagondlné rohy étyrrohu jimi

2
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vytvofeného; totiz dvojice bodi
z, = (a1, azby); 2, = (a,b,, a,b,).

Vsechny kubické kiivky majici spoletné body a,, a,, b,, b,

. a dal¥f dva body ¢, y, maji tedy spoleénych celkem osm bodit
a tvoii svazek; i maji viechny spoletny jesté devéty bod z.
Timto bodem prochdzeji také ty ¢tyfi kiivky, jez maji bod dvojny.

Do svazku ndlezi jako zvrhly element ¢dra, sklddajici se na
pt. z pHmky @, b, (na niz lezf také x,) a z kuzelosecky
(aybgzye,y). Tato kuZelosetka musi obsahovati také bod z,
t. j. ona protind libovolnou nezvrhlou &dru svazku jednak v bodech
ay, by, x,, jednak v bodech ¢, y, 2. AvSak a,, b,, 2, tvoii na
v8ech lardch svazku t. zv. trojici bodd ¥), t. j. bodd, jichz kon-
jugované lezi na piimce (a,4,). O kuZeloselce, protinajici ('3
v bodech trojice plati véta, Ze ji protind také v bodech druhé
trojice; konjugované body ku ¢,, y, z lezi tedy na pifmce.

Tim nabyvdme jasnéjsfho ndzoru o vzdjemnosti &tyf ku-
bickych kiivek nahofe nalezenych a zdroveii prostfedku, jak
jednoduie sestrojiti bod 2z, v némz vsechny édiry se protinaji,
a jeho konjugovany. Body konjugované k bodim trojice jsou
tfeti priiseky s carou stran trojihelnika, jehoz vrcholy tvoii
prdvé body trojice.

- Tetné v bodech ¢, a y, o nichZ byla svrchu ¥e¢, protinaji
se ve Ctyfech bodech; z kazdého z nich lze vésti k obéma ku-
Zeloselkdm, na jichZ teindch lezi, dvé daldf tetny; dotyiné jich
body ¢’,, ¥’ jsou konjugované pro pfislusnou &éiru k bodim ¢, y.
Spojnice (¢,¥"), (¢’yy) protinaji se pak v bodé 2z, spojnice (c,y),
(¢yy') v bode 2.

... Tenty% bod 2z obdrzime stejnym zplsobem pro vSechny
‘Styfi ¢dry.

8. Libovolny paprsek dvojnym bodem o, prochdzejici protne
‘kfivku- O} v jediném bodu vzdy redlném. Nazveme tento bod z;

pak je o,z tetnou v bodé z k jedné kuzelosetce rady

- (@,0;0,b,).

Cu Jestﬁéé naopak zvolime libovolnou kuZelosetku této fady
a vedeme k ni tetné z bodu o,, budtez body dotylné z, z.

B LR

. “*) Punkttripel v. Schroeter L c. § 8.
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o,z protne (¥ v jediném bodu, na pk. y; o,y je pak tetnd
v bodé y k jedné kuzeloselce Fady. Aviak paprskem je urtena
jeding kuzelosetka Fady: jeito pak o,z = o,y, musi také z = y.
Z této Givahy vychdzi na jevo platnost véty:

Geometrické misto dotycnych bodd tecen 2z pevného bodu
vedengjch ke kuseloseckdm Fady je raciondlnd kiivwka kubickd,
majict v pevném bodu bod dvojny a v protéjsich rozich uplniho
Ctyrstranu, jenZ tvori basi rady, body konjugované. Rovnéi
dvojice dotyénych bodi k jednotlivim kuZelosetkdm jsou body
konjugované. Touz ¢dru obdrZime, polozime-li za zdklad radu
kuzelosetek, jez se opiraji o kterykoliv ¢tyrstran, jehoz protéjsi
rohy jsou dvojice bodd konjugovanych. Telny v bodu dvojném
jsou te¢ny obou kuZzelosetek fady, jeZ dvojnym bodem prochdzeji.

Je jasno, ze poldra bodu dvojného vzhledem ku kazdé
jednotlivé kuzelosetce fady je spojnice pifslusné dvojice konju-
govanych bodi; jeZto poldry piislu$né pevnému bodu vzhledem
ke kuzeloseCkdm fady obaluji kuZzeloselku, je tim velmi jedno-
duse dokdzdna zndmd véta, Ze spojnice bodi konjugovanych
obaluje kuzeloselku.

II. Krivka zvrhla.

1. Vedeme-li obé kuzelosetky fady (a,, a,, b,, b,), jez pro-
chizeji danym bodem ¢,, jsou tyto kiivky geometrickym mistem
bodd ¢,, konjugovanych na kubické kfivee raciondlné k bodu e¢,.
Zvolme za bod ¢, druhy (nutny) prisek obou kuzelosetek; pak
obé involuce v bodech ¢,, ¢, jsou sipfidruzeny projektivné tak,
ze si odpovidaji obé dvojice dvojnych paprski ; to vSak by zna-
menalo, ze piislusnd ¢! md dva body dvojné. Je tedy tato
k#ivka nutné zvrhld. To lze nahlédnouti takto: obé dvojice sdru-
zenych dvojnych paprski necht se protnou v bodech m,, m,. Spoj-
nice m,m, je profata obdma projektivnymi involucemi (c¢,) a (c,)
ve dvou projektivnych involucich bodovych, jeZ maji spolecné
dvojné body m,, m,. Spojnice ¢,c, protne m,m, v bodé p; bodem
p’ harmonicky s nim sdruZenym vzhledem k ms,, m, prochdzeji
druhé paprsky sdruZenych dvojic involuef (c,), (c,), jichZ jeden
paprsek je c,c, (c,¢,). Maji tedy ob& soumistné involuce na m,m,
8poletné tii dvojice sdruzené

my, my, pp’

DA
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a tedy viechny. I jest m,m, tdst kiivky vytvoiené projektivnymi
involucemi (¢,), (¢;). Druhd Cdst je kuzelosetka jdouci body
¢,, ¢, a vytvofend projektivnhymi svazky se stredy v téchto
bodech. KdyZz totiz paprsek probihd svazek (c;), probihd s nim
v involuci sdruzeny svazek soumistny projektivny, k némuz
vznikne v (¢,) svazek perspektivny dle osy n,m, ; tento vytvo-
fuje s prvym svazkem v (c,) kuZelosetku. Plyne z toho, Ze oba
body ¢,, ¢, lezi na této kuzelosetce; kazdé dvé sdruzené dvo-
jice involuci protnou se ve Ctyfech bodech, z nichz dva lezi na
piimee m,m,, druhé dva na kuzelosetce. Tyto body na kuzelo-
setce jsou tedy z bodu ¢, i ¢, promitiny paprskovymi involu-
cemi i tvoi{ samy na kuzelosetce bodovou involuci, jejiz dvojné
body jsou, jak se snadno nahlédne, m, a m,. Telny v kazdé
dvojici této involuce vedené se tedy protinaji na m,m,, t. j.
tyto dvojice si podrzely vlastnost konjugovanych bodi.

Obé dvojice a,, a,; b,, b, tvoii zvrhlé elementy fady a
€Uy, €y Coly, Coay jsou dvojice sdruzené v involueich (¢,) a
(¢g); 1 prochdzi kiivka zvrhld také body a,, a,, z téhoz divodu
body 7,, b,.

2. Porozuméni tohoto piipadu ndm usnadni nékteré pomocné
véty z theorie kuZelosecel.

Dvé kuzelosetky; protinajici se v bodech

€1y Coy Cyv Cy
mé&jtez Ctyfi spoletné tetny; Ctyrstran jimi vytvofeny md pro-
16j81 rohy
ay, ag5 by, by dy, dy.

Dingondlny trojstran tohoto Ctyrstranu je poldrny trojihelnik
spoleiny obéma kuzeloselkdm; avSak diagondlny tiiroh &étyrrohu
spole¢nych bodi je rovnéZ poldrny trojihelnfk obéma kuzelose¢kdm
spoletny. Jezto dvé kuzelosetky maji jediny poldrny trojihelnik
spoletny (utvofeny tfemi dvojnymi body kollineace, jeZ vznikne
z obou poldrnych polf piislusnych kuZelosetkdm), plyne odtud,
Ze ‘ttyrroh spoletnych bodi a Gtyrstran spoleinych teten dvou
kuZzelosetek maji spoletny trojihelnik diagondlny.

Ctyrstran utvofeny z teten jedné z obou kuZelosetek
v bodech ¢,, ¢, ¢35, ¢, md viak, jak zndmo, diagondlny tiiroh
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spoletny se &tyrrohem téchto bodd. To vSak znamend, Ze tyto
teény protinaji se vizdy dvakrdte po dvou na a,a,, b,b,, d,d,.
Nazveme-li tetny ty C,, C,, C,;, C,, pak

(C,Cy), (C3€)) lezi na pi. na a,a,,
(0103)a (0204) ” ” ” n |b2a
(01 04)7 (CQ 03) n n ” ” d1 dq .

Totéz plati pro ¢/, C'y, C’;, C'4, telny druhé kuZeloseiky
ve spoletnych bodech.

3. Vrdtime-li se k plivodni uloze, vidime tedy, Ze pifimka
m,m,, spojujici oba dvojné body zvrhlé Ciry, obsahuje jednu
dvojici z téchto tii: a,, a,; b, by; dy, dy.

Tato dvojice tedy nelezi na kuzeloselce tvoiici ¢dst kiivky
zvrhlé (jezto by musila byti totoznd s m,, m,). Mimo to je
jasno, Ze, jsou-li a,, a,; b, b, dvojice bod@ konjugovanych na
kubické kiivee, i d,, d, jsou jimi; je to tieti dvojice urcend
dvéma danymi.

SN

I 1ze nyni vysloviti uplnou vétu:

Jestlize jedna dand dvojice konjugovangch bodi md ta-
kovou polohu vzhledem Lk druhym dvéma dangm a,, a,; b,, b,
(s nimiz pravé jednoznaéné urtuje kubickou kiivku), Ze obé ku-
zelosecky rady, k wig tyto dvé dvojice ndleZi co zvrhlé elementy,
Jdouci bodem c¢,, prochdzeji také bodem cq, je kubickd krivka
témito dvojicemi uréend zvrhld, sklidajic se z jedné diagondlné
strany &tyrstranu spoletnych tecen fady a z kuzelosecky jdouci
body ¢,, ¢, a témi dvéma dvojicemi protéjsich rohii zminéného
Ctyrstranu, jeZ nelezi na diagondlné strané tvoiici soucdst ku-
bické kfivky.

4. Vétu v predchozim odvozenou lze vysloviti také takto:

Vedeme-li dvéma dvojicemi protéjsich wvrcholi wupiného
Ctyrstranu, utvoreného spolecnymi teénams dvou kudelosedek, «
jednim prisekem obou kudelosecek kuselosecku, prochdzi tato
nutné jesté jednim prisekem obow luZeloseCek; tetné v obou
téchto prisecich ke kazdé z obou kuZelosetek protinaji se na
spojnici tfeti dvojice protéj&fch vrchold.

Jezto dvojice protéjsich vrcholi jsou tii, lze je sestaviti
ve tii skupiny po dvou dvojicich; kazdym prisekem obou ku-
Zelosetek prochdzeji tedy tii kuZelosecky navzdjem rizné. Kazdd
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2 nich prochdzi dal§im spole¢tnym bodem obou kuzelosetek, a
sice kazdd jinym. Plyne z toho, Zze maji obhé kuZelosetky nutné
daldi t¥i body spoleéné. Odtud véta :

Maji-li dvé LuZelosecky o spolecnych CEtyrech redlnijch
teéndch spolecny jediny bod redlny, jsou vsSechwy jejich prii-
seky rediné.

5. V daldim wuzivejme oznateni ponékud odchylného od
dosavadnfho. Nazveme

ayy ag5 by, g5 ¢y cy

dvojice protéjsich rohd ¢tyrstranu spoletnych teten. Obé kuze-
losecky fady K,, K,, timto Ctyrstranem urtené, jeZ prochdzeji
bodem z,, nechf se protinaji v dalsich bodech z,. z3, x,. Ku-
zelosetka K body a,, a,, b,, by, z, vedend, prochdzi jesté jednim
prisekem obou kuZelosetek, na pf. bodem z,. K protind K,
obecné jesté ve dvou bodech, z,, z,. Piedpoklddejme nejprve,
ze tyto body jsou redlné. Bodem z, prochdzi vedle K, jesté
dal§i kuzelosetka K, fady. K,, K, protinajice se v jednom
bodu redlném, protinaji se ve Ctyfech bodech redlnych z,, 2/,
25, 2. K musi prochdzeti jeSté dalsim prisekem téchto obou
Kuzeloselek, je tedy

2y = 2,

(Je ostatné ziejmo, Ze body z,, 2, nejsou obecné totozny s z;, x,).

Tetné vbodech z,, 2, protinaji se na c,c,; podobné tetné
v bodech z, 2,, protinaji se na c,c,, jezto kuzelosetka prochd-
zejici body a,, a,, b, b, a bodem z protne K, v bodé dalim,
jehoz tetna protind se s tetnou v z, na ¢,c,. Tvoiitedy z,, z,;
2,, 2, dvé dvojice involuce indukované na K, paprskem ¢,c,.
Jezto bod z, na K, je zcela libovolny, plyne odtud, Ze kaZdd
kugeloseéka prochdzejici body a,, a,, b, b, a protinajici K,
v bodech vesmés redlnych, protind ji ve dvow dvojicich invo-
luce indukované na K, paprskem c,c,; spojnice obou dvojic
prochdzeji tedy bodem (a,a,, b,h,) = ¢, jené je polem paprsku
¢.c, pro viechny kudelusedky Fady.

6. Naskytd se ptirozené otdzka, zdali tato wvéta plati
obecné, totiz & pro priseky imagindrné. Zkoumejme tedy,
_zdali libovolnd kuZelosetka fady K, je libovolnou kuZelosetkou
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K svazku (aja,0,0,) profata v dvojicich (redlnych nebo ima-
gindrnych) involuce indukované na K, bodem e.

Paprsek P bodem ¢ vedeny obsahuje vizdy dvojici bodd
konjugovanych soutasné vzhledem ku K i K,. Je-li ¢’ prusek
P s ¢, tvoii body ¢, ¢ tuto dvojici, jezto ¢ je poldrou pa-
prsku c¢,c, pro kazdou kuZelosetku i svazku i fady. Kdyby
paprsek P obsahoval je§té jednu dvojici bodé konjugovanych
soutasné k obéma kuzelosetkdm, znamenalo by to, Ze obé ku-
Zelosetky indukuji na P touz involuci a Ze se tudiz protinaji
na P (v dvojici bodd redlné nebo imagindrné). Lze viak na-
jiti dvé polohy paprsku P, pro které tento piipad skuteiné
nastane. Hledejme na kazdém paprsku P bodem ¢ prochdzejicim
oba body g, y,, které jsou konjugovdiny vzhledem ku K, K,
k bodu x, v némz P protne a,b,. Najdeme k tomu cili poldry
bodu z vzhledem k obéma - kuzelosetkdm; jejich priseky s P
jsou body hledané. Kdyz P probihd svazek a bod z pi¥imou
fadu na a,b,, probihaji obé poldry svazky s touto Fradou pro-
jektivné — 1 vytvoii paprsek P s kazdym z téchto svazki
kuzelosetku; obé kuzelosecky S, S, prochdzeji bodem C a jejich
body jsou projektivné sdruzeny tvofice dvé kiivé fady souasné
perspektivné k svazku paprski P. Mimo to viak maji v bodu
¢ spoletnou tetnu cc,, jestlize ¢, == (a,b,, «,h,). KdyZz totiz
poldra vzhledem ku K nebo K, prochdzi bodem ¢, protind pii-
slusny paprsek P piimku a,b, v tom bodu z, jenz je sdruzen
8 ¢. Ale je zndmo, ze viechny body sdruZené s c lezi na ¢,c,
— i musi tento bod z byti soutasné na ¢,c,, t. j. je to bod ¢,
a tedy P =cc, pro obé kuzelosetky S, S, tetna v bodé c.
Obé kuzelosetky maji mimo bod ¢, platiei za dva priseky,
spoletny jesté dva body; to jsou body soucasné sdruZené s pii-
slugnymi body na a,b,. Paprsky P, které tyto body s ¢ spojuji,
obsahuji pak dvé dvojice bodd soutasné konjugovanych vzhledem
ke K., K,. I lze vysloviti vétu:

Kazdd kuzeloseéka ¥ady je profata kaidou kuZeloseckou
svazku, jehoé basi tvori dvé dvajice protéjsich vrcholi vplného
Ctyrstranu teéen Fady, ve dvow dvojicich involuce indukované
na kagdé 2 téchto kuZeloseéek polem paprsku, jeni spojuje treti
dvojici protéjsich vrcholi.
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7. Zvolime-li pevnou K,, nechdme v3ak K probihati cely
svazek (a,a,b,b,), je S, také pevna a S probfhd svazek. Kazdd
S prochdzi totiz bodem ¢ majic v ném pevnou tetnu ce, ; mimo
to prochdzi body a,, b,, v némz je kazdd kuzelosetka svazku
‘profata paprskem a,b,. Svazek kuZelosetek S, maje s S, spo-
letny pevny bod ¢ a v ném tefnu, protind S, v involuci. Tato
involuce bodovd je promitdina z bodu ¢ involuci paprskovou;
i doplnime hoteji vétu v ten smysl, Ze spojuice obou drojic
priseki tvori zase dvojici involuce paprskové.

Dvojné paprsky této involuce snadno nalezneme. K svazku
kuzelosetek K ndlezi také oba zvrhlé elementy a@,b,, a,b,;
a,b,, a,b,. Kazdy z nich md s K, spoletné dvé dvojice bodi
splyvajicich; paprsky, které je spojuji s bodem ¢, jsou tedy dvojné

paprsky zminéné involuce.

Je ostatné patrno, Ze tato involuce je projektivnd se
svazkem kuZelosetek A'; z toho plyne, Ze lze najiti praseky K,
a K konstrukcemi kyadratickymi. P¥i dané K, jsou dvojné ele-
menty ihned zndmy; zdroveil vime, které dvojice involuce jsou
ptidruzeny zvrhlym elementim svazku kuZelosetek K. Pro
urtitou K lze tedy nalézti dvojici involuce ji piislu$nou a tim
jeji -priseky s K, dvéma kvadratickymi konstrukcemi.

0 uziti nauky o fankeich elliptickych na odvozeni
Dirichletovych vysledk pro pocet tiid forem
kvadratickych zdporného diskriminantu.
Napsal K. Petr.

. V ndsledujicim hodldm ukdzati, jak z rozvoji pro funkce
elliptické lze ziskati zpisobem velice jednoduchym vysledky
Dirichletovy tykajici se pot¢tu forem kvadratickjch zgporného

diskriminantu, Pokud mi zndmo, jest tato cesta v tomto problému
témet nepouzitd, atkoliv jednotlivi badatelé a to zvldsté jiz Di-
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