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the distribution function of each system of n variables is equal to the
distribution function of the n-variable system obtained by altering the
subscripts by one, then

lim s,(¢)/n exists almost everywhere. (3)

This form of the law of large numbers was expressed by Khintchine
in 1937 and later by Doob. It should be noted that this paper does not
deal with the authorship of the individual theorems. This would be a diffi-
cult task indeed due to the incompleteness of bibliographical reports
on research in the theory of probability.

The sequence {a,} is said to be random if its distribution function
assumes at least three different values, and if the sequence is independent
of the alteration {a,+z}. If z;(t) are independent by sets of four, and if
they have a common non-trivial distribution function, then the sequence
{2;(#)} is random for almost all z.

Z ZAGADNIEN WSPOLCZESNE] GEOMETRII
» ROZNICZKOWE].

WLADYSLAW SLEBODZINSKI, Wroclaw.

Zanim przystapie do wladciwego tematu, musze uprzedzié, ze
w referacie swym nie moge oméwié wszystkich wspélezesnych kierunkéw
badan geometrycznych, poming¢ musze np. tak wazng dziedzine jak
integralna geometria rézniezkowa. Ograniczam sie do tych kierunkéw
badaii, ktére pozostajg w zwigzku z mymi osobistymi zainteresowa-
niami, a wigc przedewszystkim do zagadnier zw1@zanych z reali-
zacjg, erlangensk1ego programu KLEINA.

Wiadomo, iz w my$l tego programu zadanie geometrii mozna sfor-
mulowaé w nastepujgcy sposéb: majac dang pewns przestrzen P i
operujgca w niej grupe przeksztalcen G — oczywidcie grupe w sensie
Lirrco, — skonstruowaé pelny uklad niezmiennikéw wzgledem grupy
G utworéw zawartych w przestrzeni P, jak krzywe, powierzchnie itp.
Tak sformulowany program pozwolil nie tylko usystematyzowaé i skla-
syfikowaé rezultaty badaii geometrycznych ubieglych czaséw, ale stal
sie zarazem wytyezng dla nowych poszukiwan. Azeby daé pojecie o plod-
nodei idei KLEINA, wystarczy przytoczyé takie nowsze galezie geometrii
jak afiniczna geometria rézniczkowa niemieckich geometréw z W. Bra-
SCHKE na czele, jak geometria' grupy MOBIUSA, a przede wszystkim réz-
niczkowa geometria rzutowa, dzielo Fusinieeo i Crcma. Wprawdzie
niektére niezmienniki rézniczkowe krzywych wzgledem grupy rzutowej
byly znane od wielu lat, skonstruowanie jednolitej i zwartej teorii bylo
jednak wylaczng zasluga tych dwéch geometréw, ktérzy stworzyli
w ten sposéb nowa, do dzisiejszego dnia Zywotna galez geometrii. Niektére
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interesujgce a trudne jej zagadnienia sq obecnie przedmiotem badan
czeskich geometréw. « -

Przez pewien czas moglo sie zdawaé, ze geometria przestrzeni
Riemanna i wszystkie nowe geometrie, ktére powstaly pod wplywem
teorii EinsTeINa, jak geometria o koneksji afinicznej, konformicznej,
rzutowej, geometria przestrzeni FINsLeraA itd., nie mieszezg sie w pro-
gramie KrriNa. Dzieki pracom CarrTaNa i jego metodzie ukladu ru-
chomego wiemy, iz tak nie jest, ze kazda niemal z tych geometrii odpo-
wiada pewnej skonczonej grupie Lre-¢o. Okazalo sie w ten sposéb, ze do
kazdej takiej grupy sg przyporzadkowane dwa rodzaje geometrii, ktére
odrézniamy za pomocy terminéw: geometria holonomiczna i nieholo-
nomiczna. Tak np. grupie ruchéw euklidesowych odpowiada geometria
holonomiczna, bedaca zwykly geometria euklidesowa, i geometria
nieholonomiczna, identyczna z geometria przestrzeni RIEMANNA. )

Mimo tych wszystkich tak pieknych i waznych wynikéw nie mozna
jednak twierdzi¢, ze program Kirina zostal juz w gléwnych zarysach
zrealizowany.  Wszystkie mianowicie teorie. geometryczne, o ktérych
poprzednio byla mowa, oparte sa na skorczonych grupach Lieco,
podezas gdy program méwi ogdlnie o grupach cigglych, ktére moga byé
takze nieskonczone. Dla zadnej z takich grup nie skonstruowano do-
tychezas geometrii w formie systematycznej, jednolitej teorii, jak to.
zrobiono_dla réznych.grup skoniczonych. Trudnoéei w rozwinieciu takiej
teorii upatrywaé nalezy w fakecie nastepujacym. W geometrii skoriczonej
grupy przeksztalcei G operujemy stale tzw. ukladem odniesienia,
ztozonym ze skonczonej liczby elementéw tworzacych badang przestrzen,
a wiec np. punktéw, plaszezyzn, kul, hiperplanéw, hipersfer itp. zaleznie
od rodzaju przestrzeni i od liczby jej wymiaréw. Uklad odniesienia U
powinien byé tak skonstiuowany, azeby podgrupa przeksztalcen grupy
@ zachowujgcych uklad U redukowata sie do przeksztalcenia tozsa-
mosciowego. Jasng jest rzecza, Ze w przypadku jakiejkolwiek grupy
nieskoniczonej, a wiec np. grupy ogdlnej, grupy przeksztalceri 'unimodu-
larnych lub styeznos$ciowych, konstrukeja ukladu odniesienia zlozonego
ze skonczonej liczby elementéw tworzgceych przestrzen jest niemozliwa.
Pojecie ukladu odniesienia nalezy wigc rozszerzyé tak, azeby spelnial
sformutowany poprzednio warunek. Srodkéw do osiggniecia tego celu,
przynajmniej w przypadku grupy ogélnej, dostarcza nam geometria
tekstylna BriscEKEGO, ktdérg nalezy uwazaé za pierwszy, wazny krok
w kierunku rozszerzenia programu KLEINA na grupy nieskonczone. Przy
sposobnoSci nalezy wyrazié zal, ze geometria tekstylna, ktéra odkryla
tak liczne i nieoczekiwane zwigzki miedzy réznymi dzialami geometrii,
nie budzi w ostatnich latach zainteresowania geometréw i ze jej wazne
i interesujace zagadnienia pozostaja nadal nierozwigzane.

Zilustrujemy kilkoma przykladami metode konstruowania geo-
metrii zwigzane]j z nieskonczona grupy Lizco. Pomy§lmy sobie w tym
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celu pewien obszar D dwuwymiarowej rozcigglodei i operujacg w nim
grupe ogdlng G. Pokryjmy nastepnie obszar D siatks S zlozong z dwu
rodzin krzywych. Za pomocs przeksztalced grupy @ mozemy réwnania
tych rodzin sprowadzi¢ do postaci @ = const. i y = const. Obiektem
geon etrycznym utworzonym przez siatke S nie mozemy sie¢ jeszcze
postugiwaé jako ukladem odniesienia w obszarze D, albowiem jest on
zachowany przez podgrupe g grupy ogélnej, zlozon@ z_ przeksztaltcen
postaci z = X(z), y = Y(y). Jezeli ]ednak dolaczymy jeszcze trzecia
rodzing krzywych, okreslong réwnaniem dy — p(z,y)dz =0, w ten
sposéb, azeby z poprzednimi rodzinami tworzyla tkanine w sensie okre-
§lonym przez BLascHKEGO, otrzymamy nowy obiekt geometryezny U,
ktéry zachowany bedzie jedynie przez przeksztalcenie tozsamosciowe;
nalezy tu wylaczy¢ jedynie przypadek, w ktérym funkeja p(z, y) ma
postaé @(x — y), albowiem tkanina bylaby wéwczas zachowana przez
przeksztalcenia grupy przeksztalcert z =« + a, y =y + b. Obiekt U
nazwiemy ukladem odniesienia geometrii grupy G' w obszarze D. Mozemy
z nim zwigza¢ w sposb niezmienniczy trzy formy PraFrA wl, w2, w,
o zmiennych z, y, spelniajgce zaleznosei:

dw* + we! = 0, dw? + wew?® = 0.

Zwiazki te s jak wiadomo réwnaniami struktury koneksji afinicz-
nej odpowiadajacej grupie liniowej ztozonej z przeksztalcen u = ku + a,
v = kv + b. Skonstruowaliémy w ten sposéb w obszarze D geometrie
odpowiadajgca grupie ogélnej G. Element pola w tej geometrii okreslony

2 logp
oz Oy

d%y 810gp dy  0dlogp (dy 2
da? ~ oz dw oy \dz/.

Latwo stwierdzi¢, ze krzywe tworzace uklad U sg geodezyjnymi i Ze
stosunek anharmoniczny kierunku dowolnej geodezyjnej z kierunkami
krzywych ukladu U ma we wszystkich jej punktach stalg wartosé.
Dodajmy jeszeze, Ze suma katéw tréjkata geodezyjnego wynosi

Przedstawiona tutaj metoda pozwala rozwigzaé w sposéb prosty, '
wolny od dlugich rachunkéw, wiele zagadniert tyczqcych sie potzo]ne] '
tkaniny na plaszczyznie. W szczegélnosm mozemy latwo wyznaczy¢ jej
pelny uklad niezmiennikéw rézniczkowych. Pierwsze dwa z tych nie-
zmiennikéw otrzymamy wyrazajac forme o za pomocy form w! i w?:
o = Iw! + I,w? Spélezynniki I}, I, w tym wyrazeniu sq niezmiennjkami
trzeciego rzedu tkaniny, albowiem wyrazaj sie za pomocg pochodnych
funkeji p az do .trzeciego rzedu wlgcznie. Niezmienniki te nie mogg
réwnocze$nie znikaé; jezeli jeden z nich, np. I, jest réwny zeru, wéwczas
rézniczka absolutna krzywizny koneksji afinicznej jest réwna zeru
wzdhuz linii d2 = 0, tj. wzdluz linii pierwszej z rodzin tkaniny.

jest wyrazeniem dz dy, a réwnanie jej geodezyjnych ma postaé
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W podobny sposéb mozemy skonstruowaé geometrie ogélnej grupy
przeksztaleen w przestrzeni. Wystarczy w, tym celu utworzyé w pewnyni
obszarze D tkanine zlozong z czterech rodzin powierzchni. Za pomoca
stosownie dobranego przeksztalcenia grupy sprowadzamy rdwnania
trzech rodzin do postaci da = 0, dy = 0, dz = 0, a réwnoczesnie zwe-
zamy grupe ogdlna do jej podgrupy zlozonej z przeksztalced postaci

z=X(z), y =Yy, 2= Z(.

Z tkanina mozemy teraz zwigza¢ w sposob niezmienniczy koneksje
afiniczna, ktérej réwnania struktury maja postaé:
dw' + wo' = O, do = Kj,w'ew? + Kypo?e® + Kyele!, ((=1,2,3).

Formy w!, w wyrazaja sie za pomocg funkeji p(z, v, 2) i ¢(x, y, 2) wy-
stepujacych w réwnaniu czwartej rodziny powierzchni tkaniny: de— pdar—
— ¢dy = 0. Otrzymana w ten sposéb koneksja odpowiada w schemacie
KreINA-CARTANA czteroparametrowe] grupie przeksztalcen liniowych
Ul = ku' 4~ ai; ma ona te wlasno$¢, iz jej skrecenie jest réwne zeru dla
infinitezymalnego cyklu lezacego w elemencie plaskim utworzonym
przez styczne do dwodch krzywych. przeciecia powierzchni tkaniny.
Wektor EINsTEINA te] koneksji jest réwny zeru, a spélrzedne Kj; jej

krzywizny wyrazaja sie za pomoca spélrzednych skrecenia S;,'-k iich
pochodnych: K;; =V ,S;-,'-r. Réwnania geodezyjnych majg postaé

w! w? o

jezeli symbolami ¢! oznaczymy dowolne stale. Za ich pomocg mozna
okazaé, ze powierzchnie tkaniny sa powierzchniami geodezyjnymi a ich
linie przeciecia sg geodezyjnymi. I w tym przypadku podobnie jak w
poprzednim mozna wyznaczy¢ pelny uklad niezmiennikéw tkaniny
w sposéb prostszy niz innymi r etodami. Zauwazmy jeszcze, Ze roz-
wazania poprzednie majg zastosowanie takze i w tym przypadku, gdy
réwnanie dz — pdx —¢dy = 0 nie -jest réwnaniem nieograniczenie
calkowalnyn:, gdy zatem przedstawia ono nie rodzine powierzchni lecz
t. zw. rozciaglto$¢é Prarra. Bylaby to wiec uogélniona tkanina zlozona
z trzech rodzin powierzchni i z rozciagloSci Prarra. Metoda opisana
tutaj zawiera réwniez teorie takiej uogélnionej tkaniny i daje pelny
uklad jej niezmiennikéw. '

Geometrie ogblnej grupy przeksztalcen w przestrzeni utworzyliémy
konstruujac obiekt geometryezny, ktéry zostaje zachowany wylgcznie
przez przeksztalcenie tozisamo$ciowe; obiektem tym byla poczwérna
tkanina powierzchni odgrywajaca tutaj role ukladu odniesienia. Oczy-
wisty, jest rzecza, ze w wyborze takiego ukladu mamy. wielks swobode;
mozemy sie postuzyé tkaning zlozong np. z trzech kongruencji krzywych
lub tkaning mieszana zlozona z dwdéch rodzin powierzchni i z dwdch
kongruencji krzywych. Nadto rodziny powierzchni mozemy zastapié
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rozeigglo§ciami Prarra.. Otrzymamy w ten sposéb roézne -geometrie
grupy ogdlnej, miedzy ktérymi beds oczywidcie zachodzily pewne
zwigzki.

Metode te mozemy zastosowaé takze do innych grup nieskonczonych.
Tak np. w przypadku grupy przeksztalcenn unimodularnych o dwdéch
zmiennych z,y, ukladem odniesienia bedzie siatka zlozona z dwéch
rodzin krzywych na plaszezyinie. Za pomocs stosownego przeksztalcenia
grupy réwnania tych rodzin mozemy sprowadzi¢ do postaci: dr =0,
dy — p(x, y)dzx = 0. Zadanie, aby pierwsza z tychrodzin byla za,chowana
zweza grupe unimodularng do jej podgrupy zlozonej z przeksztalcen

I

- -y
7= X, § =gy + Xl
Dolaczenie drugiej rodziny pozwala zwezié te podgrupe do przeksztal-
cenia tozsamosciowego, Jezeh wylaczymy przy, padek réwnania hmowego
Z siatkg, utworzong przez te dwie rodziny mozna zwigzaé niezmienniczo
trzy formy PPAFFA !, w?, w spelniajace zaleznosei:

do! — ww! =0, dw? + ww? = 0.

Sa one réwnaniami struktury koneksji afinicznej opartej na
grupie :

— _ 1 .
liniowej: w=1rhu + a, v = i + b. Jej krzywizna okre§lona jest
réwnosecig dw = kw'w? a réwnanie geodezyjnych przyjmuje postaé
d2ydx — d2xdy —+ (2pp, — p;)dz® — 3pydady = 0

op op
(Z’l—a’a P = ay)

W podobny sposéb mozna skonstruowaé geometrie zwigzana z
grupg, przeksztalcen konformicznych. Najbardziej interesujacym i naj-
wazniejszym ze wzgledu na zastosowania jest jednak zagadnienie
zbudowania geometrii odpowiadajacej nieskonczonej grupie przeksztal-
cenn zachowujacych zewnetrzng forme rézniczkows drugiego stopnia

[datdan+1] 4 [da?da?r+2] + ... + [datda?],

Geometrig skofczonej grupy przeksztalcen liniowych zachowujacych

te forme, czyli grupy symplektyeznej, skonstruowali niedawno pp..

S. Crer~ i H. Ware, przypadek grupy nieskoniczonej pozostaje jednak
nadal zagadnieniem otwartym

W bliskim zw1a¢zku ze wspommanyml problemami pozos‘oa]e wazne
i trudne zagadnienie réwnowaznosei dwéch kwadratowvch form zewne-
trznych postaci

Q =3ay{daida’], (1,7 =1,2,...,2n)
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lub réwnowazne mu zagadnienie geometryzacji takiej formy tj. zwia-
zania z nig W sposéb niezmienniczy pewnej koneksji geometrycznej.
Zagadnienie to zostalo dotychezas rozwigzane jedynie w najprostszym
przypadku (n = 2) przez p. YeN CrIE Ta. Przypadek n > 2 pozostaje
nadal zagadnieniem otwartym mimo kilku interesujacych przyczynkéw
p. H. Cu. LEE.

E 3

Résumé. — Streszczenie.

Sur quelques problémes de la géométrie différentielle
contemporaine.

WEADYSEAW SLEBODZINSKI, Wroclaw.

Pour réaliser le programme d’Erlangen de KreIx dans le cas d’un
groupe infini @, c’est-a-dire pour définir la géométrie d’un tel groupe,
il faut, en premier lieu, choisir un repére convenable. Les familles
d’objets géométriques qui peuvent servir de repéres doivent jouir de la
propriété suivante: deux objets de la famille peuvent étre transformés
I'un dans 'autre par une transformation du groupe @ et par une seule.

Considérons par example le cas du groupe général de transform-
ations &.trois variables. Comme repére, on peut prendre un réseau (R)
formé de quatre familles de surfaces. Au moyen d’une transformation
du groupe général on peut réduire les équations de ces familles & la
forme suivante:

dz =0, dy = 0, dz = 0, dz — pdx — ¢dy = 0.

Un cas spécial étant exclu, ce réseau n’est invariant que par la
transformation identique du groupe général. Au réseau (R), on peut
joindre d’une fagon invariante une connexion affine dont la structure
est définie au moyen des équations

dwt + wwt =0, do = K,o'o® + Kyw’w® + Kool

Cette connexion correspond, dans le schéma de KLein-CARTAN, au
groupe linéaire composé de transformations u* = ku? + af; elle nous
permet de résoudre plusieurs problémes liés au réseau (R) et, en parti-
culier, de déterminer le systéme complet de ses invariants.

Dans le cas du groupe de transformations unimodulaires & deux
variables, on peut employer comme repere un systéme formé de deux
familles de courbes, dont les équations peuvent étre ramenées & la forme
suivante: -

de = 0, dy = p(z, y)d.

A cet objet géométrique s’attache d’une fagon invariante la conne-
xion affine déterminée au moyen des équations

dw! —ww! = 0, dw? + ww?.

La méme méthode peut étre appliquée & tout groupe infini.
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