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Gasopis pro pdstovani matematiky_a fysiky, roé. 73 (1948)

Regularni prostor,
na ném¥ je kaZd4 spojitd funkce konstantni.

Joset Novik, Brno.
(Doslo 10. listopadu 1947.)

M. Fréchet polozil ve svych Esquisse problém: Nalézti pokud
mozZno nejobecnéjsi typ prostord, v nichz existuji nekonstantni
spojité funkce. P. Urysohn dokazal,!) Ze takové funkce existuji
v kazdém normalnim prostoru. Sestrojil?) Hausdorffiv spodetny
prostor, kde vSechny spojité funkce jsou konstantni. Vysledky,
k nim# Urysohn dosel, jsou neobyéejné dilezité a mély znacny vliv
na vyvoj topologie. Nicméné viak Fréchetiiv problém nebyl fefen

“aplné. Urysohn k tomuto problému poznamenava:3) ,Es ist mir
nur nicht gelungen zu entscheiden, ob auch regulidre Riume existie-
ren, in denen alle stetigen Funktionen konstant sind‘. »

~ V této prici uvadim konstrukei regularniho prostoru R o libo-
volné nespocetné mohutnosti, v ném% kazda spojita funkee je kon-
stantni. Na rozdil od Urysohna pouzivam pf#i konstrukei prevainé
konvergentnich posloupnosti. Pii tom provadim dvé urdité modifi-
kace, z nichZ prvou nazyvam Tychonovovou, nebof jeji idea po-
chdzi od Tychonova.%)

Sestrojuji nejdiive reguldrni L-prostor, na némZ kazds spojitd
funkce je konstantni. Tento prostor viak, jako fada jinych L-prosto-
ri, nemé oteviend okoli. A tu pouzivdm podobné myslenky jako je
Cechova U-modifikace dané topologie. Dostavam tak regulirni
prostor R se zminénymi vlastnostmi.

- Urysohniv problém jsem fesil v zaif 1946. Ke konci téhoZ roku
-doSel do Prahy sefit Annals of Mathematics, 47 (1946), v némz
Edwin Hewitt fesi tyZ problém takto: Necht % je nekoneéné kardi-
nélni &islo, jeZ neni souétem ¥, kardindlnich &isel mensich nez 8. Pak

1) Paul Urysohn, Uber die Michtigkeit der zusammenhiingenden Men-
gen, Math. Annalen, 94 (1925), str. 262.

2) Loc. cit. str. 274.

3) Loec. cit. str. 290.

4) A. Tychonoff, Uber die topologische Erweiterung von Réumen,
Math. Annalen, 102 (1930), str. 654, pozn. 1), -
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existuje regularni prostor B o mohutnosti ¥, .v némz kazda spojita
funkce je konstantni. Obé feseni, Hewittovo a moje, jsou na sobé
nezavisla. Priorita néalezi viak Hewittovi, nebot jeho feseni bylo
zaslano do tisku v F{jnu 1945. Pfesto uvefejiiuji svoje FeSeni, nebot
je obecnéjsi, udavajic konstrukei prostoru R pro libovolnou nespo-
éetnou mohutnost. Také methoda konstrukce a dikazu je jind, nez
jaké uzivé Urysohn a Hewitt.

I.

Bodova mnoZina se nazyva L-prostorem, jsou-li v ni definovany
konvergentni bodové posloupnosti {x,}, kterym jsou jednoznaéné
prifazeny urdité body (limity) x = lim #,, k nim# tyto posloupnosti
konverguji. Pfitom musi byti splnény dva znamé Fréchetovy
axiomy konvergence.?) Topologie se zavadi do L-prostoru definici
uzavéru: :

Uzavér uM mnoZiny M je mnoZina bodi x = lim z,, kde
Zn € M. Tyto uzavéry splituji znamé Kuratowského axiomy®) aZ na
jeden: V L-prostoru nemusi byti uzavér uzavieny. Z toho duvodu
zobecnime pojem topologického prostoru. Budeme jim rozuméti
mnozinu 7' a v ni definovanou mnozinovou aditivni funkei u tako-
vou, Ze u(0) = 0 a Ze X C u(X) pro kazdou podmnozinu X. Funkei »
nazyvame topologii,” jednoduse .zna¢ime u(X)= uX a prostor 7'
nékdy znacdime (7', u).

Z definice uzavéru vychazf, Ze mnoZina U je okolim bodu z
v L-prostoru, kdyz a jen kdyZ xz,e U pro skoro viecka n, kdykoliv
lim x, = 2. Tato okoli spliuji prvé dva Hausdorffovy axiomy
okoli,?) kdezto tieti obecné nikoli.

Redlnd funkce f(z), definovand v topologickém prostoru 7',
je spojité v bodé a € 7', kdyZ k libovolnému ¢ > 0 existuje okeli
U bodu a tak, Ze |f(x) — f(a)| < € pro kazdy xe U. V L-prostorech
je tato definice ekvivalentni s vétou: Redlnd funkce f(x) je spojitd
v bodé @, kdyz a jen kdyz lim f(x,) = f(lim z,), kdykelivlim z, = a.
Dikaz toho snadno vyplyva z definice okoli v L-prostoru.

$) Axiomy Fréchetovy zni: 1. Je-li 2, = x pro ka%dé n, pak lim z, = «.
2. Jestlize lim x, = ‘z, pak také lim Ty, = T Viz H. Fréchet, Les espaces
abstraits, Paris 1928, str. 164. '

#) Axiomy Kuratowského zni: I. XUY = _X_ UY.IL Je-li X prazdns
nebo jednobodové mnoZ¥ina, pak X = X. ITI. X = X. Viz C. Kuratowski,
Topologie I, Lwéw 1933, str. 15.

7) Hausdorffovy axiomy okoli zni: A) KaZdému bodu x odpovid4 aspoit
jedno okoli U(x) a ka%dé okoli U(x) obsahuje bod z. B) Jsou-li U(x), V(x)
dvs okoli tého¥ bodu, pak existuje okoli W(z), jeZ je &asti obou. C) Le#i-li
bod y v okoli U(x), pak existuje okolf U(y), jeZ je asti U(x). D) Ke dvéma
riiznym bodam x a y existuji dvé okoli U(x), U(y) bez spoleénych bodi. Viz
F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, str. 213.
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Necht jsou dany dvé abstraktni mnoziny 4 a B o nekonet-
nych mohutnostech a < b. Body prvé mnoziny budeme znagditi a
nebo z, body druhé mnoziny b nebo y. Zvolme pevné body a e 4,
b € B a zavedme a priori konvergenci takto:

lim 2, = a; kdyZ z, = a pro vSecka n, nebo kdyz xm =+ x» pro
m == n.

lim y, = b, kdyZ y, = b pro vSecka n, nebo kdy%z ym == y» pro
m == n.

Do mnoziny P = AX B — (a, b), kde A X B je mnoZina prvkd
(%, y), x € A, y ¢ B zavedeme konvergenci takto:

lim (za, y) = (@, ¥), kdyZ x, = a pro vSecka =, nebo kdyZ
Xmi == Ty Pro m == n,

hm (2, y») = (2,b), kdyZ yn = b pro viecka n, nebo kdyz
Y E"Yn PrOo m == n.

- Viéta l, Je-lu fy) spojitd fumkce na prostoru B, pak e:mstuye
redlné Cislo k takové, %e f(y) = f(b) = k pro vdecky body y € B s vy-
;nmlcou nejvy§ spoé’etneho poctu y.

Dtikaz. Nastane jeden ze tif pifpadi:

. 1. {(B) je nespodetnd minoZina reilnych &isel.
e 2. f(B) je spodetna a existuji asponi dvé &isla k, = k, tak, Ze
fty) = ky, f(y) = ky v obou piipadech pro nekoneéné mnoho bodu
Ye
3. f(B) je spoéetna a existuje nejvys jediné &islo k, s vlastnosti
uvedenou sub 2.

. Pripad 1 nemiiZe nastati. Z 1 vyplyva totiz existence dvou
redlnych &isel k, = k,, jeZ nejsou isolovana v mnoziné f(B). V f(B)
existujf pak prostes) diselné posloupnosti {f(ba)} a {f(b's)} takové, Ze
lim f(by) = ky, lim f(b',) = k,. JelikoZ f(y) je jednoznacna funkce
tvoif body by, b'n dvé prosté posloupnosti, které podle definice kon-
verguji k bodu b Funkee f(y) je spojita, takze lim f(b,) = f(b) =
= lim f(b’,), coZ je spor s pifedpokladem k, = k,.

Pifpad 2 nemuize nastati. Z 2 vyplyva existence dvou prostych
posloupnosti {b,.}, {b'n} v prostoru B takovych, Ze ky = f(bs), ks =
= f(b's) pro kazdé n. To opét vede ke sporu s predpokladem
ky = ky.

Nastane tedy ptipad 3. Jest f(y) = k, = k = f(b) pro viecka
Y € B s vyjimkou téch y, pro néz f(y) = k, a téch je nejvys spoetny

det.
Po Vita 2. Necht f(z) je spojitd funkce na prostoru P = AXB —

— (a, b). Pak existuje redlné ¢&islo k s viastnosti f(z) = k pro vdecka
z = (a, ¥), @€ na mnoZinu vijjimek o mohutnosti nejvy§ a. Ddle je
Iim f(2n, b) = k, kde zm = xn pro m £ n, z, = a.

8) Posloupnost je prosté, kdy¥ jsou viecky jeji &leny navzéjem rfizné.
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