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Časopis pro pěstování matematiky, a fysiky, roč. 73 (1948) 

Regulární prostor, 
na němž je každá spojitá funkce konstantní. 

Josef Novák, Brno. 

(Došlo 10. listopadu 1947.) 

M. Fréchet položil ve svých Esquisse problém: Nalézti pokud 
možno nejobecnější typ prostorů, v nichž existují nekonstantní 
spojité funkce. P. Urysoím dokázal,1) že takové funkce existují 
v každém normálním prostoru. Sestrojil2) Hausdorffův spočetný 
prostor, kde všechny spojité funkce jsou konstantní. Výsledky, 
k nimž Urysohn došel, jsou neobyčejně důležité a měly značný vliv 
na vývoj topologie. Nicméně však Fréehetův problém nebyl řešen 
úplně. Urysohn k tomuto problémů poznamenává:3) „Es ist mir 
nur nicht gelungen zu entscheiden, ob auch reguláre Ráume existie-
ren, in denen alle stetigen Funktionen konstant sind". 

V této práci uvádím konstrukci regulárního prostoru R o libo­
volné nespočetné mohutnosti, v němž každá spojitá funkce je kon­
stantní. Na rozdíl od Urysohna používám při konstrukci převážně 
konvergentních posloupností. Při tom provádím dvě určité modifi­
kace, z nichž prvou nazývám Tychonovovou, neboť její idea po­
chází od Tychonova.4) 

Sestrojuji nejdříve regulární L-prostor, na němž každá spojitá 
funkce je konstantní. Tento prostor však, jako řada jiných L-prósto-
rů, nemá otevřená okolí. A tu používám podobné myšlenky jako je 
Čechova J7-mo4ifikaee dané topologie. Dostávám tak regulární 
prostor R se zmíněnými vlastnostmi. 

Urysohnův problém jsem řešil v září 1946. Ke konci téhož roku 
4ošel do Prahy sešit Annals of Mathematics, 47 (1946), v němž 
EdWin Hewitt řešTtýž problém takto: Nechť K je nekonečné kardi­
nální číslo, jež není součtem 80 kardinálních čísel menších než a. Pak 

1 ) Paul Urysohn, Uber die Machtigkeit der zusarnrnenhángenden Men-
gen, Math. Annalen, 94 (1925), str. 262. 

2) Loc. cit. str. 274. 
3) Loc. cit. s tr . 290. 
4) A, Tychonoff, Uber die topologische Erweiterung von Ráumen,, 

Math. Annalen, 102 (1930), str. 554, pozn. 1 0 ) . 
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existuje regulární prostor R o mohutnosti H, v němž každá spojitá 
funkce je konstantní. Obě řešení, Hewittovo a moje, jsou na sobě 
nezávislá. Priorita náleží však Hewittovi, neboť jeho řešení bylo 
zasláno do tisku v říjnu 1945. Přesto uveřejňuji svoje řešení, neboť 
je obecnější, udávajíc konstrukci prostoru R pro libovolnou nespo­
četnou mohutnost. Také methoda konstrukce a důkazu je jiná, než 
jaké užívá Urysohn a Hewitt. 

I. 

Bodová množina se nazývá L-prostorem, jsou-li v ní definovány 
konvergentní bodové posloupnosti {xn}, kterým jsou jednoznačně 
přiřazeny určité body (limity) x = lim xn, k nimž tyto posloupnosti 
konvergují. Přitom musí býti splněny dva známé Fréchetovy 
axiomy konvergence.5) Topologie se zavádí do L-prostoru definicí 
uzávěru: 

Uzávěr uM množiny M je množina bodů x == lim xn, kde 
xn € M. Tyto uzávěry splňují známé Kuratowského axiomy6) až na 
jeden: V L-prostoru nemusí býti uzávěr uzavřený. Z toho důvodu 
zobecníme pojem topologického prostoru. Budeme jím rozuměti 
množinu T a v n í definovanou množinovou aditivní funkci u tako­
vou, že u(0) = 0 a že X C u(X) pro každou podmnožinu X. Funkci u 
nazýváme topologií, jednoduše značíme u(X) = uX a prostor T 
někdy značíme (T, u). 

Z definice uzávěru vychází, že množina U je okolím bodu x 
v L-prostoru, když a jen když xne U pro skoro všecka n, kdykoliv 
lim xn = x. Tato okolí splňují prvé dva Hausdorffovy axiomy 
okolí,7) kdežto třetí obecně nikoli. 

Reálná funkce f(x), definovaná v topologickém prostoru T, 
je spojitá v bodě a c T, když k libovolnému e > 0 existuje okolí 
U bodu a tak, že \f(x) — f(a)\ < e pro každý xe U. V L-prostorech 
je tato definice ekvivalentní s větou: Reálná funkce f(x) je spojité 
v bodě a, když a jen když lim f(xn) = /(lim zn), kdykoliv lim xn = a. 
Důkaz toho snadno vyplývá z definice okolí v L-prostoru. 

5) Axiomy Fréchetovy zní: 1. Je-li xn = x pro každé n, pak lim xn = x. 
2. Jestliže lim xn — *x, pak také lim xn. — x. Viz H. Fréchet, Les espaces 
abstraits, Paris 1928, str. 164. 

*) Axiomy Kuratowského zní: I. XUY = XUY. I I . Je-li X prázdná 
nebo jednobodová množina, pak X — X. I I I . 3T — X. Viz C. Kuratowski, 
Topologie I, Lwów 1933, str. 15. 

7) Hausdorffovy axiomy okolí zní: A) Každému bodu x odpovídá aspoň 
jedno okolí U(x) a každé okolí Ú(x) obsahuje bod x. B) Jsou-li U(x), V(x) 
dvě okolí téhož bodu, pak existuje okolí W(%), jež je ěástí obou. C) Leží-li 
bod y v okolí U(x), pak existuje okolí U(y), j©ž je ěástí U(x). D) Ke dvěma 
různým bodům x a, y existují dvě okolí U(x), U(y) bez společných bodů. Viz 
F . Hausdorff, Grundzúge der Mengenlehre, Leipzig 1914, str. 213. 
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Nechť jsou dány dvě abstraktní množiny A a B o nekoneč­
ných mohutnostech a < b. Body prvé množiny budeme značiti a 
nebo x, body druhé množiny b nebo y. Zvolme pevně body a c A, 
b c B a zaveďme a priori konvergenci takto: 

lim xn = a, když xn = a pro všecka n, nebo když xm 4= %n pro 
m 4= n. 

lim yn = 6, když yn = b pro všecka w, nebo když i/m 4= yn pro 
m 4= ^. 

Do množiny P = A X B — (a, 6), kde J. X J5 je množina prvků 
(x,y), xeA, y e B zavedeme konvergenci takto: 

lim (xn, y) = (a, y), když xn = a pro všecka n, nebo když 
% ; + Xn pro m 4= w, 

lim (x, yn) = (x, b), když yn = b pro všecka n, nebo když 
#*"¥% pro m 4= w. 

Věta 1. Je-K /(?/) spojitá funkce na prostoru B, pak existuje 
reálné číslo k takové, ze f(y) = f(b) = k pro všecky body y e B s vý­
jimkou nejvýš spočetného počtu y. 

Důkaz. Nastane jeden ze tří případů: 
1.,/(.B) je nespočetná množina reálných čísel. 

f • 2. f(B) je spočetná a existují aspoň dvě čísla kx 4= k2 tak, že 
fty) ==.= jkl9 f(y) = k2v obou případech pro nekonečně mnoho bodů 
yeB. 

3. f(B) je spočetná a existuje nejvýš jediné číslo kx s vlastností 
uvedenou sub 2. 

Případ 1 nemůže nastati. Z 1 vyplývá totiž existence dvou 
reálných čísel kx 4= k2, jež nejsou isolovaná v množině f(B). V f(B) 
existují pak prosté8) číselné posloupnosti {f(bn)} a {f(b'n)} takové, že 
lim f(bn) = kx, lim f(b'n) = k2. Jelikož f(y) je jednoznačná funkce, 
tvoří body bn, b'n dvě prosté posloupnosti, které podle definice kon­
vergují k bodu b. Funkce f(y) je spojitá, takže lim f(bn) = f(b) = 
2= lim f(b'n), což je spor s předpokladem kx 4= k2. 

Případ 2 nemůže nastati. Z 2 vyplývá existence dvou prostých 
posloupností {bn}, {b'n} v prostoru B takových, že kx = f(bn), k2 = 
= f(b'n) pro každé n. To opět vede ke sporů s předpokladem 
tcx ^ ic2. 

Nastane tedy případ 3. Jest f(y) = kx = k = f(b) pro všecka 
y c B s výjimkou těch y, pro něž f(y) 4= k, a těch je nejvýš spočetný 
počet. 

Věta 2. Nechť f(z) je spojitá funkce na prostoru P = AxB — 
— (a, b). Pak existuje reálné číslo k s vlastností f(z) = k pro všecka 
z.-= (a, y)9 aé na množinu výjimek o mohutnosti nejvýš a. Dále je 
íimf(xn,b) = k, kde xm 4= xn pro m 4= n, xn 4= a. 

8) Posloupnost je prostá, když jsou všecky její členy navzájem různé. 
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