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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

GAST MATEMATICKA

Faisceaux de Darboux et questions connexes dans
Pespace affine courbe.

V. Hlavaty, Praha.
(Conférences tenues & 1'Université de Bucarest.)
(Regu le 7 décembre 1936.)

Introduection.

Etant donnée une surface dans l’espace plan & trois dimen-
sions, on peut construire en chaque point régulier de la surface le
faisceau de quadriques de Darboux. Parmi ces quadriques, il y en
a une (d’ordre 4) privilégiée, & savoir celle de Lie, généralisée par
M. Cech pour le cas & plusieurs dimensions. Dans le cas général
d’une hypersurface. (non)holonome, plongée dans un espace & n
dimensions & connexion linéaire générale (symétrique ou non),
le probléme analogue n’a pas été jusqu’alors étudié. (Dans le
travail cité a la page 233 les auteurs ont étudié un cas particulier
~d’une hypersurface holonome, plongée dans l’espace projectif & la
connexion symétrique.) La premiére partie de ce Mémoire est consacré
& l’étude de ce cas général. Nous trouverons deux faisceaux de
tenseurs!) quadratiques d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome)
dont chacun présente une certaine analogie au faisceau de quadri-
ques de Darboux. Dans chacun de ces faisceaux on peut privilégier
un tenseur quadratique moyennant des conditions géométriques
d’ordre 4 (3 dans le cas non holonome). Nous appellerons ce tenseur
,tenseur de M. Cech*. :

Dans la seconde partie de ce Mémoire nous étudions en détail
le probléme de la normale affine de ’hypersurface (non) holononie
en jeu.?) En particulier nous construirons un faisceau linéaire de
normales affines d’ordre 3 (2) dont l’'une est intimement liée au
second des faisceaux de tenseurs, mentionnés plut haut. Chaque

1) Nous appellerons ,,tenseur* chaque grandeur symétrique ou non
symétrique. ~ ' .

%) Cfr. le travail de l’auteur cité & la page 243 et de plus la Note dans
Kon. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, 38, 738—T743 (1935).
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normale d’ordre 3 (2) induit dans I’hypersurface une connexion
d’ordre 3 (2), dont quelques unes constituent un systéme, dont des
éléments sont définis moyennant un nombre réel z. La valeur

= 0 nous méne aux équations bien connues de Mainardi-Codazzi.

On sait bien que si I’espace ambiant est un espace métrique
(conforme), on peut construire une direction orthogonale & I'hyper-
surface en jeu, quelle qu’elle soit la connexion métrique de
l’espace ambiant, pourvu qu’elle soit déduite d’une métrique
quadratique qui conserve I’orthogonalité a I’hyperplan tangent de
T'hypersurface. Dans le cas général affine que nous étudions dans
ce Mémoire, une telle construction, indépendante de la connexion
de l’espace ambiant, est impossible. En effet; nous démontrons a la
fin de ce travail que ’on peut transformer — moyennant une trans-
formation affine d’ordre 3 (2) de la connexion correspondante —
n’importe quelle normale d’ordre 3 (2) en n’importe quelle autre
normale d’ordre 3 (2) donnée d’avance. Autrement dit, toutes les
normales d’ordre 3 (2) sont équivalentes du point de vue affine.

Le Mémoire présent nous servira comme base & 1’étude —
déja rédigée, mais pas encore publiée — du cas plus général d’une
hypersurface (non)holonome, plongée dans l’espace projectif & n
dimensions, & connexion projective générale (symétrique ou non
symétrique).?)

1 Notions fondamentales. -

Désignons par 2”%) des coordonnées curvilignes d'un espace L,
& n dimensions, doué d’une connexion aux coefficients I"3,”. Ima-
ginons donnée, dans L,, une hypersurface X,,_l moyennant les
équations para.metnques ’

2 = a"(yr+1, ..., ¥l : (1, 1)

Ici et dans la suite nous n’envisagerons que des points de X,,_l,
ol la matrice

ox! oxn
: : - (1,2)
3.;:1 ' éx"

" %) Cfr. ‘Bortolotti- Hlavaty: ,,Contributi alla teoria delle connessioni I.
(Annali di Matematica. pura ed applicata, Ser. 4, Tomo 15, 1--71, 1936—37.)
o 4)-Des indices grecs parcourent les-s boles ,2,...,n Des indices
" latins (b. lexceptlon de z, Y z) parcourent les symboles n+1,..,2n—1.
w0




est du rang n — 1. Il s’ensuit que les n — 1 vecteurs contrevariants
de L,

ox’

U'(y) = =

U(y) =17 e

sont linéairement indépendants. D’autre part;il est bien connu que

si 'on envisage non seulement des transformations des coordon-

nées 2’, mais en méme temps aussi des transformations des coor-

B oz’
données y°, les 5 _
de transformations, un tenseur mixte, dit tenseur-unité de X, ;.
C’est. par cette raison que nous écrirons aussi, & c6té de (1, 3a),

o) —
U, (y)= aya' ‘
Il est bien connu qu’une hypersurface non holonome Xj_; peut
étre définie moyennant » —1 champs vectoriels contrevariants, liné-
airement indépendants que nous voulons désigner par U’(z). Pour
a

(1, 3a)

constituent, par rapport a ces deux familles

(1, 3b)

ne pas restreindre la généralité du probléme, nous sommes forcés
d’admettre, & coté des vecteurs U’(x), des vecteurs
plt

U(@) = 4eH(a) U(2) Wy

comme équivalents. Ici A,®(x) est n’importe quel systéme de fonc-
" tions scalaires des 2%, au déterminant == 0. Ces équations mémes
nous font voir que ’ensemble des fonctions U(z) constitue un
tenseur mixte, dit tenseur-unité de 1’hypersurface non holonome
en jeu. Nous le désignerons par U,"(x).

Afin que nous puissions traiter le probléme concernant 1’hyper-
surface holonome en méme temps que celui de I’hypersurface non
holonome, nous ferons des conventions suivantes:

a) X, désignera ou bien X, 1, ou bien Xp;,

b) U U X
Y= pour une s
‘e Taf”(y_) _ Xp
v : n
e = {Gitpf o we
<) Aba' = aya Ap® = aya pour une Xn—1,

= o A=y

tandis que les mémes symboles désignerons n’importe quel systéme
des fonctions scalaires des 2” pour une X,_;. Mais en tout cas nous




supposerons
A;=Dét|Abﬂ'| +0.9)

4, = Det

Par les mots ,,changement du repére* de X™ | nous entendrons
une transformation des coordonnées y* pour une X,_;, ou bien

une transformation (1, 4) pour une Xp_;.
. ) :
Ua‘ '5;_;. :——1

d) O = 5 ( pour une

oy

Si p, est le symbole de la dérivée covariante par rapport a la
connexion de l’espace ambiant L,, nous écrirons , pour Uiy

Va = Ua"VA-

Remarque. Partout, ot nous voudrons accentuer que les U sont:
& envisager comme vecteurs de L, (ce qui sera parfois nécessaire
dans l’analyse) nous écnrons U" en réservant les symbolés U,* au

X n—1

cas ol les U sont & regarder comme constituant le tenseur unité.

- (2) Grandeurs fondamentales.

Sl le vecteur ex dés1gne n’importe quelle solution du systéme

Uale], = 0 . (2, 1)
1a solutlon la plus générale de ce systéme est manifestement
‘ea = f €2 v (2, 2)

[ étant n 1mporte quelle fonction de position. Cette équation sera
dite dans la suite ,,le changement du facteur*. Sl une expression &
change & cause de (2,2) en

‘D = fp, (2, 3)

nous dirons quelle est du dégré d = z. Ainsi pér exemple le tenseur
Pab = Up*dues — I z,.’Ua“Ub e, = Upt Vaez (2, 4a)

est du dégré d =1 o o ,
- ‘Pab=fPab ' S (2 4b)

Si en particulier d = 0, nous dirons que l'expression en jeu est
intrinséque. En voici un exemple, dont nous aurons besoin
plus tard: Soit T, le détermmant multiplié par (— 1)*+1,.que 'on
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obtient de la matrice (1, 2)%) en y supprimant la colonne
Uns1

U gn—l
Cela étant, désignons par ‘T’; ce que devient 7; dans un systéme
nouveau de coordonnées z*, si I’on change en méme temps et le
repére et le facteur:

. o0z’
‘T ¢ = A A.'_IT. N 37
A [ ax‘ (2’ 5)
ox” ’

o)

T'; est donc intrinséque. Son poids extérieur (c’est-a-dire.I’exposant
de 4,) est p, = 1.5) Son poids intérieur (c’est-a-dire I’exposant
de 4;) est p; = — 1. Les nombres d, p,, p; constituent ce que nous
appellerons ,,la caractéristique** de la grandeur en jeu, et désigne-
rons par (d, P, p;). Donc, T est & la caractéristique (0, 1, — 1).
Un autre exemple d’une grandeur intrinséque est livré par le tenseur

Hab == Ub‘aaTA - FA Ua“Ub Tv (2, 6)

a la caractéristique (0, 1, — 1). Ici et partout dans la suite nous
supposerons'que le rang de Hgp soit n — 1. Il s’ensuit que Pgp est
de méme rang et de plus que l'on peut construire les grandeurs
inverses P®, H% suivant la loi .

Pabp,, = PP, = §pb, ‘

HabHac = Hbcha = 6cb: (2’ 7)
ou ¢ est le symbole bien connu de Kronecker. La caractéristique
de P® est (—1,0,0), tandis que H® est & la caractéristique
(0,—1,1). Le determmant H de H, est a la caracter1st1que ,
[0 n—1,—{n 4 1)] et par conséquent :

1

t = T,H T a1 est & la camcténsthue ( P T 0),‘

(A = Dét.

5) Si ’on a affaire & une X®

n_y»on a & remplacer lesz—y-a dans (1, 2)

par U,’. La grandeur T, est analogue & celle, (désignée aussi par T})

employée par MM. Schouten et Haantjes dans leur Mémoire ,,Zur allge-
meinen projektiven Differentialgeometrie‘. -[Compositio Mathematica, 8-
1—51 (1936).]

8) Pour éviter- tout malentendu, nous remarquons expressément que
fes indices ¢ et ¢ dans P, 4,0t Py, 4; ne sont pas des indices de eqvariance

et ne signifient que l’a.brévmtlon pour ,,extérieur’’ resp. »intérieur.
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1
_ TR ot 3 it 2 -
hay = HaH est & la caractéristique (O, pray £ 0},

(2, 8)

1
b b +1 —2
het — HobH" § (0, s 0),
2

_ _ gl 2(n —1)
h = Dét hab 5 m 'Y (0, _n-l——].’ -_— 2).

Remarquons en passant que grice & ’équation
U azT A= 0 (2’ 9)
qui est la conséquence de la définition de T'; on a non seulement
' Uty = 0, ’ (2, 10)
mais en iméme temps aussi

1
hay = Uprpa ThH "' =

- (2,11)
=-H " (U#8,T3 — N2 UsbU,) = Ustpats,
ordre ordre i
(cas hol.) | (casnonhol.) Pe Pi
Us 1 0 0. 0 0
e; 1 0 1 0 0
Pa 2 1 1 0 0
Pab 2 1 —1 0 0
T, 1 0 0 1 —1
Hep 2 1 0 1 —1
Heb 2 1 0 —1 1
. 2
t 2 1 0 el 0
2 .
\ 0
has 2 1 0 |
: 2
ab —
hs | , 2 . 1 0 | 0
2(n—1) -
— —2
h 2 1 0 |
2
I 2 1 —1 gy | 0




et que si 'on tient compte de (2, 7) et (2, 8) on en déduit
habh“ = hbahca = 6cb- ' (2: 12)

La derniére notion, dont nous aurons besoin plus tard et que
par conséquent nous introduirons en ce lieu et celle de 1’ordre:
Si la construction d’une expression exige effectivement ’emploi du

symbole O, . .. Oa, (ou bien mais si les symboles

. oP
oxt: . . . ox¥p)

Oa, + « + Oay (ou bien pour ¢ > p n’y interviennent

oxk . . . Oxkq
pas, nous dirons que cette expression est d’ordre p.

Dans la figure (p. 234), le lecteur trouvera non seulement
Pordre des grandeurs jusqu’alors déduites, mais en méme temps
aussi les nombres qui constituent leurs caractéristiques. (La fonction
¢, qui figure dans la derniére ligne, est définie par ’équation (9, 1a).)

(3) Cas non holonome.

Dans ce §, nous ne traiterons que le cas d’une hypersurface
non holonome, en cherchant un faisceau de tenseurs quadratiques
du rang » que l'on peut adjoindre au point examiné de I’hyper-
" surface, de maniére que sa projection dans #; nous conduise aux
directions asymptotiques. Le rang de % étant »— 1, on déduit
facilement de (2, 11) que le rang du tenseur |7t est ou bien n, ou
bien n — 1. Dans le premier cas, le tenseur du rang n et d’ordre 2

ur = s (3, 1)

est & la caractéristique (0, 0) et sa projection dans ¢,

2
n+ 71
a savoir

0, Ua*Us* = hap
nous méne aux directions asymptotiques. Or si w est n’importe

quelle fonction & la caracténsthue (0 +21, 0), le faisceau de

tenseurs . -

*aur = @uz + Wiala 3, 2)
jouit des mémes propriétés que le tenseur a,i lui-méme, pourvu
que w ne soit une des racines de I’équation

Dét. | aus + wiuta | = 0.
Examinons maintenant le second cas, ot le rang du tenseur

(3, 1) est n — 1. Le cas échéant iln y a qu’une seule solution n du
systéme :
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M =0, nMr=1 (3 3a)

et cette solution est d’ordre 2, ayant la caractéristique (0, —— +1
Nous nous en servirons pour démontrer que le rang du tenseur
(3, 2) est » pour w =% 0. Introduisons & cet effet les grandeurs
{ U’ pour x =a

z

n® pour r = 2n

(x=n+1,...2n)

e =
z

et les expressions .
Ay =e*et*ay,;, (x,y=n-+1,... 2n).
. Ty
On a en particulier
) Ap = hab, Az on = 02w
et par conséquent le déterminant de A,,,, peut dtre écrit

Dét | gy | =

Agnei w

l——wh

Parce que le rang des déterminants de *a,, et de A4,, est manifeste-
ment le méme, la derniére équation prouve notre assertion.

Pour privilégier un des tenseurs (3, 2), introduisons avant tout
le tenseur de courbure R,,s* et celui de torsion S, de l’espace
ambiant L, ‘ ' A

) 2 o
me\" = W I‘Am’ - ’a?, Flnv + Pap.'-plma e Famvplp“

’ ) 1
S‘"ﬂ - F[w/t] = _2" (qu' - uwv)
et de plus, le tenseur dans L, _
W = hoU: Uy, (3, 3b)
Cela étant, remarquons que 1’1dent1te bien connue de Padova-
Bianchi nous donne
_ D ol ity = KRty + 280,77 o12), (3, 4a)
d’otr il suit '
o b o ws = B upots + 20N (el utr =
= hml(Vmeti. + Rum). b+ 2Sam Vatl)

(3, 4b)
D autre part, en tenant compte de (2, 11) et (3, 3b), on trouve

horp gty = h®hgy = n — 1. (3, 4¢)
Or, les équations (3, 4) et I’équation du faisceau en jeu o
‘ *au1 = Futs + wist, ‘ o (3, 5)



nous autorisent & écrire

po*raun = RN poputs + whipats) =
=k pupots + (0 — 1) wi, + (3, 6)
+ BHRous’ty + 280,* Pata).
Cette équation peut étre simplifiée & cause de (3, 4c), d’olt I'on
déduit
gty = — (7 uh*?) pota.
Nous pouvons donc écrire, grace & (3, 6)

WA * e = — (koY) pats + (n— 1w+ (3,7)
+ 1k} Rouity + 280,°F ot2).
Parmi des tenseurs du faisceau (3, 5) il y en a un privilégié, pour .
lequel le vecteur h°*py,*a,1 dans 'espace affine plan (R,.=0)
et sans torsion (8,,” = 0) soit incident avec n”. C’est le tenseur
défini moyennant (3, 5), ol

w = % (7 wh®?) pota. : (3, 8)
En effet, si ’on substitue cette valeur dans (3, 7), on obtient
_ n"h""V.,,*a,,l = n"k“"(Rw,,;,'t, + 28«,,,"7‘,&), 3, 9a)
d’olr il suit pour I’espace plan et sans torsion
n*hory ¥, = 0. _ (3, 9b)

Le tenseur h®4 étant d’ordre 1 pour une X5, la fonction ‘w, définie

par (3, 8), et par conséquent aussi le tenseur privilégié sont d’ordre
deux:

A chaque point d'une X;—;,0out le rang du tenseur p
est n—1, on peut adjoindre un faisceau de tenseurs
quadratiques (3, 5) d’ordre deux, du rang n (pour w == 0).
Parmi ces tenseurs, il n’y en a qu'un d’ordre deux, pour
lequel résulte valable I'équation (3, 9a). C’est le tenseur
qui correspond a la valeur (3, 8).

En suivant I’analogie du cas classique (d’une surface holonome
dans l’espace plan a trois dimensions) on pourrait appeler ,,faisceau
de Darboux* le faisceau (3, 5) et le tenseur privilégié ,,tenseur de
M. Cech*‘. Mais remarquons expressément que dans le cas classique
le faisceau de quadriques de Darboux est constitué par des quadri-
ques d’ordre trois et la quadrique de Lie (généralisée pour » > 3
par M. Cech) est d’ordre quatre. C’est par cette raison que nous
n’adopterons pas ces dénominations dans ce cas, en les réservant
pour d’autres faisceaux, étudiés dans des §§ suivants. (L’abaisse-
ment de 'ordre dans notre cas est di au fait qu’une hypersurface
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non holonome nous permet de construire I’hyperplan tangent,
dans n’importe quel point de l’espace ambiant, tandis que des
hyperplans tangents d’une hypersurface holonome n’existent que
le long de lhypersurface en jen.)

(4) Cas géneral. Premier faisceau de Darboux.

Dans ce § nous reprenons le cas général d’une X™, dans L,,
en cherchant un faisceau de tenseurs symétriques, quadratiques,
du rang n, adjoint au point de I’hypersurface en jeu de maniére
que sa projection dans #; nous conduise aux directions asymptoti-
ques. Cherchons & cet effet la solution a,1 = @i, du systéme

1
Ut Up* = hap) = - (Pad + hea). (4, 1y
En désignant par %,; = %, n’importe quelle solution de (4, 1),
la solution la plus générale peut étre écrite

al“ = oa[ul + pl‘t;' + pltp “I‘ thtb (4’2)

Pu étant n’importe quel vecteur & la caractéristique (0, 0, 0) et w
n’importe quelle fonction de position & la caractéristique.

(0, ﬁ-_—-{_—i’ 0). Pour fixer le vecteur p, d’'une maniére convenable,
nous introduirons les tenseurs

@ape = Ug2Up# Ucsz Qui, %aapc = Uys?Up# Ucle oa/uh (4, 3)
liés par I’équation, déduite de (4, 2) et (2, 11)

Aape = “Aape +'hacpb + habpc (4, 4)
(P = Us'pa),
d’ol il suit :
kabaabc == oaabchab + npc. (4, 5)’
La condition nécessaire et suffisante pour avoir L
7%, = 0 - (4, 6)
est donc
Do = — % %aqpch®. (4, Ta)

Désignons maintenant par °p, n’importe quelle solution du systéme:
Sk = Usp, (4, Th)
et par (*) n’importe quelle fonction de position & la caractéristique

(0, "n._:-il;’ O). Or, la solution la plus générale de {4, 7b) ésb_ -
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manifestement
. Pu = "Pu + (*) tu. (4, Tc}
Si nous convenons d’écrire (*) pour chaque fonction de position

a la caractéristique (0, -%_-_'*_—21, 0) nous obtenons de (4, 7c) et

(4,2) ' : '
@ur = 32 + °pubs + °patu + (*) tuta. (4, 8)
En partant de la solution °a,; de (4, 1), nous sommes parvenus.
au tenseur (4, 8). Examinons maintenant l'influence exercée au
résultat (4, 8) par le choix particulier de la solution %a,;. Partons a.
cet effet d’une autre solution particuliére %@, * = %.,* de (4, 1).
Les tenseurs %a,, et %,;* sont liés par I’équation

%au* = %a,a + X,, s+ Xa ty + (*) tuta, (4, 9)
X, étant un vecteur a la caractéristique (0, 0,0). Il s’ensuit en
premier lieu

%apc* = U.,2Uy U;QAVwodpl* = a5 + h_ach + hap X

: (Xe = UX,),
et par conséquent
pc* = _—'%oaabc*hab = p(-' '—.' Xc. (4, 10)’
Si I'on désigne par °p,* n’importe quelle solution du systéme
— % Oagpe* B = Upp,* (4, 11)
la solution la plus générale peut étre écrite, grice a (4, 10),
. Pu* = Pu* + ()t = "pu — Xy + (*)ts. (4, 12)
En substituant cette valeur dans '
au* = ‘@u* + p*ts + Pa* e+ ()t (4, 13)

on obtient .
_habdabc* =0, (aabc* = UamUb”U czV @ a;ul*)-

D’autre part, si 'on tient compte de (4, 8), (4, 9), (4, 12) et (4, 13)
on peut écrire )

a“],* = . )
= %u+X,ti+Xat, + (*pu — X )ta + (*pa— Xl)_tﬂ + (*uta =
= au1 + (*)tuta (4, 14y
- Or, quelle qu’elle soit la solution particuliére de (4, 1), dont on se:
sert pour construire le tenseur correspondant, on parvient toujours

a un des tenseurs du faisceau (4, 14). Cette solution particuliére,
dont on est parti, est manifestement d’ordre 2 dans le cas holonome -
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(d ordre 1 dans le cas non holonome) et par conséquent, le vecteur
“p,; défini par (4, 7) est d’ordre 3 (d’ordre 2). Or le faisceau en jeu
de tenseurs (4, 14) est d’ordre 3 (d’ordre 2). Nous voulons examiner
le rang de ses éléments au point de I’hypersurface, ol le céne de
directions asymptotiques

nest pas dégénéré. Cela revient manifestement & la supposition
que le rang du déterminant aux éléments ks soit n — 1. Cela
Pposé, introduisons les grandeurs
{ U pour 2 =a
e?r =1 ¢
z

(x=n+1,n+4+2,...2n)

M étant n’importe quelle grandeur & la caractéristique {0,

M? pour z = 2n_

=)

qui satisfait & M*, = 1. Les grandeurs e" linéairement indépen-

dantes, donnent naissance aux expressmns
Az = eretay,, Az* = ereta,*
Ty zy

: (x,y=n+l,...,2')z)
telles que 3
Aab* = Aab = h(ab), Az zn* = Az on + 6211’(*) = Azn z*-
On en déduit que '
Dét | Agy* | = Dét | Amy | + (*) Dét | ) |-

Grice & la supposition faite sur le déterminant aux éléments %),
nous voyons que le rang du déterminant aux éléments A.* (ou
bien, ce qui revient au méme, le rang du déterminant aux élé-
ments @,:*) est égal & n, si (*) n’est pas la racine de I’équation.
Dét | Auy | + (*) Dét | Ay | = 0. |
A chagque point dune X{;, ot le céne de directions
asymptotiques n’est pas dégénéré, est adjoint un faisceau
de tenseurs quadratiques d’ordre -3 (2 dans le cas non
holonome) du rang » en général, constitué par des ten-
seurs symétriques, satisfaisant aux équations
‘ a,.AU.."U W= h(,b) . ‘
Gapch™® =0, (@ape = U2UpU 2 4 wa/pl)’

Nous appellerons ce fa.lsceau en ‘question ,,premier faisceau -de
Darboux*,

(4,158)
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Remarque: Les tenseurs du premier faisceau de Darboux
étant symétriques méme dans le cas non holonome, les faisceaux.
(4, 14) et (3, 2) ne sont pas en général identiques.

'(6) Suite.

Nous voulons maintenant privilégier, moyennant des condi-
tions convenables, un des tenseurs du faisceau (4, 14). Introdui-
sons & cet effet les grandeurs mixtes

har = pata; %aps = UamUb"Vmoau). (5: 1)
et examinons le vecteur w; qui figure dans .
Wikap = Aabs + Pohar + *pakas, (5, 2)

le vecteur p; étant défini par (4, 7b). En posant we = Udw,, on.
déduit de (5, 2) & cause de (4, 7a)
We = 0

et cette équation nous fait voir que w; est de la forme w; = (*)t;,
la fonction (*) étant fixée par le choix particulier du vecteur °p,.
Ce choix étant arbitraire (pourvu que soit satisfaite I’équation
(4, 7b) par °p,.) on peut fixer %p, de maniére que soit w3 = 0. Pour
cela il est nécessaire et suffisant que °p, soit la solution de

%pibay = — °@avs — Polaz, (5, 3a)
pp étant défini par (4, 7a). Or, cette équation nous donne

1
P2 = — —— (“avr + Pohaz) B (5, 3b)

1
Le vecteur %, ainsi fixé, nous choisirons pour (*) dans (4, 8) une
fonction drbitraire, mais fixe que nous désignerons par w
@pa = %auz + "puta + Pty + wida. (5, 4)
.En introduisant la grandeur
aaps = Us®Up*p oz,
nous déduirons de (5, 4) .

Aaba = "Bapa + Pohar + *Dakap + QU PLpu -+ whikas (5, 5a)
et cette équation se simplifie, grace & (5, 3a): '
T Agpa = (Ub“Va"p,. + wh,,b) ta. A (5, 5b)
: Dautre part si I'on pose o

aas* = Us®Upp ottia®
les equatlons (4, 14) et (5, 6b) nous donnent '
aa* = [Uppapu + (w + (Nhalta. . (5,6)
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Si, en particulier, on pose

() =— =

1 Uy Lps —w (5, 7a)

-on obtient
. het @gp* = 0. (5, 7b)

En partant du tenseur a@,1, défini (moyennant la fonction w) par
{5, 4), nous sommes parvenus au tenseur a@,,*, défini moyennant
{5, 7a) et (4, 14), pour lequel (5, 7b) est valable. Examinons mainte-
nant l'influence du choix de la fonction arbitraire w & ce résultat.
Partons & cet effet d’'une autre fonction arbitraire w et désignons

., 1
par l'indice 1, affecté en bas des symboles respectifs, les grandeurs,
construites & I'aide de . On a en premier lieu, en tenant compte

de ce que le vecteur "p,,, défini par (5, 3b), est 1ndependant de la
fonction w

*Pu = "Pu. (5, 8a)
et en conséquence

Bt = Oy + (w — w) bt : (5, 8b)

D’autre part, la fonctlon ( *) résulte de I’équation, analogue a (5, 7a),

(*)=— U g pu — w, (5, 8¢)
1 n—1 1
<’est-a-dire, grace & (5, 7a) elle-méme,
=% +w—w. : (5, 8d)
1 1
En substituant cette valeur dans .
?yl* = gw\ + (:) tptl, (5’ 9)

on obtient de nouveau
heb aau* =0 (aabl* = U,*U b"Vmapz*)

Les tenseurs a,,; et aua* sont liés par l’équatlon, déduite de (5 8b, d)
et (5, 9) ,
?ﬂl —aﬂl+(w_w+(*)+'w'—w)tt1—apl

Or, quel qu’il soit le tenseur de départ, on parvient toujours au
méme tenseur a,:*, satisfaisant & (5, 7b). Le vecteur %, étant
d’ordre 3 (d’ordre 2 dans le cas non holonome) la fonction (5, 7a),
" qui nous conduit & ce tenseur privilégié est manifestement d’ordre 4 .
- (d’ordre 3 dans le cas non holonome). Nous pouvons donc dire:

Parmi des tenseurs du premier faisceau de Darboux
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{4,14),il y en a un seul privilégié, satisfaisant 4 I'’équation
(5, 7b). Il est d’ordre 4.(d’ordre 3 dansle cas non holonome).

Nous appellerons ce tenseur ,,premier tenseur de M. Cech®.

Le premier faisceau de Darboux n’est constitué que par des
tenseurs symétriques. (Il s’ensuit que méme le premier tenseur de
M. Cech est symétrique.) Dans les lignes qui suivent, nous trou-
verons un autre faisceau de tenseurs quadratiques, dont les élé-
ments ne sont symétriques que dans des cas particuliers d’une
hypersurface holonome dans I’espace ambiant & connexion (seml)
symétrique.

(6) Deuxiéme faisceau de Darboux.

Le point de départ sera maintenant 1’équation
g;uan"UbA = hab- ‘(6’ l)
Si Mgy + 0, le tenseur g, n’est pas symétrique. Pour déduire
quelques conséquences de (6, 1), nous nous servirons des notions,
dont I’étude sera détaillée plus tard: Supposons connue une nor-

male affine N* & la caractéristique (0, 0), normalisée par

—2
n+ 1
N, =1 (6, 2)
et désignons par I'y,° les coefficients de la connexion induite dans
XM, par cette normale. Remarquons expressément que les résul-
tats, obtenus dans ce § et dans le § suivant ne dépendent ni de
la normale N”, ni de la connexion induite par cette nor-
male. La notion auxiliaire de la connexion induite nous permet
d’introduire le symbole D, de la dérivée covariante mixte des gran-
deurs (mixtes).”) L’application du symbole D, est bien connue

et d’allleurs peut étre déduite de la formule pour D,Up’ que nous
citons ici & titre d’exemple: = -

DUy = 2Uy + DUl — U2 = paU” — LU (6, 3)
D’autre part, on sait bien que?)

I’équation

— haoN* = DUy, (6, 4)
Les formules (6, 3) et (6, 4) nous autorisent & poser
. — h[ab]N Y = S;;,’U AU, a* — Tos” . (6,56)
ou
) — T’ = U — I'na°U.". (6, 6)
7) Cette notion est due au fond & M. v. d. Waerden et M. Bortolotti.
Voir (aussi pour le renvoi littéraire): A. Schouten-D. J. Struik ,,Ein-

fithrung-i m die neuren Methoden der D1fferent1a1geometne I, (1935, Gronin-

: gen):

. ') Cfr Hlavat\j »Induzierte und eingeborene Konnexion in den (nicht).
holonomen Réumen*. (Math. Ztschr. 88, 283—300, (1934)).
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{Remarquons expressément que dans le cas holonome on ‘a o Uy =
= 0 et par conséquent 7',” est dans X, ; aussi par son indice ».)
Un autre exemple d’application du symbole D,, dont nous aurons
besoin plus tard est livré par la formule )
Dty = Pata = Pax. (6, 7y
Il s’ensuit en particulier
I2Uc"D[a.Db]t4 = (Rwy;_ Uptt, + 2T 0p* Vatz) UA. (6, 8)

Cela posé, désignons par %,; n 1mp01'te quelle solution du systéme
(6, 1). Le cas échéant, la solution la plus générale peut étre écrite
de la maniére suivante

Jur = Qua + Xba + Yatu + (*)uts, (6, 9)
X, et Y, étant deux vecteurs (& la méme caractéristique (0, 0, 0))
pour le moment arbitraires, et (*) n’importe quelle fonction de

position, & la caractéristique (0 P 0). En introduisant les
grandeurs
%94pc = U,UyU cleogpl = Ub”UcADaogpl;
Jabe = U awa" U cle Jur = Ub”Uc"Da Gua,
on peut déduire de (6, 9) en premier lieu
Jabe = ogabc + Xphao + Y chas, (6, 10)
R (Xb = Ub“.X“, Yc - UC“Y[J)'
Calculons maintenant ggs., dont nous aurons besoin plus tard..
En partant de (6, 1) (pour %,s) on en déduit & cause de (6, 4)
Dihyye = DiaUpUe? Ogur = - (6,11a)
= — hia)N*Ue* g1 — U ha1eN* G2 + °gravie. '
D’autre part, si I'on tient compte de (2, 11), on en peut tirer
Dyghy)e = Dia(Dpta)Us* = — hiaje\N*hoya + Uc*Dia Dy,
et cette équation devient, grice a (6 8)
: Dighye = —k[aw,N *hon + (6, 11b)
+ & Bop’Ua2 Uty + Tar*pata) U
Or, le rapprochement de (6, 11a, b) nous donne
Gtaste = N{hian)\Uo* °gau + hrares(Ust* °gua — hena)] + (6, 12}
+ (‘} -Ram). U wa"tv + Tab Vatl) Uc . ’

Pour donner une forme plus symétrique a cette équatlon nous _
introduirons la grandeur ha, définie, dans le cas holonome, comme
suit: hi, = hqa 81 hpep) = 0, tandis que 81 Byapj £ 0, hag est n 1mporte '
- quelle solution du systéme . »
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hba = Ubl’ua.’) (6, 13&)
Parce que, d’autre part ‘
hoa = UpH(Ug#paty) (6, 13b)
nous nous servirons de hy; pour définir le tenseur mixte Uz pit,
qui n’existe pas dans le cas holonome, en posant
b= Udtpity. (6, 13c)
Cette équation nous servira aussi comme définition pour h;, dans
le cas non holonome, olt Uz#pat, existe et est bien défini. Cela posé
nous pouvons écrire, grace & (6, 5) et (6, 13)
— Tpa*Ulpats = — bpapjN*hie — S:”Up*Uo#hye. (6, 14)
En substituant cette valeur dans (6, 12) on obtient
Gtasie = N{han)(Ue* s — hic) + hiaro(Usy* °gus — hena)] + (6, 15)
+ (‘%‘ -Roml’Uc,'tv + Smp’hva) Uam Ubl‘-
Cette formule, jointe & (6, 10), nous permet.de calculer giape
giavle = N{har)(Ue* 9y — bac + Y 12) + (6, 16)_
+ hia1e(Usy* °9ur — hepa + Xopta)] + (3 Rop Uetty + S hvc) U2Up.
Parce que le tenseur
Glable — (‘i‘ Raml’ Ua;'tr + Swp’hrc) Uam Ub"
ne dépend ni de la normale N’, ni de la connexion induite par cette
normale, il en est de méme avec
N l[h[ab]( Un 09 — ki + Yeta) +
+ btape(Unt* °us — hapa + Xita)].
Autrement dit, le tenseur (6, 17) reste toujours le méme, quelle
qu’elle soit la normale N’, pourvu qu’elle soit normalisée par

Nt, = 1. Pour que ce fait ait lieu il est nécessaire et suffisant que
soit

(6,17)

Prao(Ue*°9au — hac + Yota) = Pavela + Tapes,
Fotale) (Ut °Fur— hoja + Xojta) = Qavebs — Tavors
avec les tenseurs Pape, gase €t Tapea convenablement choisis. Compte
tenu de (6, 1) (pour %,.) et de (6, 13a), on déduit de (6, 18)
h[ab] (U gay — hae + Yeta) U = '—: YapeaUa,
hiaje)(Ust* °gua— hopn + Xpjta) Us* = 0 = — ropealUa?,

et par conséquent 74 est de la forme 7apfs. Il s’ensuit que 1’on
peut poser '

(6,18)

Uc““gzp——hu + thl"'—"'Potl
UtV — boa + Xota = Qo ta,
) Nous nous servirons plus tard de l'indétermination de hy qui

résulte de cette définition (Cfr § 10). Pour le moment nous prendrons pour
h,, n’importe quelle solution arbitrairement fixée.

(6, 19a)
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ou les vecteurs P,, @, dépendent du choix particulier de X, et Y,.
Nous choisirons ces derniers vecteurs de maniére que résulte
Pc = Qc =0, (6, 19b)

c’est-a-dire -
Ua“°91u — by = — Y. 1,
. Uc“ °9,u1 _— hc}. = Xc t;_. )
.Ces équations qui définissent complétement X, et ¥, nous auto-
risent & poser, grace & (6, 16)

Jlable = (% Rmyl’Ucltv + Sam’hvc) anUb“ (63 20)
et de plus, si 'on désigne par °X,, °Y, n’importe quelle solution
du systéme

(6, 19c)

X, =UsX,, Y.=UtY,,
les valeurs de X, et Y, étant tirées de (6, 19¢), le tenseur g, qui
satisfait & (6, 20) est défini par
' Gur = %1 + ° Xtz + Y28, 4 (*)tula. (6, 21)
Avant que nous abordions la question concernant I'influence du
choix particulier de %,; & ce résultat, remarquons ceci: Si l'on
a affaire & une hypersurface holonome dans 1’espace ambiant & con-
nexion (semi)symétrique (ks = 0), on choisit naturellement
pour °,; un tenseur symétrique, °g,,,1 = 0g,,, et par conséquent les
équations (6, 19) nous autorisent & poser X, = Y, Il s’ensuit
que dans ce cas particulier le tenseur g,;, défini par (6, 21), est
symétrique.
Le tenseur g,;en jeu, étant constrmt en partant de la solution
particuliére %, de (6, 1), nous voulons construire maintenant le
tenseur analogue g,:*, en partant d’une autre solution particuliére

%9ur™ = %ur + Puts + qaba + (*)tula (6, 22a)

oli les vecteurs p,, ¢, (3 la méme caractéristique (0,0, 0)) sont
completement arbitraires.!') Le tenseur cherché sera

Gur* = °gu* + °X* fa + ¥ by + (Fhuts = (6, 22b)
=% + (°X* 4 pu)ta + (OY2* 4 @)t + (*)tﬂtls
ol les vecteurs X,*, Y,* sont définis par les équations, analogues
a (6, 19¢), & savoir
—_ Yc* th=UH °gz,;*'—- hlc = (_“ Y.+ q::)th
— X * = U%u* — her = (— Xo + pe)ia.
Or, si 'on désigne par °X,* et °Y,* des solutions pa,rtlcuheres du

- gystéme
X2 =UsX,*,  Y* = UsY,x,
11) Da.ns le cas symétnque nous supposerons Pp = Qo d’ott résulte
ey % 0
/% 93,,

(6, 23)
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on a
0X,* =Xy — pu + (Mt
¥ * =Y, —qu + (¥t
et par conséquent, ’équation (6, 22b) nous donne & cause de (6, 21)

gu* =9+ Xy 4+ pa—pu)ta 4 Y2+ Ga— @)t + (*)uta=
= gur + (*Jtuta.
Quel qu’il soit le choix de la solution particuliére %,s, on retombe
donc toujours & un tenseur de ce faisceau dont chaque élément
satisfait & 1’équation analogue & (6, 20). La méthode analogue
& celle, appliquée aux cas précédents nous fait voir que les tenseurs
du faisceau construit (6, 25) sont en général du rang n et d’ordre 3
{(d’ordre 2 dans le cas non holonome). Nous pouvons donc dire:

A.chaque point d’une XM, est adjoint un faisceau
de tenseurs quadratiques d’ordre 3 (2 dans le cas non
holonome)durangnengénéral, constitué pardes tenseurs
satisfaisant aux équations

a) guUsUp* = hay
b) giate = (} Buus’ Uity + Swp’hre)UaUs* - (6, 26)
(gabc = Ug2Up* UclegpA)o

. Nous appellerons ce faisceau en jeu ,,deuxiéme faisceau de Dar-
boux‘12),

11 est intéressant & remarquer que grice & (6 19¢) l’équa.tlon
(6, 21) nous donne N

Udgau—hie = — Yeba + Yeta = 0,
Udgur — hes = — Xeta + Xefa = 0.
Ces équations nous serons trés utiles plus tard.

(6, 24)

(6, 25)

(6,27).

(7) Les trois faisceaux.

~ Nous voulons maintenant étudier les relatlons qu1 lient les
trois faisceaux (3, 2), (4, 14) et (6, 25). Commengons tout d’abord
par le cas non holonome. Nous I’avons déja remarqué que les deux
premiers faisceaux ne peuvent pas étre en général identiques car
les éléments du faisceau (3, 2) ne sont pas en général symétriques.
Il en est de méme avec (4, 14) et (6, 25) car méme les éléments de
ce dernier ne sont pas symétriques. Il nous reste donc & examiner
le rapport des faisceaux (3, 2) et (6, 25). Parce. que le faisceau

13) Nous aurons encore l'occasion de faire voir qu’a chaque choix
particulier de h,, (dans le cas holonome non symétrique) correspond un

faisceau de ce type et nous en pnvﬂéglerons un par des oondmons eonve-
na.blement choxsles :
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(6, 25) ne dépend pas du choix particulier de °,i, nous prendrons
pour ce tenseur le tenseur a,;, défini par (3, 1), c’est-a-dire

%ur = Pu ta. - (7,1)
Cela étant, on trouve & cause de (6, 19¢), (6, 13c) et (5, 1)
U# Vgi,,—hu =—Yid1 =0,
U,"V“ta-—— hey = — X1 = 0
Or, le faisceau (6, 25) peut donc étre écrit

gua* = puts + ()t
et par conséquent les deux faisceaux (3,2) et (6,25) sont
identiques dans le cas non holonome.

Abordons maintenant le cas d’une hypersurface holonome
dans I’espace ambiant L, 4 connexion non (semi)symétrique (k) 4=
== 0). Le cas échéant (4, 14) et (6, 25) ne peuvent pas se confondre
en général, car les éléments du second faisceau de Darboux ne sont
pas symétriques en général.

11 ne nous reste donc qu’a envisager le cas d’une hypersurface
holonome dans l’espace & connexion (semi)symétrique (k) =
=0, 83" = 81 6,"), ot les éléments des faisceaux (4, 14) et (6, 25)
sont symétriques. Prenons & cet effet pour °g,a le tenseur a,, défini
par (4, 8)

AQua = ogﬂl = %1 + °puta + ity + (*)uta
Le cas échéant le faisceau (6, 25) peut étre écrit
gua* = aua + °Xuta + °Xa by + (*)uta. (7, 2)
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux faisceaux

en question se confondent est donc X = 0, ou bien, ce qui revient-
au méme, grace a (6, 19¢c)

hoa = Uptau.
Cette équation peut étre écrite aussi
Usbaus = Dyta
et les conditions d’intégrabilité illimitée de ce systéme se déduisent

de '1 équatlon DiuUsa,a = DiaDyta
" qui est équivalente &
o Uta®UpPP o@us = Qpap)a =

1 2 ® :
= (Bt — e Benett) Ut + 8. Vs (1,9)

Compte tenu de (5, 5b), cette équation peut étre réduite a

1
‘A«D[apb] =3 (Rwlll n + w1 Rwlm (o) ) U.2Upty, + SoU[a hb]l (7, 4)
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ol dans ce cas particulier

Dyaps) = Up#pa)"pu o
ne dépend pas de la connexion induite et p, est défini moyennant
(4, 7a): '

" La condition nécessaire et suffisante pour que les
deux faisceaux (4, 14) et (6, 25) se confondent dans ce cas
particulier est que le vecteur p,défini par (4, 7a) satisfait
a (7, 4).

: "Remarque. Une des conditions nécessaires pour que ce fait
ait lieu est manifestement aussi
Giavle™ = Gasjc™*. (7, 5)
Mais parce que '
Apaple* = Qapje = 0

et d’autre part, parce que
Jravie* = Grasle = ¥ Rout’tUa®UprUA 4 S, U(g hye
la condition (7, 5) se réduit a 1’équation
Ryt Us®UptU? + 8o Upg hype = 0,
que I’on peut déduire aussi de (7, 4).

(8) Deuxidme tenseur de M. Cech.

Retournons maintenant au cas général (6, 25) de tenseurs
quadratiques pour une X{; et tdchons d’en privilégier un moyen-
nant des conditions convenablement choisies. Introduisons & cet
effet un tenseur nouveau symétrique k% = ke, & la caractéristique

—2 L 3igs \
(0_, P 0), solution du systéme

’ kab — ab
Gead \ Jeash®, , 8, 1)
habka = 0.
Ce tenseur existe toujours (et peut se réduire aussi & k% = 0).13)
Or, le tenseur ,
. . Gab — hab - kab (8, 2)
5 oy —2 . p o . :
a la caractéristique (O, P 0) satisfait aux équations
18) I1 n’y a qu'une seule solution pour n = 3, gmbh“" £ 0, si la
matrice
Jaser  Jaas 1+ Jasar  Jass
Fssar sz + Joses  Fsss
“w a + s ]
est du rang 3. En général, le nombre des solutions particuliéres linéairement

indépendantes du systéme (8, 1) qui composent la solution générale et > 1.
Son caleul n’exige que des considérationg algébriques élémentaires.
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gcabGab 0 habGab =n— 1 (8 3)

Cela étant, remarquons que gréice a la premiére des équations (8, 3)
on peut écrire

Jacb@ = (Jave + 29ater)) G* =+(2fater) + 2g[ab]c) Goe. 1) (8 4a)
Si I'on introduit le vecteur
G“Uc“Vag[;d] =0 = Ub”gll = 2ga[¢b]G“
et si I’on tient compte de (6, 20), on peut écrire pour (8, 4a)
Jact@%° = GU2Up(Rup? UMty + 280u’hec) + 9. (8, 4b)
Cette équation nous fait,voir que 1’on peut poser
GU Y aGus — G“Ua"’(sza’_Uc‘"t, + 2sz'hyc) —ga= Wt (8,5)

oll, bien entendu, la fonction W, & la caractéristique (0, n_—-1—21’ 0)

est bien déterminée. En écrivant .

Uc”Vagyl = Gaca,
on a donc

G“gacl = G“an(Rwla'Uc“tv + 2S‘wi.’hv'c) + ga + Wita. (8, 6)
Parce que d’autre part, a.cause de (6, 25)
‘ Jac* = UlPagua* = Gaer + (*)hactz, 1) (8,7)
le rapprochement des équations (8, 6) et (8, 7) nous donne
Gaci* G% = GQ*U,*(Ruia’ Uty + 280ibve) + ga + [(n —1)(*) + W1
(8, 8)

Or, pour . w (8, 9)

) =—
cette équation se simplifie &
. gacl* G“ = GacUam(RmAa’ Uc“tv + 2Sm1’hrc) + 94-“) (8’ 10)

Examinons maintenant Pinfluence du choix particulier du tenseur

guar & ce résultat! Partons & cet effet d’un autre tenseur Gur du faisceau
(6, 25) .

1

19,.1 = Gua + wihuta _ (8, 11a)

et désignons par lindice 1, affecté en bas, les notions.déduites .

14) Au fond, je dois cette tournure qui méne & (8, 10) au Mémoire cité
" & la page 233. L’équatxon (8, 10) correspond & (2, 66) de ce Mémoire.

18) Cette équation nous fait voir aussi que g,,* K= Fean k. Or,

le tenseur k*® et par conséquent aussi G*® ne dépend pas de la transfor- - -

mation (6, 25).
© 18) 8i L, est un espace plan et sans torsion, cette équation se simplifie &

9001"0% = 0- » (8, 10a)
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moyennant g,;. On a avant tout une équation analogue a (8, 7)
1
iqacl = Jaea + Whactla (8: llb)
d’ot1 il suit & cause de (8, 6) et (8, 3)

G*Gacr = G%Us®(Rara’Ucty + 2Sml’kvc) + 91+ (8, 11c)
t (W 4 (n— 1) w)ta, :

c’est a-dire .
' W=W-+ (n— 1w, (8, 11d)
1
et par conséquent le tenseur g,;* définit par
1 .
gu* = s + (*)tuta (8,12)
1 1 1
ol
: W
¥y — 1 (%)
()= —7ig= () —w (8, 11¢)

jouit de la, propriété
Gacgacl* = Gai:Uum(Rw‘“vaat. + 2Swl'hvc) + ga. (8, 13)
1 .

D’autre part, les équations (8, 1la, e.) et (8, 12) nous autorisent
a poser

i]ﬂl* =19M + (:)tntl = gur + (w4 (*) —w) tula = gua*. .

Quel qu’il soit donc le choix du tenseur de départ, on parvient
toujours au méme tenseur, qui satisfait & (8, 10). Sa construction
nous fait voir qu’il est en général d’ordre 4 (d’ordre 3 dans le cas
non holonome). Donec:

Parmides tenseurs du deuxiéme faisceau de Darboux
(6, 25), il y en a un seul privilégié, adjoint au tenseur G,
satisfaisant & I’équation (8, 10). I1 est d’ordre 4 (d’ordre 3
dans le cas non holonome).

(9) Normale affine, connexion induite.

Jusqu’alors, aucune supposition restrictive, concernante la
connexion de I’espace ambiant n’a pas été adoptée. Dés & présent,
nous restreindrons la généralité du probléme étudié, en suppo-
sant—sauf 1’avis contraire—que la fonction ¢, définie par

< 1
o= (Dét | Ryps® ) +1
" Ruu’Rup’e,es U U UPULUAUY % hed b

soit finie, différente de zéro et non indéterminée. De plus, nous

(9,1a)
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conviendrons d’écrire, méme dans le cas, ol ¢ est indéter-
minée, (ce qui advient par ex. pour R, = 0)
t°=1 : (9,1b)
Cela posé, remarquons avant tout que l’expression ,
Q=1t"""Ph' (P=Dét|Pu]) (9, 1c)

est & la caractéristique (0, 0, 0). Parce qu’elle est différente de zéro,
elle nous autorise & construire les tenseurs

chap = Qz hoas, zhdb = Q—z heb (9, 2a,)

zhabzhac = zhbaz ca — 6cbs (9, 2b)
et de plus la grandeur

qui satisfont &

dr= @ty (9, 20)

ol z est n’importe quel nombre réel. Remarquons que la caracté-
ristique, de méme que l'ordre des grandeurs kg, A%, .2 sont les
mémes que pour Ag, h%, t;. De plus, on a aussi

hav = Ut Up*pusts = Up'pasha. T (9, 2d)

Cela étant, désignons par N” n’importe quelle grandeur & la caracté-
—2

2 n + 1"

. Nt =1 : (9, 3)

et par ¥y° les coefficients de la connexion induite par N*. Ces
deux notions sont liées par 1’équation

zhabN = 0,Uy + I'“, UprUp* — Wyt U (9, 4)

(v01r (6, 3) et (6, 4)). Cette équation peut étre résolue par rapport
& Wpe". Multiplions la & cet effet par b4, = pa.ty

— thay N":hay = thay Va y — Pba® shae. (9, 5a)

ristique (0 O), normalisée par

On en déduit ‘
' Tba‘ = hde zhdv Va l;]' + zhap N? chay zhde- (9’ 6)
Cette équation nous fait voir que méme les coefficients-
zpblao = A% ha; pa U? - (9, 7)
3"

constituent une connexion. La normale ;N* qui induit cette conne-
xion peut étre calculée de la formule analogue & (9, 4)

— chas " = 3Dy U = 0 Uy’ + T2 U Ut — T U, (0, 8a)
oest a-dire, gréce &-(9, 7)
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Hh%

N”

zDa Uy = _“——(VaU '—I’:a Uv)_'

ha
n—

(Va U' 2h% shax yc' Va Eﬂ):

ou bien, ce qui revient au méme

ab
N =— 2, UR)(of — i hay U2F). (9, 8b)

Cette normale est d’ordre 3 (d’ordre 2 dans le cas non holonome).
Elle satisfait 4 deux équations importantes. La premiére est

zhab : zhab y
N7 5ty = T a—1 v Va Ep =1_I———_l Uy Vazr=1, (9s 9a)

la deuxiéme a la forme

hab
2N? Py = nz___ 1 (Va EJZ) (zhel — h% ks zhcc) =

(9, 9b)

(b]‘) (zhel - zho/l) = 0.

Une considération facile nous montre qu’il n’y a qu'une seule
" solution ,N” qui satisfait aux équations (9, 9).18)
Parce que, pour Qi = 9;log Q,°)
har = pa = Qpats + 2Qa t2) = Q*(char + 2Qa tz), (9, 10)

Téquation (9, 8b) nous donne

N — — Q‘ o" (Ve U%) [68 — o U (has + 2Qu 1)

<’est-a-dire
N = Q—‘(oN’ —2UJ Qa oh™). (9, 11)
" Or, les normales .N” constituent un faisceau, déterminé par (N’

et Uy Qd ok®, la derniére grandeur étant dans ™, Chaque

élément de ce faisceau est défini uniquement par la valeur du nombre

réel z. D'autre part P’équation (9, 7) nous autorise & poser, grice
2 (9, 10) )

17) Gréce & la supposition concemante I’équation (9,1b), toutes les
notions & 'indice z existent méme dans le cas, olt ¢ est indé-
terminée, pour z=0.:

%) La démonstration se trouve déja (pour un cas plus simple) dans

le Mémoire de I’auteur, cité & la page 243. On pourrait I’appliquer ici & peu
prés sans changement.

1%) Ici et dans la suite nous supposerons Q; == 0 (on peut toujours
trouver des exemples, ol cette condition est satisfaite). Dans (9, 10) on a,
bien entendu, g2 = hgy, et plus tard aussi ghy, = by B = pab,’
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= @7 J%(has + 2Qa t1)( Va (bJA)QZ,

c’est-a-dire .
2Lpa® = ol‘bac —2z hab hde Qd (9 128,)

Les connexions aux coefficients ,I,° constituent donc un systéme
définit par le vecteur @; et la connexion

ol ba® = 1% has pa U2 (9, 12b)
b

En ne partant que des données du probléme, on peut
construire un systéme de connexions intrinséques (9, 12a),
d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome), induit par le fais-
ceau (9,11) de normales affines, & la caractéristique

(0,;2-,0), d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome).
n+1 :

(10) Normale privilégiée, questions connexes.

On pourrait se demander, si & c6té du faisceau (9, 11) il n’y
a pas d’autres normales d’ordre 3 (2 dans le cas non holonome).
Nous répondrons affirmativement a cette question dans le dernier §.
Or, il n’y a pas des normales privilégiées au sens propre du mot,
c’est-a-dire privilégiées par la nature méme du probléme (que dans
le cas métrique p. ex.). Mais d’autre part, on peut se servir des dates
données de la question pour en choisir quelques prescriptions
géométriques, qui caractérisent telle ou telle normale. C’est ce que
nous ferons dans ce §: Introduisons & cet effet la notion des ,,dl-
rections conjuguées‘‘. Nous dirons que le vecteur w” est conjugué
au vecteur »* par rapport au tenseur 7', si T,w*w* = 0. Nous
dirons méme que les vecteurs w” et v* sont mutuellement con-
" jugués, si & co6té de 1’équation que nous venons d’introduire est
valable encore T',;uw#v* = 0. Cela posé, nous voulons chercher dans
le falsceau (9 11) une telle normale qui serait conjuguée — par
rapport & n 1mporte quel tenseur du deuxiéme faisceau de Dar-
boux — & n’importe quel vecteur tangent de I’hypersurface en
" jeu. Pour que ce fait ait lieu il est nécessaire et suffisant que soit
sa,tlsfmte la relation

U "g,.;,"‘,N‘ U Jur ZNA =02) (10, 1a)
(et bien entendu, aussi (9,9)) pour la normale cherchée N’
Compte tenu de la deuxiéme des équations (6, 27), on peut écnre,
au lieu de (10 la),
her N* = 0, (10, 1b).

%) La premiére des équations (10, la) .est toujours sa.txsfaxbe gréice
a 'éduation (6 25). Or, il nous sufflt de ne considérer que la deuxiéme
- des équations (10, la).
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Le rapprochement des formules (10, 1b) et (9, 9b) nous fait voir,
qu’il n’y a qu’une seule normale qui jouisse de la propriété pres-
crite, & savoir la normale (N*. On a donc

U gus* oN* = Ue# gua oN* = 0. (10, 2a)

La normale ,N” est donc conjuguée & n’importe quel vecteur tangent

par rapport & n’importe quel tenseur du deuxiéme faisceau de Dar-

boux. De plus, si 'on a affaire & une hypersurface holonome dans.

I’espace ambiant & connexion (semi)symétrique, on a (par défi-
nition) A = hz, d’olt il suit & cause de (10, 1b)

oNA hze = 0. (10, Ic)

Compte tenu de la premiére des équations (6, 27), nous pouvons
écrire dans ce cas particulier, au lieu de (10, 1c)

oN‘ 9/.;4* U # o= oN;' 91,. U,‘ = 0. (10, 2b)

Le cas échéant n’importe quel vecteur tangent et (N” sont mutu-
ellement conjugués par rapport a n’importe quel tenseur du
deuxiéme faisceau de Darboux.?!) Examinons mamtenant le cas
d’une hypersurface holonome, plongée dans I’espace & connexion
générale non (semi)symétrique. Dans ce cas his est défini moyen-
nant {6, 13a). Or, si I’on désigne par % n’importe quelle solution
‘de (6, 13a) et par Z, (Z, = U+ Z,) n’importe quel vecteur a la
caractéristique (0, 0, 0), la solution la plus générale peut étre écrite

hia = hi® + Z, ;. (10, 3)

Or, si 'on désigne par l'indice ,, affecté en haut & droite les notions,
déduites A I'aide de hi®, on tire de la premiére des équatlon (6, 19¢)

Y¢=Yc°+zc (10, 48;)
et par conséquent, grice & (6, 21).
G = gui® + Zaty. (10, 4b)

Nous chosirons le vecteur Z,, jusqu’alors arbitraire, de maniére
que soit satisfaite 1’équation (10, 2b) méme dans ce cas non
(semi)symétrique. Pour cela il est nécessaire et suffisant que soit

Zo=—gd UdNe, (10, 5a)

ou bien, ce qui revient au méme, grice & l’équation analogue
a (6, 27) ,

Zy = — ha® N*. (10, 5b)

Ce choix du vecteur Z, a donc pour conséquence que méme dans le
cas non (semi)symétrique n’importe quel vecteur tangent et (N”
sont mutuellement conjugués. Examinons maintenant I'influence

31) Ce résultat peut étre déduit aussitot de (10, 1a), si l’on tient compte -
de ce que dans ce cas spécial g, = g,,.
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du choix du tenseur 4;? & la solution générale (10, 3)! Partons & ce
but d’un autre tenseur 5;°
1

hid = b + P.t; (10, 6)
1

qui est & son tour une solution particuliére de (6, 13a), P, étant
n’importe quel vecteur & la caractéristique (0, 0, 0) et P, = U P,.
Désignons par l'indice 1, affecté en bas, les notions, déduites
moyennant #;°! On a en premier lieu -

1

Zs = — b oN* = Z,— P, (10, 7a)

et par conséquent

{m =M+ Zetr = hi® + (Pe + Ze)ta = ha + Ze ta = hae: (10, Tb)
1 1 1

Or le choix particulier du A;? n’exerce aucune influence sur le
tenseur hj, lequel maintenant, grice & la prescription (10, 2b)
est complétement défini:

Parmi des normales du falsceau (9 11), d’ordre 3
(2 dans le cas non holonome) il n’y a qu’une, (N’, qui est
conjuguée — par rapport & n’'importe quel tenseur du
deuxiéme faisceaude Darboux —an’importe quel vecteur
tangent & X,,_1 Dans le cas holonome, les directions
mentionnées sont mutuellement conjuguées, & condi-
tion que l'on ait fait un choix convenable (10, 3) et
(10, 5b), unique possible, de k. dans le cas non (semi)
symétrique.

Remarque. En fixant le tenseur 4, de cette fagon (ce que nous
voulons supposer dans la suite), et le faisceau (6, 25) et le tenseur,
caractérisé par (8, 10), sont bien .déterminés méme dans ce cas non
(semi) symétrique holonome.

Nous finirons ce § en déduisant quelques conséquences du
théoréme mentionné pour le cas holonome. En tenant compte de
(10, 1) et (10, 2), on déduit de (6, 1) et (9, 8a) (pour z = 0)

oDa hay = Uy U2 oDa gua = U Ué Pa gua = garer (10, 83)
d’ol1 il suit & cause de (6, 26b)
' oDia bsto = } Us® Up*(Rupt® Uty + 280, be). (10, 8b)
Cette équation peut étre simplifiée, si 1’on tient compte de (6, 5)

oDia hb]c =4 (U2 Uy U, ‘RW‘; t, + 2  Tap® hae) (10, 8¢)
. (oT'ar® = ol [abld)
On est retombé ainsi & ’équation de Mainardi-Codazzi.
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(11) Normales équivalentes.

Dans ce §, nous aurons & considérer des grandeurs & I'indice
z, en supposant partout z=0 et en supprimant partout
Pindice 0.

Si I'espace ambiant était & connexion métrique, on pourrait
counstruire la direction orthogonale & I’hypersurface en jeu sans
ayant égard a la connexion de I’espace ambiant. (Cette direction
est d’ordre 1 dans le cas holonome, d’ordre 0 dans le cas contraire).
Cette direction reste invariante par rapport & toutes les connexions
équivalentes du point de vue métrique (c’est-a-dire par rapport-
a toutes les connexions qui se déduisent des métriques quadratiques
qui conservent — le long de 'hypersurface en jeu — I'orthogonalité
au plan tangent de Xf"il) Dans notre cas général, ou l’espace
ambiant est a connexion affine générale, le probleme analogue peut
étre formulé de la maniére suivante: 1. En premier lieu, on doit .
trouver des connexmns équivalentes du point de vue affine et de
plus 2. on a & examiner des éléments d’ordre 3 (d’ordre 2 dans le
cas non holonome) par rapport aux connexions équivalentes,
mentionnées sub 1).

Le premier probléme peut étre résolu immédiatement: Les
connexions équivalentes du point de vue affine doivent conserver
le parallélisme (et des autoparalléles). La transformation la plus
générale de la connexion donnée, aux coefficients I,”, est mani-
festement

‘ ' = Iy’ + Vas, (1L,1)

ol Vi ést n lmporte quel tenseur (avec p, = p; = 0). La condi-
tion nécessaire et suffisante pour que cette transformation con-
serve le parallélisme d’un champ vectoriel v* le long d’une direction
définie par dz” est mamfestement

viole V1 dar = 0. 22)

Cette équation doit étre satisfaite pour n’importe quel ¢* et n’impor-
te quelle direction da’ et par conséquent on.a nécessairement
5%‘ V;j,,’] = 0.

Il s’ensuit

nVi = 02 Vau*.

On obtient ainsi la transformation la plus générale qui conserve le
paralléhsme (et des autoparalléles) sous la forme

IFA,‘ "I’;,, +6;_ q,. (11 2)
¢ étant un vecteur arbitraire (avec p, = p; = 0). (Cette transfor-

22) Nous suivons ici la démonstration de M. L. P. Eisenhart (Non-
riemannian geometry, Amer. Math.  Society Colloquium Publ. VIII; p. 29).
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‘mation ne conserve pas en général la symétrie de la connexion.)
Chaque transformation de cette forme sera dite ,,transformation
affine (d’ordre r, si le vecteur g, est d’ordre r)“. Des connexions,
liées par une transformation affine seront dites ,,6quivalentes du
point de vue affine.

La premiére partie du probléme résolue, nous voulons exa-
miner le reste du probléme énoncé. En désignant par l'indice 1,
affecté en haut & gauche, des expressions, calculées moyennant
1J",”, nous obtenons en premier lieu

3 = 1, Yoap = hgp, 1h = A9, (11, 3a)
D’autre part, si ’on tient compte de la définition de haa

kal = Vah = aatl + Ua" I aﬂatl —1TI lﬂvt’)

2
n+1
on en déduit, grice a (11, 2)

YVigs = haa + + 1 Qa ta (Qa = q,.Ua") (ll, 3b)

Cela étant, cherchons & exprimer explicitement la solution *N” du
-systéme

1heyIN* = 0, IN*¢; = 1. (11, 4a)
Une méthode analogue & celle, employée au § 9 nous donne

b
}i i (%gf‘) (8 — hi¢ Wby, U).23) (11, 4b)

1Nv=_
n

On peut trouver méme que (11, 4b) est l’unique solution possible

de (11, 4a). IN*. est & la caractéristique (O, s 0). Doréna-
vant, nous appellerons ,,normale affine’* chaque grandeur M,
ayant cette caractéristique et normalisée par M*f, = 1. Les nor-
.males 1N* et N” (celle-ci étant définie par (9, 8b) pour z = 0) sont
lides par I’équation que l’on peut dédulre facxlement de (11, 4)
(a, ou b)

le —_ Nv

+ i Uc hé qq. (11, 5)

En partant de la connexion 1I';,’, équivalente & la connexion I',”
" du point de vue affine, nous avons construit une seule normale 1N,
satisfaisant & (11, 4). Elle est liée & N” par (11, 5). Partons mainte-
nant d’une normale 1N”, donnée & priori, et cherchons une telle
connexion 137, éqmvalente & I'y’.du point de vue affine, que

8) 1y =U/t p, et 17” est le symbole de la dénvée covarm.nte
. par rapport & la connexion I’/
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cette normale 1N’, donnée d’avance, résulte aussi comme solution
unique du systéme (11, 4a), ol1, bien entendu, %,4; n’est pas encore
connue! Les normales 1N' N* étant connues, telle est aussi leur
différence

Py = 1N" — N (11, 6a)
qui, grace & la condition normalisante, est situé dans Xf,"ll:
P = PU.. (11, 6b)
Le rapprochement des formules'(l 1, 5) et (11, 6) nous donne
‘ y n—1 v pde
_ P — 2 Ut (11, 7a)
ou bien )
, P i :
Ppa n+1h qa. ~(11,7b)
Or, sil’on porte dans (11, 2) n’importe quelle solution g, du systéme
U =— 2] P, (1, 8)

la connexion I’ jouit des propnetés énoncées plus haut. De
plus, si la normale !N?, donnée d’avance est d’ordre 3 (2 dans le
<as non holonome), P” et par conséquent aussx g, défini par (11, 8),
.ont le méme ordre 3 (2) au plus:

Etant donnée une normale affine !N* d’ordre 3 (2),
une transformation affine d’ordre 3 (2) au plus nous méne
aux connexions?) correspondantes, equivalentes du
point de vue affine & I';’, qui satisfont & (11, 4).

Cela étant, imaginons données deux normales 1N' et 2N

d’ordre 3 (2) et’ désignons par
RU =R = 2N’—1N'

leur dlfférence dans Xff'll, qui est connue et d’ordre 3 (2) au plus.
Un calcul analogue & celui que nous venons d’employer nous fait
voir que la transformation ,

2 = Wy + 63ry (11, 9a)

mnous méne de IN” & 2N” & condition que 7, 80it n’importe quelle solu-
tion du systéme

nUe=—"Tomh, ob)

ary.r et 2I7;,” sont done deux connexions équivbjlentes du point de .
vue affine et la transformation (11, 9a) est d’ordre 3 (2) au plus.

) A coté de 11"‘1 » toutes les connexions 1I." + (*) §,” ty jouissent
des propriétés énoncées en haut.
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Deux normales ainsi liées seront dites ,,équivalentes du point de
vue affine‘‘. Les normales 1N” et 2N” étant arbitrairement choisies,
on peut énoncer le théoréme suivant:

N’importe quelles deux normiales d’ordre 3 (2 dans
le cas non holonome) sont équivalentes du point de vue
affine. Ilyatoujoursune transformation affine (d’ordre 3
(2) au plus) des connexions correspondantes qui fait
porter I'une des normales a 'autre.

Or contrairement au cas métrique, dans le cas affine il n’y
a aucune normale (d’ordre 3 (2)) dont la direction serait indépen-
dante de la connexion de l'espace ambiant. En changeant conve-
nablement cette connexion, on parvient & n’importe quelle normale
d’ordre 3 (2) donnée d’avance.?’) Nous nous réservons pour une
autre occasion 1’étude des normales infrinséques d’ordre 4, in-
variantes par rapport aux transformations affines de la connexion.

Prague, novembre 1936.
*

Darbouxovy svazky a problémy piibuzné v afinnim zakfiveném
prostoru.

(Obsah pfededlého &lédnku.)

Bud dédna (ne)holonomni nadplocha v #-rozm&mém afinnim
zakiiveném prostoru. V prvé 84sti price sestrojeny jsou v obecném
bod& nadplochy dva svazky kvadratickych tensorti (druhého)
trettho ¥4du, hodnosti n. Kazdy z téchto svazki jest uréitou ana-
logif ke svazku Darboux-ovych kvadrik v klasickém p¥ipadé nad-
plochy v nezakiiveném afinnfm prostoru. V kazdém svazku lze
privilegovati jeden tensor (tietfho) &tvrtého ¥ddu, analogicky ke
kvadratice Lie-Cechové. — Ve druhé &4sti préce sestrojen linedrn{
svazek afinnich normél v bod¥ nadplochy, z nichZ kazda je (dru-
hého) tfrettho fidu. Vedle toho sestrojena norméla (druhého)
t¥etfho ¥ddu, kterd nepatif tomuto svazku. Viechny afinni normaly
(druhého) tietfho Fadu jsou vzédjemnd ekvivalentni vzhledem
k afinnf transformaci konnexe prostoru.

#) 8i I,y + 0, la connexion aux coefficients *I'yy=1I,r +

+ foyuny 6A'F[““]¢ est invariante par rapport aux transformations (11, 2).

Elle donne naissance & une normale d’ordre 3 (2), invariante par rapport
& ces transformations. Mais cette normale n’est pas invariante par rapport
& la transformation affine de la connexion *I',,’ elle-méme. La connexion.

aux coefficients *I',,» a 6té étudiée par M. Bortolotti (Cfr. Annali di Mat.

Ser. IV, Tomo 8 (1930—31), pp. 563—101 et Annals of Mathematics, Vol. 32
(1931), pp. 361—377). : -
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