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VYUCOVANL

Graf pii reSeni goniometrickych rovnic.

Jar. Simersky, T¥ebori.

Goniometrické rovnice jsou nejcennéjsi uéebnou latkou pro
upevnéni predstavy o vlastnostech goniometrickych funkei.

Prvni fize jejich ¥eSeni, t. j. odvozeni jedné nebo nékolika
hodnot uréité funkce (po eventuelnim pievedeni raznych funkei
a argumentd na jedinou funkci s jedinym argumentem) neskyta
obyéejné zakum obtiZzi. Nesnaze se teprve dostavi, kdyz se ma
v druhé fazi FfeSeni odvoditi, na piiklad, které whly vyhovuji
pozadavku sin z = —1. Lze co nejvice doporuditi, aby - Zici
vidy pred logaritmickym vypoétem nadrtli hledané ahly v jed-
notkové kruznici. Neni ani tieba kresliti jejich ramena, staéi
vytknouti jim ,,pFislu$né‘“ body na této kruznici. Naértek (obr. 1)

Obr. 1. Obr. 2.

ihned ukéze, Ze se jednd o dva uhly x,, , v kvadrantu 3. a 4.,
a ze se jejich hodnoty odvodi logaritmickym vypodtem pomoc-
ného dhlu x,, splitujiciho vztah sin 2, = 1} v kvadrantu prvém.
Z obrazce je bezprostiednd patrno, ze z, = 2R + x,, , = 4R — x,.
Tomuto zobrazeni, jisté hojné uZivanému, piikladam takovou
véhu, Ze ¢asto ani neZidam logaritmického vypodtu, kdyz oviem
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hledani v tabulkich je uz Zékam bézné. Pfi provadéni zkoudky
spravnosti také neni tfeba zniti pfesné hodnoty uhla, hovicich
dané rovnici, vidyt do rovnice dosazujeme hodnoty funkei
(nalezenych whlt), které vypodteme z resultdtu prvni faze redeni;
k uréeni vSak znamének skytd zobrazeni kofenti v jednotkové
kruznici neocenitelné sluzby.

" Provadéti zkousku o sprivnosti feSeni je v zadjmu solidnosti
prace. A tu se obdas Zici octnou pied faktem, Ze nékteré koieny,
FeSenim ziskané, pivodni rovnici nevyhovuji.

Budiz tfeba ddna rovnice
sin x + 2 cos x = 2. (1)

Pii jejim fYeSeni budou Zaci pravdépodobné vyjadfovati cos x
pomoci sin x a dospéji k rovnici 5sin? x — 4 sin = 0, jejiz Fe-
Seni jsou: L. sinz =0, odtud z, =0, x, = 2R, II. sinx = 4,
odtud plynou dal&i dva kofeny (obr. 2). Zkouskou se pak shleda,
ze dané rovnici vyhovuji pouze kofeny =z, x;,. Zdvojnisobeni
poétu kofent bylo zplisobeno povySenim rovnice.

Skyta-li jindy feSeni 8 hodnot nebo dokonce 12, jak dale
bude o tom te, potvrdi kazdy praktik, Ze Zaci s nevalnou chuti
zkousku spravnosti provadéji, spatiujice v tomto op&tovném ne-
zajimavém dosazovani zbyteénou pedanterii uéitelovu. A tu jest
jiny, daleko zajimavéjsi zpisob, kterym je mozno vidy o poétu
kofent snadno rozhodnouti a ktery je pii presném provedeni
vlastné grafické feSeni dané goniometrické rovnice.

Resiti rovnici (1) znamens hledati takové thly, pro néz
funkce f(x) = sin  + 2 cos z nabyvd hodnoty rovné 2. Priibéh
této funkce — omezujeme se vyslovné na interval 0 < » < 4R —
se zobrazi velmi snadno, opatii-li si Zaci kartonovou desticku,
,omezenou‘ Gsetkou na pf. 4cm dlouhou a obloukem jedné
poloperiody grafu funkce sinové. Dvojim prilozenim této desticky
zobrazi funkei sin z; pfipoji graf funkce cos  a dvojnisobné po-
fadnice bodt této kifivky seétou algebraicky s poradnicemi bodi
kiivky prvé. Tak se ziskd graf funkce f(x). (Tento postup, mimo-
chodem fteceno, je dobra pruprava pro skladani harmonickych
kmith a vin v akustice.) Z grafu obr. 3 je ziejmo, Ze f(x) miZe
nabyti hodnoty rovné 2 pouze dvakrit (ve zvoleném intervalu),
a to pro x = 0 a x = 54°. )

Bylo by mozno graficky fediti rovnici sin z + 2cos z = 2
zobrazenim dvou funkei, f; = 2cos z, f, = 2 —sin x. Reseni je
dano prisesiky obou kiivek. ]

Co se tyée presnosti grafického TeSeni, moZno Fici, Ze lze
docela dobie dosdhnouti presnosti 1°, rysuje-li se na papife mili-
metrovém a zvoli-li se usetka, predstavujici interval 0° az 90°,
dlouh4 45 mm, takze rozpéti grafu by bylo 18 cm.

Casopis pro péstovénf matematiky a fysiky. D 12 D 177



Pouény priklad toho, jak graf usnadni provedeni zkousky
spravnosti, poskytuje rovnice sin x — cos x = sin 2z — cos 2x.

x¥Y7

Jeji nejjednodussi podetni feseni je:

1 — cos 2z 1 + cos 2 .
l/_ cos zx ]/Lc{:)_s__x = sin 22 — cos 2z,

2

ObI?. 3.

odtud umocnénim dvéma a pFevodem na funkei cos 22 dostane
se rovnice
4 cost2x—5cos22x +1=0,
z niz plyne '
I cos2x = 4+ 1, tedy
2z = 0°, 2R, 4R, 6R,
x, =0° x =R, ;= 2R, z, = 3R,
II. cos 2z = 4 }, tedy
2z = 60°, nR T 60° (n = 2, 4, 6), SR — 60°
X5 = 300, Xe,7 = R q: 300, xg,9 = 2R q: 300,
210,11 = 3R +F 300, Xyo = 4R — 30°.
Provedeni zkousky pro viech 12 nalezenych hodnot bylo by tnav-
né, a coz je hlavni véc, pro zaky malo zajimavé. Metoda graficka
— a zde by staéil zb&ny naértek — ukdze ihned, kolik FeSeni
rovnice ma. Sestroji se grafy funkei g(x) = sin x — cos x, h(x) =
‘= sin 2x — cos 2z a jejich 4 pruseéiky (obr. 4) ukazuji, Ze ze dva-
nacti nalezenych hodnot pro z jsou kofeny dané rovnice pouze
Xy, X3, Ty, Xyg.
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Pii provadéni grafu funkee A(z) nebude jisté Zaktim nesnadno
rozhodnouti, Ze na pi. funkce sin 2z je sinusovka, ve sméru osy x
o polovinu ,,zkracend‘ vzhledem k funkeci sin x. (Preneseno do
akustiky, jednd se o kmity oktavy vzhledem k primé.)

Obr. 4.

Ke grafickému feSeni nehodi se dobfe ty goniometrické
rovnice, jejichZ ¢leny jsou mocniny nebo dokonce souéiny gonio-
metrickych funkei. Vhodné jsou vSak rovnice tvaru na pt.

sin 3x = sin 2x.

Grafické feseni (obr. 5) ukazuje, Ze kofeny jsou 0°, 180° a ptiblizné

Obr. 5.

36°, 108° 252°, 324°, coz je v dobré shodé s podetnim vysledkem,
plynoucim z :
L

sinx = 0, _
1 5
II. cos x = —:—1:41/—

(V akustice znaéi ob& kiivky v obr. 5 souzvuk primy s kvintou.
Tyto vztahy k akustice lze ovem UspéSné uvésti az v nejvyssi
tHid¢ stf. Skoly, kdyZz byla akustika probrina. Jsou vhodnym
nimétem p¥i' souborném opakovani vlastnosti funkei.)
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