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Je tedy téchto kiivek pro » = 3 nekonecné mnoho; piimka,
o nfz mluvi véty @) B), b) odst. 11. politand n-kréte, tvoii sama
také jednu z téchto kfivek.

Prévé tak se nahlédne, Ze existuji kfivky n-té tiidy obecnd
se nerozpadajici, jez vzniknou specialisaci ktivek »-té t¥idy, o nichz
mluvi véty a), b) odst. 9. Pro ty jsou tetny v »-ndsobnych bo-
dech hyperoskulatni, t. j. tetna z tohoto bodu ke kiivce vedend
vznikla splynutim » tefen. Rovnice téchto kiivek zni v soutad-
nicich te¢novych pro » sudé

(§1+§)u+(§a+gz) +(§J+§]) ___gn_gn_gn
+§1§u§3fn 3 gl)—o

a pro n liché:

Gt bl Gt B+ (6 + ) — 1 — 7 — &
—+- §|$2§3 fn-3(§i) = 0.

Téchto kiivek je pro » = 3 nekoneéné mnoho; kuZelo-
sectka, po piipadé bod, o nichZ mluvi véty «), 3),lze poklddati,
potitdme-li je v p¥{slu§né ndsobnosti, pro » sudé za jednu z téchto
k¥ivek.

Nékteré konstrukee ploch stupné druhého.
/ (Dalsi serie 1).
Podé4va dvor. rada prof. Dr. Vine. Jarolimek.

1. Sborcend plocha 2. stupné bud ddna dvéma mimobéz-
kami A, B a tFemi rovinami teénymi o, o, .

Budiz spoleény prisetik danych rovin (¢ ¢7) = ». Kazdd
rovina poloZend povrikou je tetnou rovinou plochy sborcensé,
tedy i roviny (v4)=«, (vB) =p. K rovinim «, 8, o, o, =
sestrojme teiny kuZel 2. stupné x. Obecné urtuji ¥idici piimky
A4, B a kuZel », jehoz pfimka tvoFici stile se dotyks, sborcenou
plochu stupné &tvrtého, kterd viak v naSem pfipadé, jezto piimky
4, B jsou tetnami kuzele x, se rozpadd v plochu stupné dru-

1) Viz Cas. mathem. ro¢. XLI, str. 371; XLII, 145; XLIV, 24; Jaro-
limek, Zikladové geometrie polohy, svazek II, str. 66—75; III, 102—105;
1V, 35—44; Rozpravy IL ifidy Ceské Akademie véd, 1916.
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hého @* a ve dva svazky paprskové, které lezice v rovindch aq,
B, maji sttedy své v priseticich (34) = a, (eB) = b. Kazda
tetnd rovina kuzele x sete pimky A, B ve dvou bodech, jichz
spojnice dd povr§ku plochy ¢®.

Jsou-li v8ak dvé dané roviny na pf. ¢, ¢ imagindrné,
urlené samodruznymi rovinami elliptické involuce rovinové
dané na ose M, bude prisetik rovin (9o7) = (M) = v a kuZelx
o vrcholu v stanoven teénymi rovinami e, f, o, 6, 7, kdeZ zase
(wA) = e, (vB) = §, aviak roviny ¢, o jsou imagindrné sdru-
zené. V tomto pifpadé protneme libovolnou rovinou u, kterd
vrcholu v neobsahuje, involuci rovinovou M v involuci papr-
skové m == (M), jejiz samodruzné paprsky R = ou, S = on
jsou imagindrné, stanovime priisetnice on= 4", pu=2"8,
tw = T, a sestrojime v roviné u kuZelosetku K urdenou teé-
nami 4', B, T, R, S (z nichz R, S jsou sdruz. imag.) zpéso-
bem zndmym '). Kuzel » je nynf stanoven vrcholem v a kfiv-
kou K, a urtuje s ptimkami 4, B plochu ¢* jako nahote.

Reciprokym zpisobem Fesime tlohu dudlni: sestrojiti shor-
cenou plochu 2. stupné ze dvou pfimek a tif bodd, z nichz dva
mohou byti také pomyslné.

2. Shorcend plocha 2. stupné dand jednouw pFimkou P,
dvéma redlnymi body (a, b) a CtyFme imagindrnygmi body,
z nichz dva, ¢, d, spolu sdruZené, ddny jsou elliptickou invo-
luei bodovou na pfimee N, a dva sdruzené e, f elliptickou invo-
lucf na p¥mee S. P¥imky P, ab, N, S budte? mimobézny.

Polozme rovinu o pfimkou N a bodem «. Rovina ¢ protne
Z4danou plochu ¢* v redlné kuZelosedce K, kterd prochdzi bo-
dem ¢, prisetikem (¢P) = m, a imagindrnymi body ¢, d. Body
a, m, ¢, d urtuji svazek kuZelosetek =, v némi kiivka KA jest
obsazena. Obdobné rovina ¢ = (hS) protne plochu ¢* v redlné
kuzelosetce L, ktera prochdzi bodem b, prisetikem (¢P)= n,
a imagindrnymi body e, f. Body b, », e, f uréuji svazek kuZelo-
setek 2'. Roviny o, ¢ protinaji se v ptimece O, z nfZ svazky
2, 3’ vytinajf involuce bodové I, I’ jichz spoletnd druZina z, y
d4 spoletné prusetiky kfivek K, L. Jsou-li tyto sestrojeny, lze
kuZelosetku A konstruovati v roviné ¢ z bodd a, m, ¢, d, x, a

1) Jarolimek, Geometrie polohy 11, str. 11., odst. 112. na pravo.
2
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kuzelosetku L v roviné ¢ z bodd &, =, e, f, x (K, L prochd-
zejf pak nutné i bodem y), nateZ Fidicimi utvary K, L, P je
sborcend plocha ¢? stanovena, jeZto kfivky K, L protinaji se
v bodech z, y, piimka pak P sete K, L v bodech m, resp. n.

Druzinu zy sestrojime takto: BudiZ rovina o nédkresnou
(obr. 1.), v nf body a, m, elliptickd involuce bodovd na pfimce
N dand stfedem svym o a potenci — — ow?(ow | N), a

Obr. 1.

pHmka O = ¢o. Ulohou jest stanoviti involuci 7, kterou z p¥imky
O vytind svazek kuZelosetek ~, urteny redlnymi body a, m a
imagindrnymi body samodruznymi ¢, d involuce dané na pi¥imce
N. PHmky am, c¢d = N, sklidajice jednu zvrhlou kuzelosetku
svazku 3, vytinaji z pfimky O jednu druZinu ww, inveluce 1.
Abychom stanovili je§té drubou vv,, zvolme kdekoli bod, na pf.
v na O, prolozme body a, m, ¢, d, v kuZeloselku R a stanovme
jeji druhy prisetfk v, s pfimkou O. KuZelosetky R netieba
rysovati.
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Spojnice am, av sekou pifmku N v bodech 1, 2; usta-

novme body s nimi (v involuci N) sdruZené
1, 2 (ol | 1o, 02" | ©2)

a spojme 1'm, 2'v; prisetik tdchto spojnic s di dalsi bod ku-
zelosetky R'); bod s je primétem bodu « na kiivku R z pélu
poldry N. Opattme si obdobné jesté jeden bod ¢ kiivky R, kterd
je nyni urlena péti body redlnymi a, m, s, £, v, tak ze vétou
Paskalovou miizeme snadno uréiti bod Sesty v, na paprsku O
prochézejicim bodem «. Involuce I je stanovena druZinami wux,
vv,. TymZ zplisobem sestrojime dvé druziny involuce I’, kterou
na téze piimce O vytvofuje kuzeiosetka L, dile pak spoletnou
druzinu «, y obou involuei I, I'" konstrukef zndmou?). Posléze
sestrojime v roviné o kuZelosetku K z redlnych bodd a, m, x
a sdruZenych imagindrnych ¢, d3), dile kuZelosetku L z redl-
nych bodid &, #, x a sdruZenych imagindrnych e, /. Jsou-li viak
body z, y imagindrné, sestrojime K z redlného bodu a, a z ima-
gindrnych bodd ¢, d, z, y podvojné sdruZzenych4) a obdobné L.

Ktivkami K, L, jeZz protfnaji se v bodech z, y (redln. &.
imag.) a piimkou P, kterd kiivky sele v bodech m, resp. », je
zddand sborcend plocha ¢2 urena. Z kazdého bodu g. na pfimce P
zvoleného, jde (mimo P, gz. gy) jedna piimka, ktera protinajic
kuzelosetky K, L, ploSe @? jako povrika ndleZf.

3. Sborcend plocha 2. stupné dand jednow pFimkou P,
dvéma redlnymi a, 8 a étyFmi imagindrnymi teényms rovinand,
z nichZ dvé y, d, spolu sdruzené, ddiny jsou elliptickou involucf

i

1) Znami to konstrukce kuZelosetky ze ifi bodd realnych a, m, v
a dvou imaginarné sdruzenych ¢, d (Jarolimek, Geom. polohy II, str. 11).

2) Jar., Geom. polohy 1I, 14, Promitneme involuce Z, /’ na libovol-
nou kruznici U z kterékoli bodu jejiho z, stanovime stFedy ¢ ¢ involuci
vzniklych na U a prisediky &, 4 spojnice g na U, a promitneme body &
n z bodu = na pkimku O do bodl x, y. Jsou-li v3ak body &, #, tudiz také
x, v imagindrné, uréime pol J kruinice U k poldfe ¢p, vedeme jim dvé
setny ke kruZnici U a prisediky promitneme z bodu z na pfimku O; tim
zjednany jsou dvé druZiny elliptické involuce na pfimce O, kterd uréuje
s dostatek body x, y jakeito imagindrné své body samodruiné. Je to taz
involuce harmonickych pold, kterou obé kfivky A, Z na O vyivoryji.

3) G. P, II, 11. na levo.

4) 6. P.II, 13,

2*
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rovinovou na ose N, a dvé sdruzené &, ¢, elliptickou involuci
rovinovou na ose S. Tato tiloha dudlni fe3¥f se celkem konstrukei
reciprokou, ale s jistou odchylkou, protoZe konstrukce, kterd
v tloze 2. byla provedena » roviné ¢, nelze vykonati v reci-
prokém bodé r.

Stanovme prisetik » roviny « s ptimkou N. Z bodu r
promitd se Zddand plocha ¢? redlnym kuZelem x, ktery se do
tyk4a roviny «, roviny (rP) = u, a imagindrnych rovin 7, 8. Ro-
viny «, u, p, d, jdouei bodem » (jakozto tetné), urtuji osnovu
kuzeld 2 "). Obdobné z bodu s = (8S) promiti se plocha ¢*
redlnymm kuZelem A, ktery se dotykd roviny g, roviny (sP) = »,
a imagindrnych rovin & ¢. Roviny g, », & ¢ urcujf osnovu
kuzeli £'.

Spojnice bod& rs = O promita osnovy kuzeld 2, Q' dvéma
involucemi rovinovymi 7, I, jichZ spoleénd druZina &, n dd spo-
le¢né teéné roviny ku%eld x, A. Jsou-li tyto roviny sestrojeny,
lze kuzel x» konstruovati z vrcholu » tak, aby se dotjkal rovin
a, u, 9, 0, & a kuzel A z vrcholu s tak, aby se dotykal rovin
B, v, & @, § natez Fidicimi atvary =, 4, P je sborcend plocha
@* stanovena, jeZto x, 4 dotykaji se rovin £, 5 (tedy i ve dvou
bodech navzdjem), pfimka pak I dotykd se kuzell =, 2, lezic
v rovindch u, v.

Druzinu &, n sestrojime takto: Protnéme roviny e, y, 7, 8,
uréujici osnovu kuzeld £, libovolnou rovinou z, kterd neobsa-
huje vrcholu », v piimkdch A4, M a imag. C, D. Involuce (yd)
bud ddna dvéma druzinami rovinovymi na ose W, jichz prisec-
nice 8 rovinou ¢ (obr. 2., kdez rovina . zvolena ndkresnou) bud-
tez 11', 22"; tyto prochdzeji prisetikem (Nt) = n. Imagindrné
samodruzné paprsky involuce 11'. 22" jsou piimky C, D. Pro-
tnéme tuto involuci kruznici jdouci bodem n a stanovme stied ¢
involuce vzniklé na kruznici. Rovina 7 sete dile ptimku O v bodé
o & osnovu kuZeldi £ v osnové kuZelosetek I', urtené zdkladni-
cemi (tetnami) 4, M, C, D. Involuci rovinovou I, kterou se
osnova I" promitd z pfimky U, stanovime involuci paprskovou ./,
ve které ¢ sefe I; J promitsd osnovu kuZzelosetek I' z bodu o.

1) Osnovou kuzeltl jmenujeme soustavu kuzeld 2. stupné dotykajicich
se CtyF rovin, jez prochdzeji jednim bodem.
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Prisetiky (4D0f) = v, (CD) = n tvoii spolu jednu zvrhlou ku-
zelosetku v osnové I'; spojnice ou = U, on = U, daji tedy
jednu druzinu involuce J. Abychom stanovili je§té jednu V'V,
zvolme kdekoli piimku, na pf. ¥ vedenou bodem o, sestrojme
ku pimkdm 4, A, C, D, V tetnou kuZelosetku R a stanovme
jeji druhou tetnu 1, z bodu o. AvS8ak kfivky R netfeba ryso-
vati. Prisetiky (AM) = u, (4¥)= e promitaji se z bodu =
paprsky 3, 4; ustanovme k nim paprsky sdruZené (v involuci »)

Obr. 2.

3. 4" (pomoci stfedu 7+ a kruZnice), a priseiky (3'A) =g,
('V) = q; spojnice bodl yg = L d4 daldi tetnu kuzelosetky
R1). Opatime si obdobné jesté jednu tetnu 7' k¥ivky R, kterd
je nynf urlena péti te¢nami redlnymi A, M, L, T, V, tak Ze
vétou Brianchonovou lze snadno sestrojiti sestou te¢nu V, jdouef
bodem o, jenz lezi na teénd V. Paprskovd involuce J je stano-

1) Zndma to konstrukce kuZelosetky ze tfi te¢en reilnych 4, 47, V
a dvou imaginarné sdruzenych C, D (Jar. Geom. pol. II, 11, na pravo).
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vena druzinami UU,, V'V, a involuce rovinovi I druZinami
(0U), (OU,)); (OF), (OV,). Tymz zpisobem sestrojime dvé dru-
ziny involuce ', kterou na téze pifmee O vytvofuje kuzel 2,
déle pak spolenou druZinu £, n obou involuci I, I’ pomoci
proniku s libovolnou pfimkou Z, kterd s O je mimobézna.

Posléze sestrojime kuzel x z vrcholu », redlnych teénych
rovin o, u, £ a sdruz. imag. y, ¢, ddle kuzel i z vrcholu r,
redlnych te¢nych rovin g, », § a sdruz. imag. &, ¢. Jsou-li viak
roviny £ % imagindrné, sestrojime x» z redlné tetné roviny «
a imag. tenych rovin p, J, & y podvojné sdruZenych (pomoct
priseku s libovolnou rovinou), a obdobné kuzel 4.

Kuzeli #, 4, jez maji dvé spoleéné roviny tetné & n (re-
alné ¢. imag.) a pfimkou P, kterd se dotyka obou kuzeld, lezic

v rovindch u a », je Z4dand plocha ¢? stanovena. Kazdym bo-
~dem pifmky P lze proloziti jesté dalsi dvé tetné toviny ke ku-
zeldm x, 4, jichZ spoletnd priseinice, dotykajic se obou kuzeld,
plose @* jako povrika nélezi.

4. Sborcend plocha 2. stupné bud ddna tremi mimobis-
kami, z nich? dvé jsou imagindrné sdruZené. Redlnd bud 4,
imagindrné B, C budtez stanoveny takto: na dané sborcené
ploSe 2. stupné y* jsou diény dvé dvojiny povrSek téZe soustavy
MM,, NN,, které se rozdéluji; jimi je urlena elliptickd invo-
luce I povriek, jejiz imagindrné ptimky samodruzné budtez B, C.

Libovolnd rovina ¢ polozend ptimkou A4 protne plochu w?
v kuzelosetce K, ktera prochazi prisetiky (Mo) == m, (M,0) =m,,
(N6) = n, (N,6) = n,. DruZiny mm,, nn, urujf na A ellipti-
ckou involuci bodovou J, ve které rovina ¢ sefe paprskovou
involuei sborcenou 7. Imagindrné samodruzné body b, ¢ involuce J
lezf na involulni ose O; tuto obdrifme, stanovime-li priseciky
spojnic (mn, m,n,) = u, (mn,, m,n) =v a spojime wuv = O.
Tato redlnd pffmka O spojuje imagindrné body b, ¢, a sele
piimku A v urtitém bod¢ a«. PHmka O tudiz protinajic
ptimky 4, B, C v bodech a, b, ¢, je povrikou Zidané plochy
@*. Dal§i dvé roviny prolozené piimkou A daji obdobnym zpi-
sobem povriky @, R, nalez plocha ¢? z redlnych ¥idicich pii-
mek O, ¢, R se sestroji.
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