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K matematice pénsijniho pojistovani.
Dr. E. Schoenbaum. ‘

Aplikace matematiky na problemy socidlntho pojistovani
jest postavena rychlym vyvojem socidlnfho pojistovani pted
nové ukoly, k jichz FeSenf musi nastoupiti matematikové zcela
nové cesty, podstatné odli§né od metod matematiky pojistovani
soukromého. Reseni ikold téch vyzaduje prostiedki analytickych
vy§&ich nez jsme v matematice soukromého pojistovani navykli
uzfvati.

Je mozno rozeznavati v podstaté dva zdsadn{ rozdily ‘mezi
matematikou pojistovini socidlnihe a soukromého.

" Matematika soukromého i socidbntho pojisténi je zaloZena
‘na principu ekvivalence, tedy na zasads, ze hodnota naroki
poskytnutych urcité skupiné pojidténci md rovnati se hodnoté
piispévki touto skupinou, nebo pro ni placenych. . Kdezto ale
v matematice soukromého pojisténi tvori se skupiny osob, pro neZ
vymdha se platnost principu ekvivalence, co nejhomogenéjsi, tedy
sohledem na viechny statisticky postizitelné rozdily nebezpeéenske,
a béfe se tedy pii vymérovani piispévkid ohled na staff, povoldni
pohlavi, na zdravotni stav zjidtény lékafskou prohlidkou a pod , jevi
se v poji§tovani socidlnim snaha, roziffiti platnost principu ekvi-
valence na skupiny tvofené bez ohledu na individuelni’ rozdily
nebezpetenské. V invalidnim a starobnim pojisténi délnikd je
na ptiklad dkolem stanoviti jednotny pi{spévek nejen pro celou
pHtominou generaci bes ohledu na jeji sloZeni podle stafi,
nybrz i pro generace v- budotcnosti teprve do poji§téni na
zdkladé zdkonného donuceni vstupujici _

* Vznikd tu Fada zajimavych, obecné dosud nefefenych
ikolii: - Na pi.: Jak stanoviti ndroky ze sb6cidlniho pojistént
plynouci, aby bylo hromadéni kapitdld (tedy premiovd reserva)
co nejmensf, nebo aby byla jednotnd (primérnd) premie co
nejstabilnéjsi, to jest co nejméné zdvisld na slozeni nyn&jf ge-
‘nerace dle stdf{ a na vzristu obyvatelstva pojisténi podrobeného.')

+ 1) Viz Blaschke: Die Priamien und Pramlenreserven der Invaliden-
versicherung der Arbeiter 1909.

-
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Dal§f rozdil mezi matematikou socialnfho a soukromého
pojisténi je ddn okolnosti, Ze pii tvofeni socidln& pojistovaciho
zdkonoddrstvi rozhoduji v prvé fadé tdvahy socidlné politické
a sociélnd hygienické, které vedou ke komplikovanym a casto
novym druhdm ndrokd po matematické strdnce nesnadné nebo
jen pfiblizné postizitéinych.

Piikladem obtizi. které piisobf odhadnuti finanéniho efektu
zékonnych ustanoveni socidlnfho pojisténi je § 172 zdkona o pen-
sijnim pojisténi z 5. vinora 1920 ¢é. 89 sb. z. a m., ktery zni
takto: ,Invalidni nebo starobnf dichod osoby, kterd md dité
nebo déti, jez by pro pifpad smrti mély ndrok na piispévek
vychovact, zvySuje seé o piiplatek vychovévaci, pokud dichodce
o dité petuje. Tento piiplatek ¢ini za kazdé dite '/, zdkladni
tastky didchodu, pozivél-li viak diichodce jen snizeného dichodu,
'/ snizené Udstky dichodové Uhrn vSech tdchto pifplatkd
nesmi v3ak ¢initi vice, nez-li H50°/, zdkladni, piipadné sniZené
¢astky ddchodové. Pozitek tohoto pifplatku po&ind soutasné
8 diichodem invalidnim nebo starobnim a zanikd v pifpadech
uvedenych v § 17. odst. 1¢ § 17. odst. 1. zni: ,Pozitek vycho-
vdvacich piispévki po¢ind dnem tdmrti pojisténého rodife a za-
nikd dokonanym 18. rokem v&ku, diivéj§fm zaopatienim, prov-
dénim nebo dmrtim ditate.

Jedns se tu tedy o novy a znaéné komphkovany drub
~dotasného dichodu zivotnfho tohoto obsahu. Pozitek pifplatku
pro kazdé dite staré pod 18 rok@ potind pfiznanim invalidniho
nebo starobnfho dichodu pojisténce a trvd: 1. pokud je dité
na zivu, nejdéle viak do dosazeni 18. roku véku jeho nebo
- dFivéjsiho " zaopatieni neb- provdani. 2. pokud beéfe dichodce
dichod bud invalidni nebo starobni a pokud o dité peluje.

4 Vyse pi¥iplatku je déna t. zv. zdkladnim obnosem invalid-
nfho dichodu (§ 8. zdk.), nebof obnasdf Sestinu tohoto obnosu,
po pfipadé jeho sniZené Cdstky. Jest mimo to omezena ustano-
venim o konkurenci piplatkd pii vét¥fm pottu dé&tf, jeZto wbrn
‘vSech piiplatkid nesmf tiniti vice nezli 50°/, zdkladni, pﬁpadné
snizené &4astky diéchodové.

 Nérok na piiplatek majf téz nemanZelské déti dichodce
8 tim omezenfm, Ze nemanzelské otcovstvi musfi byti prokazano.



27

Pfesné vystizeni vSech podminek pro pkizndni a pozitek
pifplatku vychovavaeiho pii vypottu prémie a prémiovych reserv
metodami individualisujiciho soukromého poji§téni je nemozné
jednak z divodu veliké komplikovanosti peletnich’ processt,
jednak z diivodu nedostatku statistickych podkladd. Bylo by tfeba
zn4ti systémy pravddpodobnosti d(x), Ze se x-letému aktivnimu
pojisténci narodi v budoucnosti dit&, zvld§té pro muze a zvlaste
pro Zeny, a opét oddélené pro svobodné, pro Zenaté (vdané)
a ovdoveélé pojiSténce a obdobné systemy pro x-letého invalidu.
Az na dva pokusy pro Zenaté %) muze, ceny dosti pochybné,
nejsou viak, pokud je mi zndmo, tyto funkce zndmy.

Dédle bylo by nutno zndti na pi. pravdépodobnosti d* (x, z)
pro Zenatého aktivniho pojiSténce, Ze m4 ve stdif x z-leté dits,
podobng pravdépodobnosti d' (r, 2), Ze a-lety invalida m4 z-leté
dité. Bylo by tieba zndti tabulky ubyvéni détf netoliko umird-
nim, nybrz i difvéj§im zaopatfenim nebo. provddnim.

Ale i kdyby byly vSechny tyto statistické podklady zndmy,
nebylo by mozZno piece pfesné vypocisti prémie zvldsté pro
svobodného a pro zenatého pojisténce, pro pojisténce s jednim,
s dvéma détmi, atd. pro komplikovanost hodnot, jez tu pti-
chézejf v dvahu.3) ,

Matematika socidlnfho pojisténi mize dovoliti si feSent
mnohem jednodussi, tfeba pouze pfiblizné z téchto diivodii:
Ptedeviim je a priori jasno, Ze v systému pensijnfho pojisténi
majf néroky na .vychovdvaci pifiplatek v&hu pouze zcéla ne-
patrnou.

Socidlni pojisténi jakozto pojisténi zaloZené na zdkonném
donucenf, mize ba musi ddle pfi vypottu prémie abstrahovati
od pohlavi, stavu rodiny a od staff pojisténce i staff dsti
a vybirati ode vSech pojiSténci bez rozdflu jedinou primérnou
premii. ‘ :

V daném piipadé bylo pro odhad hodnoty néaroké na vy-
chovdvaci piiplatek uzito kolektivni metody, jejiZz podstatu krétce

2) Rohde: Rheinische Werk-Iserburger Halte.
Amtmarin-tfaffenberger : Oberschles. Knappschaften; viz Amtmann-
J'faffenberger: Zur Mathematik der Pensionsversicherung.
3) Zvkatni obtizé pisobi na pFiklad zdvislost uhrného priplatku na
pot&tu déti k pozitku opravnénjch.
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poddm. Této metody bylo nutno pouziti, (tfeba je mozno proti
ni Ciniti v4%né namitky), vzhledem k tomu, Ze nebylo lze méniti
zdklad vypoltd pro ndrok na vychovdvaci pFispsvky, dany
novelou pensijniho zdkona v r. 1914,
Budiz 1 (#) potet déti Zijicich ve stdif 2, odvozeny z ta-
bulky dmrtnosti détf*); znaéfi-li
1 1
l +i =1 104
diskontniho ¢initele piti 4°/, trokovéni, jest hodnota spoytého

dotasného Zivotniho diichodu z-letého ditdte, ne_]déle do doko-
naného 18. roku véku déna vyrazem

18 . - 18
ls‘;z:;-f]zﬂ_vt.dt:bl—fl)z_‘_t.dt ) (1)
. z EREN 2z
polozime-li, jak zvykem,
l,.»"=D,

a piSeme-li proménnou jako index funkce.?)
Ze statistiky rodin®) lze odvoditi jakoito funkeci stafi
potet vech séitanych muzd tohoto stdif L, a jako funkei stdif
8 z poet muzii staFf x, kteil maji déti ve stafi zlet: L, ..
Jest tedy pravdépodobnost pro x-letého muze, miti dité
z-roki staré, dina vyrazem?)

4) V daném pripade z tabulky lidové -umrinosti pruskyeh muzd
a Zen v periodé 1891—1900 udﬁ!ajlci aritmeticky primeér ¢&isel umrtnosti
obou pohlavi.

5) Ve skutenosti poitdna hodnota dichodu vzhledem k mési¢nimu
vyplaceni z vyrazu

"D
/18-,a2‘)*“(0 + D, g4t D) — 04618(1—12‘_9),

ktery vdak li& se jen nepatrné od vyrazu (1) pro diichod vyplaceny spojite.
%) V daném ptipadeé ufedni stafistika: ,Die Ergebnisse der uber die
Standeszzerhdlfmsse der Privatbeamten im Jahre 1896 eingeleiteten amtli-
chen Erhebungen“ Viden 1898, fab. 10.; ,Stafi muiskjch zameslnanql
a jich déti pod 20 let.«
7) 'V cit. statistice jsou o. Bem funkce Zr a Lrx,z dény tabeldrné
jako, nespomé funkce pro-celotiselné hodnoty z a s.
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a pravdépodobnost miti dité vibec déna vyrazem

. ‘8 N ) .
f L,,d:
9
dx —_— Lx . (2)
Z tdchto dat lze vypolisti pramérné zatifeni vznikajici
tmrtim nebo invalidisovédnim x-letého aktivniho pojistdnce
pfizninim dodasnébo diichodu (vychovdvaciho ptiplatku) pro
kazdé dité v obnosu rotnd 1:

185;(2) :ZI-fo’z J18a_ . da. 3)

- Tato funkce je patrn& zivisla pouzé na x. Podobné jest
primérné zatiZeni, vznikajici piizndnim vychovéavacfho piiplatku
roéné 1 pro kazdé dité ax-letého invalidy dino vyrazem

185! :.—1—.'/Li .'%a, . ds,

kde L. a 1 ) vy]adfu,]e obdobné, jak I'OZdéhl]l se détl na
z-leté mvahdy

K vypottu zatiZeni, vznikajictho vychovévacimi p¥iplatky
v obnosu 1 ro¢né pro dité, piiznanymi spolu s ‘mvalidnim
ddchodem, vede tato tvaha: .

Znati-li ¢, intensitu invalidisovdni pro x letého aktivniho
pojidténce a I3* potet aktivnich pojisténci v staki z, dany de-
krementni tabulkou ‘aktivmnich osob, jest pofet osob, které se
staly invalidnimi v ¢asoyém momentu (!, ¢4 dé) ve stdif x--¢
dén soutinem

aa
lx+t'l’x+t'dt

a gzatifeni plynouci z pkizndni dodasnych détskych didchodi
roénd 1 ndsledkem invalidisovént v intervalu {t, ¢4 td} w4
patrné hodnotu : , \
3’ Za:+t°'x+f’ 18 z+t(z) vdt ; (4) ’
Ale jeito narok na ‘vychovdvaci. piiplatek zanikd téz
tmrtim invalidnfho dichodce, kdy vznikd ndrok na vychovivaci
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pifspdvek, pravideln® :dvakrate vyssi, jest od tohoto souému

odetisti opravnou hodnotu, kterd se obdrzi takto:
Z invalidi- std¥f x ¢

l L, .dt

x+t " Txtt
zemfe v &asovém intervallu ¢z, ¢+ 7+ dr

{ .
aa xt+T 1
A
gan)

kde znadi w, .. intensitu dmrtnosti invalidd ve stdif ®4-¢ 47
a I' , potet invalidd stdff » +¢ v dekrementni tabulce invalidi;

jejich smrtf uvolnf se z vychovdvacich pFiplatkd hodnota

i

; . )

48 x4t 0 t+t

Ueve by ™ — Moty -+ x+t+-r d’ ®)
lz+t (z) e

" Celkem uvolni se umfrdnim invalidd vznikly"ch v tasovém
intervalu {¢, ¢+ dt} hodnota, kterou obdrzime, integrujeme-li
(®) od =0 do stdif w;— z —7, kde w; je nejvyssi stafi, jez
se vyskytuje v tabulce amrtnosti invalidd ; hodnota ta jest tedy
déna vyrazem .

7] —X—-t

aa x- r i i t

le-f ° Lx+t dtf l+t+ y’x-*—t-}-t x+t+“(z) r dt (6)
x+t .

Jost-tedy zatiZeni vznikajicf pfizndnim vychovdvacich pif-

platki k invalidnfm déchoddm osob, které se staly invalidy

" ve s8tiff x4 ¢ ddno rozdilem vyrazi (4) a (6) t. j.

—

Lepe

0) ie Xt i
A l
A ~a i x+t | f
Ul b - A [’Sam(z) - f Heptsr - .-+¢+r(z)“’““‘£ 'd’}
: v (7
a celkové zatiZeni z naroku na vychovdvaci piiplatky pro x-leté.
aktivod pojisténce obdrzfme patrné integraci vyrazu (7) podle ¢,
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rtudiz nazveme-li je a .,

W, "x

_ax 1 8
'x a, [/ f - [ X-H (2)

.- x—t
i

1 R i T _i | .
= | beptr Faegr ¥ By - dE] A
x4+t
Zavedeme-li oznateni
aa aa
I .v'=D,
[ =D
l: . pi v _—_L:
a zménime-li integraéni proménné ve vnitfnim integralu substituci
c+t4+rv=—¢§
a ve vngjiim integralu dosazenim
bude
. wa ‘ {l‘i
aa _ai
D,.a,= D‘? e '8&;(2) - fC 185, e - 46 |1
x ) ” 7
Oznatime-li koneéné
aa _al
bx x(z)—'Nx(z)
f 0f 2} i =4
' . N
. , A 1)
Jest Gy= Dx:: ’
W, . g
g " k
kde Now= | D dy ["’a’}(,,-— ‘SA;I]. - ®
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Podle vzorce (8) byly vskutku téz hodnoty narokd na
vychovdvaci pHplatky k  invalidnim dfichodim politiny s tim
rozdilem, Ze integrace nahraZzeny séitdnim, dile, Ze byl pfed-
poklidan stejny rodinny stav u invaliddi jako u aktivnich, t. j.
%e polozeno bylo :

1851 __ 1858
ax(z)_" ax(z)’

coz znamend pFecenéni hodnoty, je#to rodinny stav invalidi
bude jisté mensi neZ u aktivnich osob, vzhledem k tomu, Ze
manZelstvi uzaviené ve stavu invalidity nezaklddd nédroku na
dtchod vdovsky.

Neptesnost takto vznikajici jest v3ak mnohem mensf nez
nepfesnost vznikajicf z toho, Ze pii konstrukci vyrazu (8) vy-
louteny-jsou nespravné proti znéni zdkona z niroku na vychovaci
piiplatek viechny déti, jez se narodi po nastoupeni invalidity
otce. Toto znatné podcendni naroki, dovoluje pouziti zdkladnich
tisel zndmych jiz odjinud a ddno jest metodou, pouZitou v odi-
vodn&ni novely z r. 1914 pro ocenéni ndroku na vychovacf
piispévky, kterou bylo nutno dodrZeti.®) '

Cisla N° _ uvefejnénd ve vy¥nosu ministerstva socidlni péée
x(2) J p
ze dne 8. dubna 1921 & 774-IV/39) jsou potitdna tedy podle

vzorci
’ Eq i
A= o 3¢, "0
: aa xl, (12) k
D:l(z) =085D, ixva[wax+'%(z} — I?Ai”‘%] .
? -
)

x(z) .
pii ¢emZ zkrédceni o ]5§°/0 bylo podrzeno vzhledem k tomu, Ze
disledky omezeni vychovdvacich prispsvki pro vétsi potet d&tf
na polovinu zdkladnfho obnosu a piizndni dvojndsobnych pif-
spévki Gplnym sirotkim byly odhadnuty své doby na 159/,
pavodnich hodnot.

) NY, =3D

lGAjI* ———i ISAI:_}_A
x+-§"’2( “x

. ' o k
- 8) Tim vysvétluje se té2 anomalie, % 1ozdil 1951(‘)—18441" o je pro

stati 20—30 negativni a tedy i rozdil V%, -—N;"_H(,).

9) Viz Utedni list z 27. dubna 1921.
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Cisla ’SAg byla pievzata z Riedlovych tabulek.'®

Pro vypodet hodnot pfiznanych jiz ndrokd na vychovdvaci
pifplatek z-leteho ditdte k invalidnimu dichodu s-letého otce
bylo by tfeba pouziti tabulek funkce o dvou argumentech

1(12)
. ’ / 8‘ z xz )
t. j. tabulek spojenych dotasnych dichodi na Zivot xz-letého
invalidy a z-tého ditéte. Neni-li jich, Ize pouziti piblizné hodnot
/le_za:”’, kterymi je oviem zatizeni z vychovdvacich pﬁplatkﬁ
pfecenéno.

Pro vypolet hodnoty ndroki na pfiplatek vychovdvaci -

% starobmimu dichodu x-letého aktivniho pojisténce plati vzorec

aa

a 085D, _oyt | =2
) = Dx s(z; s | — * )

kdeZ s znali staif, v némz je splatny ndrok na starobni dichod,
a '*N,, zékladni sla znémé z matematického odéivodngni

k novele zékona pensijnfho z r. 1914. Cisla 1\’:8(2, jsou uvetej-
néna ve zminéném vynosu ministerstva socidlni péte z 8. dubna
1921 & T74-1V/3.11)

Metoda zde pouZitd, zvana kolektivni na rozdil od indivi-
duelni metody berouci ohled na rodinny stav pojisténce, mize
byti pouzita v pripadech, v nichz je pravdépodobno, Ze slozeni
¢lenstva pensijnfho tstavu podle stifi a rodinného stavu odpo-
vidd sloZzeni materidlu uvzitého za zéklad vypoctu, nebof hodnoty
pojistné zdvisi podstatné pa tomto sloZeni.

K informaci o &fselném vyznamu vzorcd budteZ uvedeny
roéni premie pro stdfi §, pro ndrok na vychovivaci pfiplatek *J
po 5. roce prisp&vkovém a 22 po 10. roce, potitiné dle vzorce

40 ai ai 20 al
Py= [? (jY.E* 5@ N$+l°(z)) +3 3 (N£+10(Z) NE+v(z) +

N, (yaon__ pman
! + &+v(2) Né' N‘:I-v ’

i"’) Riedel: Die neueri 49/, Rechnungsgrundlagen der Allgemeinen
Pensionsanstalt f. Angestellte- 1914,
11) Viz Utedni List ze dne 27. dubna 1921
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kdez & znalf stafi pfi vstupu, » ekaci dobu pro starobni diichod
a kde nevzat ohled na stoupani ptiplatki mezi 5.—10. rokem
ptispévkovym . »

E=120 25 30 3 40 456 HO 5
1’520'21, 023 026 032 037 038 037 033.

Tyto hodnoty 1i8i se’ ponékud od hodnot tabulky 10. po-
jistné matematické zpravy k vlddnimu nédvrhu zikona pensij-
niho'?) proto, Ze ve vlddnim ndvrhu poéitin poZitek vychovd-
vacich ptiplatkd az do 20. roku a byla pro vypotet pfedpokls-
ddna 10-letd &ekaci doba.

Prispévky k theorii nékteryeh transcendent
poétu integralniho.

Pise M. Lerch.
(Poktadov4ni.)
.Integrdl

A(v)zf(ﬁ—l——x—_l,_—v)w(wndw @
* mé4 derivaci
(@+v @t
mtegraci po éastech plyne

: ) x»+v
) _
@+o)@+n)’ :
L S r 1
v—n(z+n) 3 w—n) @+0v) (—n) @F+n)

n=1f(ac + v) (ac - n)

19) Tigk 2.135 zasedén{ Nar. shr. &sl. r. 1920..
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