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O skupinách bodů dotyčných na listu Descartesové. 
Napsal 

Dr. K. Zahradník, 
professor na universitě v Záhřebu. 

J. Liouville našel následující zajímavou geometrickou větu: *) 
Body dotyčné rovnoběžných tečen algebraické křivky mají bod 
středních vzdáleností nezávislý na směru tečen. 

V následujícím přihlížeti budeme k Descartes-ově listu, 
i dokážeme, že u této křivky bod středních vzdáleností dotyč­
ných bodů styku tečen sestrojených z kteréhokoliv bodu jest na 
poloze tohoto bodu zcela nezávislý. 

Rovnice listu Descartes-ova**) jsou 

3 au 
x = l-\-u3 

3 au 
y = 

(1) 

Rovnice tečny v bodě u je 

u O3 — 2) x + (1 — 2w3) y + 3au2 = 0. (2) 

Jsou-li #, y souřadnice pevného bodu P v rovině listu, ob­
držíme z relace (2) parametry dotyčných bodů tečen z bodu P 
na list položených, co kořeny rovnice (2), totiž: 

xu* — 2yu3 + 2au2 —2xu + y = 0. (3) 

Lze tudíž z bodu P čtyry tečny vésti na list Descartes-ův; 
je-li M bod středních vzdáleností bodů dotyčných, a, /3 jeho sou­
řadnice, je vzhledem ku (3): 

"=7,2<r+<-0' 
*) Memoire snr quelques propositions générales de Geometrie et sur 

la* théorie de Pélimination dans les équations algebriques. Liouville 
„Journal de Mathématiques".-VI. pg. 345. 

**)-Viz«mé pojednání: „Zur Theorie der Curven dritter Ordnung und 
vierter Classe". Zprávy o zasedání kr. uč. společnosti. Praha 1873. 
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t. j . dvojný hod Descartes-ova listu jest společný hod středních 
vzdáleností hodů dotyčných pro libovolnou polohu hodu P. 

2. Označíme střed tětivy tnuh s uhfy, je dvojný bod O prů­
sekem *) spojnice UwUu se spojnicí UHU2S. Této vlastnosti 
můžeme upotřebiti ku sestrojení bodu dotyčného w4, známe-li 
body styku wi, u2, u3; učiňmež 

w120 = Oto 
t%0 = o*, 

průsek M3W-WIW je hledaný bod u±. 

3. Je-li w3 == uu = t, je i P == t. Dle či. 2. je dvojný 
bod O střed tětivy u12u3ík; nyní máme u3i = č (#, y), tím jsou 
souřadnice bodu w12 

— *, —y, 
t. j . bod t je společným tangencialným bodem bodů uv u2. 

Resultat tento najdeme i přímo. Parametry dotyčných bodů 
tečen jdoucích bodem ¥{xy) obdržíme co kořeny rovnice (3). 
Je-li P bodem listu, t jeho parametr, platí 

u (u3 — 2)t + (l — 2u3) t2 + u2 (1 + t 3 ) = 0. 

Zkrátíme-li činitelem (u — t)2, jenž nám káže, že dvě 
tečny z bodu P se sjednocují s tečnou téhož bodu, obdržíme 

u2t= — 1. (4) 

Kořeny wnw2 této rovnice jsou parametry bodů dotyčných 
tečen vedených z bodu P = t na list Descartesův (nepočítaje 
v to tangentu v bodě č, již jsme dělením s (u — t)2 vyloučili; 
tyto kořeny vyhovují relacím: 

wi + u2 = 0, W^a = —. (5) 

*) Vychází bezprostředně z předcházející věty. 
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Značí-li £', vf souřadnice bodu «*12, je vzhledem ku rov­
nicím (3) 

té — 3a y% uh _ 3at 

r , - 3a ^ < _ 3a*» 

jako dříve. 
Opíše-li bod P daný list, opíše uls list symetricky s daným 

listem vzhledem k dvojnému bodu O. 

4. Vyjádříme-li u pomocí t v rovnici (3), obdržíme 

(4*3-f 1) #2-f-I0ř*ay+(ř4+ 40 ir— 6ato — 6aíty-f- 9»2*2 = O- (6) 

Je-li bod V(xy) dán, obdržíme z této rovnice řešením dle t 
parametry tangencialných bodů k dotyčným bodům tečen vychá­
zejících z bodu P; naopak, vytkneme-li si bod t jako bod tan­
genciální, leží všechny body P, jejichž spojnice s t, tudíž Pč se 
listu dotýká v určitém bodě w, na kuželosečce (6). Ta kuželo­
sečka rozpadá se ve dvě přímky, neb diskriminant rovnice kuželo­
sečky identicky se rovná nulle, i to za každou hodnotu t 

Ty dvě přímky jsou tečny tu^ tu2, z bodu t na list vedené. 
Dle Liouvillea je pro každý úběžný bod P součet úseček 

dotyčných bodů tečen, jež bychom z bodu Pw na algebraickou 
křivku vedli, nezávislý na směru tečen.*) U listu Descartesova 
platí pro každý bod P: 

4 4 

£** = o, £y4-=o. (7) 
i i 

Jsou-li &, r\h souřadnice středu křivosti S/t bodu Uh(xh,yh)>> 
Qh poloměr křivosti uhSh bodu wA, a je-li rh úhel, jejž tečna 
téhož bodu činí s positivným směrem osy X, máme: 

*) Viz: Serret — Hohere Algebra (překlad Wertheimův). 1868, díl I , 
pag. 498; neb Liouville 1. t. 



285 

x zz £ — Q sin r 
2/ = n + 9 c o s T > 

tudíž je vzhledem k rovnicím (7) 

4 4 

1 1 

4 4 

J]^* = — 2]p*COSrA. 
i i 

Je-li nyní S^ střed křivosti na (k -f- l ) t ó evolutě dané 
křivky příslušný k bodu uh^ (ak, fa) střed středních vzdáleností 
bodů S**-"1*, * = 1, 3, 3, 4, platí: 

«j = J 2 J Qh srn th 
i 

?! = — j J J ?/» cos rA. 

Je-li bod P úběžný, je rx = r2 = r8 zz v4 zz r, tudíž 

sin t v* 

. c o s r í i 
A = - - — 2 J 9 -

Jest však 

V<2# zz Vcis cos x zz cos r Vds zz 0, 
tím též 

tudíž 
^ z z O , / J 1 = :0 . 

Podobně bychom našli 

«* + 1zzO ft, + 1 =:0 , 

t. j . hodem středních vzdáleností hodů na kterékoli evolutě Des-
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cartesova listu, příslušných dotyčným bodům rovnoběžných tečen 
daného listu, je dvojný bod tohoto listu.*) 

Poznámka o jisté ploše mimosiněrek čtvrtého 
stupně. 

Napsal 

Dr. Ant. Sucharda, 
p r o f e s s o r v i * r a z e . 

1. V rovině E dána ellipsa 2?, ab jest její průměr libo­
volný, cd průměr jemu sdružený, s jest středem ellipsy. V rovině 
E' s rovinou E stejnosměrné jest ellipsa E', a'br její průměr 
libovolný, c'ď průměr jemu sdruženým s' její střed. Body aď 
bbr cc' dď ss' určeny jsou mimosměrky A B C D S. 

Přímkami A B a rovinou E jako útvary řídícími určen 
jest hyperbolický paraboloid 'H, k jehož površkám náleží přímky 
db a'b\ Půlící body úseků površek mezi přímkami A B obsa­
žených vyplňují přímku hyperbolickému paraboloidu náležitou. 
Poněvadž k těmto bodům náleží středy s s' ellips E E\ jest 
touto přímkou jejich spojnice S. Přímky C D určují s rovinou 
E jako útvary řídicí hyperbolický paraboloid 2H, jemuž přímky 
cd c'ď náleží jako površky druhé soustavy. Také zde půlící 
body příslušných úseků všech površek s rovinou E stejnosměrných 
vytvořují přímku, površku to druhé soustavy; poněvadž dvěma 
půlícími body i zde jsou středy s s', jest touto přímkou zase 
přímka S těmi body určená. I jest patrno, že rovinami osnovy 
E protínají se přímky A B C D pokaždé ve čtyřech bodech, 
z nichž první dva určují jeden, druhé dva druhý z úseků, jež 
v bodě s vzájemně se protínají a půlí. Lze tedy míti každé ta­
kové čtyři body za konce dvou sdružených průměrů jediné el­
lipsy. Takto nabudeme nekonečně mnoha ellips v rovinách osnovy 
E, jejichž středů geometrickým místem jest přímka S. Geo-

*) Viz: K. Zahradník: Vlastitost skupina sticišta na Descartesoru listu. 
Rad jugosl. akademije. Knjiga CIV. pg. 115. 
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