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Mengerova teorie dimensi.
» ’ Napsal Vojtéch Jarnik. ,
(Referat predneseny na schiizi JCMF dne 28. tnora 1929.)

I. Predstava rozméru ¢&ili dimense nale#i k zakladnim pied-
stavam, které spojujeme s prostorovymi ttvary. KaZdy je hotov
Fici, e bod je nuldimensionalni, p¥{mka, Gsetka, kruZnice jedno-
dimensionalni, &tverec (obvod i vnitfek) dvojdimensionaln{, krychle
trojdimensionélni. Existuji oviem mnozstvi bodové, u kterych tato
naivni pfedstava selhdvd: uvaZujme na pi. na ose ¢iselné mnoZstvi
viech raciondlnich ¢&isel, t. j. mnoZstvi viech bodd s racionalnf
soufadnici; nase naivni pfedstava ndém nedavéd Zadné odpovédi na-
otazku, jakou dimensi mdme tomuto mnoZstvi pfifknouti.

- Cilem teorie dimensf pak jest nahraditi pi"edstavd ‘dimense -
pojmem, t. j. definovati dimensi. Tato definice ma.pak spliiovati
tyto podminky: o : o -

1. Kazdému mnoZstvi bodovému!) jest pfifazeno touto defi-
nici urtité celé é&fslo jakoito dimense tohoto mnoistvi. '

2, Jest mo¥no vybudovati na tomto pojmu jednotnou a ob-
saznou teorii. ' .

1) Pro dal$f poznamendvém: Vyjma v § XII rozumim pod mno¥stvim - -
bodovym vZdy ndjaké mnoZstvi bodl z t. zv. ,,m-rozm&rného cartézského
prostoru‘* Rm. PFi tom Bm (m = 1) jest mno¥stvi viech systémb [z;, 7g, ...

“eeoy Zm], kde ‘@, x4, ., ., zm probihaj{ nezévisle na.sobd viechna redlnd -
(konetna) éfsla. Limita posloupnosti bodové a vzdalenost dvou bodit definuji.
se obvyklym zptisobem. MnoZstvi bodové nazyvam uzavienym, obsahuje-li -
vBechny své body. zhusténi; mnoZstvi bodové M, jehoZ komplementdrnf .
mno¥stvi (t. j. mno¥stvi viech bodd z R, je? nepat¥{ k M) je uzavFens,”
. nazyvam otevienym. Oteviené mnoZstvi M lze charakterisovati také touto
vlastnosti: leZ{-li bod p v mno¥stvi: M, existuje kladné ¥islo e (z&vislé na p) -
takové, Ze viechny bady z Bm, jeZ jsou od p vzdileny o mén& ne? &, le¥f v M. -
Hranici otevfeného mmo¥stvi M. nazyvém mmo¥stvi viech bodd  zhu¥téni & -~
mnoZstvi M, jef neleXf v.M. Okolirix bodu p nazyvéime libovolné. otevFens.
mno#stvi, jeZ obsahuje bod p. Soudtem mnoistvi M,, M,,. ., (v kohefném
nebo. nekoneném ‘po¥tu) nazgvém mnostvi viech bodd, jek le¥i aspoi
v jednom =z mnolstvi M;; M,, .. (znatka  M; 4 M, + .. .); prifezem
‘mno¥stvi-Mj, M, . ... nazgvam mnoZstvi viéch bodd, které jsou spoletné
- viem muo¥stvim M, M,; ... (znadka MM, . J ¢ 20 "o ST
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3. V jednoduchych p¥ipadech jest tato definice ve shodé s nasf
naivni predstavou (nepidli bychom si na pi. definice, podle které
by pfimka byla dvojdimensionaln{).

Teorie dimensf v tomto smyslu jest dilem n&kolika poslednich
let; vybudovali ji soudasné a nezavisle na sobé K. Menger
a Urysohn; prvni jejich pojedndni v tomto sméru pochéizejf
z 1. 1922, Mezi jejich pfedchtdeci jest jmenovati zvlasté Brouwera.
V tomto &lanku ptidriim se teorie Mengerovy, hlavné jeho knihy
Dimensionstheorie (B. G. Teubner, 1928).2) Ostatné definice
Urysohnova je s definicfi Mengerovou ekvivalentni.

s‘p‘ “p,

Py

Obr. 1.—3.

11, Jak tedy definovati dimensi? K tomu cili provedme né-
sledujicf ndzornou, oviem nepfesnou Gvahu, jez ndm ukazuje,
jakym asi zpiisobem mifeme pii definici dimense postupovati.

-~ %) Cetba této Mengerovy knihy nevyZaduje specielnich znalostis
postupuje se v nf velmi pfehlednd a obsirn8. Autor uvad{ Stend¥e také velmi
asnd do myslenkovych pochodi, jef k teorii dimensf & k jejfin jednotlivym
gésoemvedly; Také literarni a historické idaje jsou velmi podrobné a velmi
-vhodnd viloubeny do celkové koneepce knihy. Vadi pouze ndkolik nedopa-
: ?‘e%iu(nékteré bohuZel i na mistech dosti obtifnych), jeZ zbytedn& stdtujf
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Uvazu]me v roviné ]ednak mnozstvi M, (obr. 1), sloZené z koneé-'
ného potétu (na obrazci ze &tyf) bodl p,, p,, 5, py; jednak mnoZ-
stvi M, (obr. 2), sloZené ze viech vnitfnich bodd néjaké Gsetky;
jednak mnozstvi M, (obr. 3), slozené ze v¥ech bodi uvnitt dtverce.’
Kazdy je hotov Fici, Ze mnoZstvi M, je nuldimensiondlnf, M, ]edno-, -
- dimensiondlni, M, dvo;dlmenmonahli

Viimnéme. si jedné vlastnosti t&ch t¥ mnoZstvi Mo, Ml, J![2
Zvolme libovolny bod z M,, tteba p,, a sestrojme dosti malé
okolf toho bodu (na obr. 1 je to érafovany vnitfek kiivky C’)
Je vid&t, %e hranice C tohoto okoli nem4 spolednych bodd s mnoz-
stvim M.,, t. j. prufez MC je t. zv. mnoZstvi prézdné. MnoZstvi
prézdné budeme ex deﬁmtlone nazyvatl (— 1)- dunensxonalmm ‘

Zvolme za druhé libovolny bod p z mno¥stvi M, a sestrojme
dosti malé okoli tohoto bodu (na obr. 2 je to rafovany vnitiek
kiivky C). Prufez hranice € tohoto okolf s mmnoZstvim M, neni
mnozstvi prazdné, je to vSak (v naSem jednoduchém pripadd)
mno?stvi, slofené pravé ze dvou bodd a,b, tedy mnozstw, jei' ’
-bychom byh ochotni prohlasiti za nuldimensionéln.

Zvolme konedné za tfeti libovolny bod p z M, a sestrojme .

dosti malé okolf tohoto bodu (na obr. 3 je to ¥rafovany vnitfek
kiivky C); hranice C tohoto okoli leZi celda v M,; prifez M,C ]e
tedy v tomto jednoduchém piipad® kfivka C, t. j. mnozstw, jeZ
jsme hotovi prohlésiti za ]ednodlmensmnalni

Méme zde tedy tyto vztahy:

M, je O- dimensionalni, M, C je (— 1)- d1mens1ona1ni
M, ]e 1-dimensionélni, M,C je 0- dimensiondlni. -
.M, j 2-dimensiondlnf, M,C je 1-dimensionilnf.

Tato uvaha je oviem zcela nepfesns — uz z toho duvodu,,

%e se v nf mluvi o dimensi dffve, ne jsme ji definovali — ukazuge
nam vsak cestu, jak je mo#no dlmenm definovati. . .

- Difve, neZ k této definici pFistoupime, - vémméme §i- ]eété o
nésleduliciho Piedstavme si tfeba dfevénou kouli K; k této kouli
budiz pedél ngjaké kiivky piipojena plechova deska, D a v néjakém -

~ bods busz k té kouli ptipevnén jekts drét 8. Mnozstvi, slofené ze -
- vSech bod& mnoZstvi: K, D a-8 (tedy mnoistvi K + D8,
bychom rozhodnd prohlésﬂx za, 3-dimensionéln{; ale vélmh bychom .- "
8i zajisté, Ze se toto mnostvi nechovs viude ste;né ‘pouze v bodech - .
koule K se chové jako-3-dimensiondlni, v bodech- desky D-jako
. '2:dimensionéln{, v bodech dritu § jako 1 -dimensiondln{, ude tedy .

. asi vhodno, vedle definice pro._,,dimensi mnoistvi M zavésti jestd - -

definici pro ;,dimensi mnoistvi M v bodé p“, A% budeme. mfti:

. definovénu" dimensi mnoistvi My bodé p, za.vedeme i dlmenm
' ,»mnoistvi M touto definicf: " ,
LT LTUA “Mno%stvi M nazveme ndzmermomlni'
M je v,kaéde’m avém bodé’ neyvy&'e n-dime,
m e m»bodé: pmvé' n-dimensioml i
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II1. Pmstupme nyni k definici ,,dlmense mnozstvi M v bodé p*‘.
Budiz R,, t. zv. ,,m-rozmérny cartézsky prostor* (viz pozndmku 1)
pod ¢arou; Ze je tento.prostor skutedn& m-dimensionalnf ve smyslu
nasledu]ici definice, uvidime v § X); budiZz M mnozstvi bodové,
~slozené z bodu prostoru R,,; budiz p libovolny bod z mnozstvi M.
Definujeme (v souhlase s Gvahou v § II):

- B. Mnozstvt M jest v bodé p nejvyse n-dimensionalni

(n celé, n > 0), jestlize existuji libovolné mald okoli bodu p,

jejichz hranice maji s mnoZstvim M privez nejoySe (n — 1)-di-

mensiondlni.?)

C. Jestlize jest M v bodé p nejvyle m-dimensiondlni, ale
nikoliv nejvySe (n — 1)-dimensiondlni (t. j. jestliZe n jest nej-
* mendf éislo, odpovidajici definici (B)), Fikdme, Ze mnoZstvi M

je n-dimensionaln{ v bod¢ p.

K tomu jesté dodatek:

D. MnoZstvi prdazdné a jen toto mnoZstvi nazyvdm (—1)-di-

mensiondlnim. .

Pomoci (D) jest tedy definovano mnoistvi (— 1)-dimen-
- sionalni; pomoci (B) a (C) jest pak definovano, co znamena ,,mnoz-
stvi O-dimensiondlni v bodé p‘‘; pomoci (A) je pak definovan
pojem »mnozstvi 0-dimensionalni‘‘; pomoci (B) a (C) je pak defi-
novan pojem ,mnozstvi 1- dimensiondlni v bodé p‘‘, pomoci (A)
pak ‘pojem ,;mnoZstvi 1-dimensiondlni‘ atd. Jezto, jak snadno se
dokaze, je kazdé mnozstvi bodove v R, nejvyse m—dimensioné,lm',
jest definicemi (A (A), (B), (C), (D) kaidemu mnozstvi v R, ptifazeno
urdité celé &fslo (ne]mené — 1 nejvyse m) jakoito Jeho dimense.

RovnéZz snadno se dokaze, ze dimense &asti neni vétsi nez
dimense celku. ,

IV. Diskutujme jako piklad prostor R, t. j. mnoZstvi viech
‘bodt na ose redlnych &isel. Uvazujme n&jaké mnozstvi M, slozens
z bodu prostoru R, (M necht neni mnoZstvi prézdné). Jsou pak
mozny dva pifpady:

. 1. MnoZstvi M mneobsahuje %ddného intervalu ma ose éiselné.
Potom, je-li p libovolny bod z M, existuji v libovolné blizkosti
bodu p dva body 7, 3, z nichZ zadny nepatii k mnoZstvi M a pro
které plati r < p < s. Otevieny interval (r, s), libovolné maly,
jest okolim bodu p; jeho hranice tvoi pravé body r, s; tedy jest
prifez této hranice s mnoistvim M prizdny é&ili (— 1)-dimen-
sionaln{; tedy podle (B) a (C) je mnoZstvi M v bod& p nuldimen-
sionélni. Podle (A) jest tedy mnoistvi M nuldimensiondlni.4)

2. Mnozstek M obsahuje vdechny body néjakého uzavieného

intervalu - intervalu < a, b >.

") Ts 3 jestliZe ke ke¥dému ¢ > 0 lze naléati okoli bodu Py )ehoi
viechny bo rgrysou od p vzdileny 6 méné& ne¥ ¢ a joho¥ hra.mce mé 8 mno¥ -
ez nejvyse (n — 1) - dimensionélni.

. : ‘)boé)ecxehxé je tedy kazdé bodové mnoistvi na Rl, slo%ené z koneéného
- poétu 0 dxmens}onélni _ »
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Predevsim jest M nejvySe 1-dimensiondlni: nebot ke kazdému
bodu p mnozZstvi M existuji libovolné malé oteviené intervaly
{c,d), kde ¢ < p < d; hranice intervalu (c,d) je pravé dvojice
bodi ¢, d; jeji prifez s mnoistvim M skladé se tedy nejvyse ze
dvou bodi a je tedy (podle pozndmky %) pod darou) nejvyse 0-di-
mensionalni.

Za druhé budiz p néjaky vnitini bod intervalu <a, b >;
kazdé okoli P tohoto bodu, jez leii celé v otevieném intervalu
{a,b) (t. j. kazdé ,,dostl malé* okoli bodu p), mé viechny body
své hranice v uzavieném intervalu < a, b >.-Mimo to obsahuje
hranice C mnoZstvi P aspoii jeden bod; na pf. t. zv. dolni hranice
mnozstvi P patfi k C. Priafez CM neni tedy prazdny: neex1stu]i
tedy libovolné mald okoli bodu p, jejichZ hranice by méla s mnoz-
stvim M pritez prazdny &ili (— 1)-dimensionalni; t. j. mnoZstvi M
jest v bod& p nejméné 1-dimensiondlni.

Tedy jest v pripadé 2. mnoZstvi M jednodimensiondlni.

Dimense mnozstvi bodovych na R, tedy Gplné ovlidame.
Vlastni (a to velmi znatné a podstatné) obtiZe teorie dimensi
v prostorech R,, vystupuji teprve pro m = 2. s

V. Na definici dimense jest mozno vybudovati rozsdhlou teorii;
naznaéim aspon struéné (leckde ]en na specialnich prlpa,dech)
hlavni sméry této teorie a jeji vysledky. Pfedeviim nés nale
pivodni naivni predstava vede pru'ozené k otdzce: jest soudet
konedného podtu n-dimensiondlnich mnoZstvi opét n-dimensio-
nalni? Odpovéd poddvé tato véta:

Jestlite M, M,,. .. jest koneiné nebo spodetné mnozstm bodovych
mnolstvt prostoru R, a jestliZe vSechna mnoistvi M,, M,,.. 7sou
uzaviend a nejvyse n-d@menswnalné potom 1 soucet M  + M, +
jest nejuySe n-dimensiondlni.

Otézka je tedy zodpovédéna kladné, pokud ]de o mnozstvi
uzaviend. Véta plati ostatné téz tehdy, jsou-li nékters (nebo
viechna) z mnozstvi M;, M,, ... oteviend a ostatni uzaviena.
Pro zcela libovolnd mnozstvi M, M,, ... v8ak tato véta neplati,
jak je patrno z tohoto pikladu: mnoZstvi v8ech raciondlnich
&fsel i mnoZstvi viech iraciondlnich &isel jsou podle § IV, 1. dvé
mnozstvi nuldimensionalni, jejich soudet jest vBak R, t. j. (podle
§ IV, 2.) mnoistvi ]ednodlmensxonalni Tento pifklad ]est specwl—
nim pripa,dem nésledujici véty: v

KaZdé n-dimensiondIni mnoZstvi lze vyjddrity 7ako wuéet mnaf- T
stvt nuldimensiondlnich v podtu n + 1. o . ,
"~ A té% naopak plati: :

Soudet (n + 1) mnoZstvi O-dzmenswnalmch je neyvyé'e n- dzmen— .
siondlni.

- VI. K dal¥f otézce vede nis mnostvi, uvazované na konm §II: -
mnolstvi, slofené z bodt koule K, desky D a dratu 8. Co se stane,

kdyZ vynecham ty body, jez ]akm porusuji trqumenmélnost toho '
24‘ LSRN
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mnoZstvf (,,trojdimensiondlnost pouze ve smyslu nad naivni pied-
stavy; %e je mnoistvi K + D + S 3-dimensiondln{ ve smyslu nad{
definice, pozndme v § X), t. j. kdyZ odstranfm desku D a drat St
Obecné formulovano: Budiz M mnoZstvi n-dimensionalni; M* budiz
mnoZstvi onéch bodt z M, v nichZ je M pravé n- -dimensionaln
(M » vznikne tedy z M odstranénim ondch bodi, v nichz mé M nizst
Cimensi ne# n). Jak vypads Mr? Plat{ véta:

Je-li M mnoZkstvt n-dimensiondlni a uzaviené nebo oteviené, jest
mnoistei M* také n-dimensiondlni a to v kazdém svém bodé prdvé
n-dimensiondlnt.

Tato véta odpovidéd plng tomu, co z nazoru odekivime. Pro
docela obecna mnoZstvi viak neplati: existuji na pf. 1-dimen-
siondlnf mnozstvi M, pro kterd mnoZstvi M! je nuldimensiondln{.

HEEEN
HEEEEN

HEERE
RN
LTI

e

Obr. 4. a 5. -

Obecné plati Je-li M mnoZstvl n-dimensiondlnt, 7e Mn bud n-dtmen-
szqnalni nebo (n — 1)-dimensiondlni.

VII. Libovolnou tsetku ab (koncové body v to _potitaje) lze
rozdéliti na konefny podet libovolné malych asedek ap,, pipy, - -y
Pe—s Pr, Db (ObI. 4) tak, %e dvé sousedn{ Gsetky maji pravé jeden
koncovy bod spoleény, kterékohv tii z tdchto tsedek maji prifez
prézdiny. Obdobné je mozno (obr. 5) rozdéliti dtverec na konedny

~ podet libovolnd malych obdélnfki tak, Ze prifez hbovoln})lrch Syt
z téchto obdélniki je mnoZstvi prézdné. Tato jednoduché fakte
_jsou opét zvldstnim pipadem obecné véty:
© - Ka#dé uzaviené ohraniéené n-dimensiondint mnoistvi M lze VY-
jddrits jako souet komeiného poltw libovolnd malych uzavienych
 mnoistvi My, My, ..., My tak, % libovolnd n + 2 z téchto mnoistvt
ma;i prifez pmzdny
Plat{ 6% naopak:

« . Leeli uzaviend ohmméem‘ mnoZstvt M vyyadnta 7alco soudet
> lonecm’lw poétu hbovolné’ malych uzavrenych mnoZstvi tak, Ze hbo- :




volnd n 4 2 z nich mu;é prazdny prifez, je M neyvyé'e n-dzmen- :
siondlnt. . - -
Ob& tyto véty plati nejen pro uzaviens ohraméené mno- ‘
stvi M, nybrZ pro zcela libovolna n-dimensionédlni mnoZstvi; pouze.
je t¥eba - vhodné pozméniti smysl slov. ,,libovoln& m&lé, uzavl'ena
mnozst :
VIIL. POJem dimense mi vztah ]eété k jinému pojmu, fizce
souvisejicimu s ndzorem, k pojmu souvislosts (Zusammenhang)
Rikéme, %e tsetka je souvisld, étverec je souvisly, mezikruif je
souvislé, krychle je souvisld; naopak mnoistvi, sloené ze dvou
tsetek, ]ei nemaji spoleénych (ani koncovych) bodd, neni sou-
vislé; mnozstvi sloZené ze vSech bodu &tverce a z ]ednoho bodu
vné toho Stverce, neni také souvislé. Vidime viak, Ze tyto ,sou-
vislosti“ jsou rizného druhu: Gsedku mohu udiniti nesouvislon tim,
Ze ji preStipnu v jediném bodg; chei-li tveree udiniti fesouvislym, -
musim - jej (zhruba feteno) rozst¥ihnouti podle ngjaké k¥ivky;
krychh musfm rozseknouti podle n&jaké plochy atd. Rikdme proto,
Ze Gsedka je souvisld v 1. stupni, &tverec v 2. stupni, krychle
v 3. stupni atd. Presne definice tohoto pojmu. zde nepoddvém:
A tato ,,souvislost” je pro uzaviené a oteviens mnostvi (ne viak -
pro libovolnd mnoistvi) v tzkém vztahu k dimensi; plati totiz: -

Ka#dé n-dimensiondin uzaviené nebo oteviené mnoZstvi obsahuje .
Edsteéné mnoéstm uzaviené a ohranitend, souvislé v n-tém’ stupni;
“neobsaku;e viak Edsteiného mnoistvt, souvislého v (n + 1)-vém stupni.

IX. Jak se chova-dimense vidi spoptym zobmzenim2 Zde _'
plati zcela ve shodé s nazorem, véta: e

Zobrazim-Ii mno¥stvi M vadjemné 7ednoznacné’ a vzayemné' spo- '
Jité na 7me' mnoéstvi M ! ge dzmense mno3stvi M’ _rovna dcmensz' ,
mmnoZstvi M. S

Pro zobrazent, ]ei jsou ]ednoznaéna a spopté mkohv véak vzd- .
jemné. ]ednoznaéna a spojita, podobnd véta nepla.ti piklady: 1- di- -
mensionaln{ tsetku lze zobraziti jednozna&né a spopté na nuldimen- *",
- siondlni bod; I-dimensionalnf Gisetku lze zobraziti (pomoef t.. zv. e
o Peanovy khvky) jednoznadné a spopté na Stvereo, ]eni
- § X je dvojdimensionalni. . AR
X Otazka, zda pro jednoduche phpa,dy ]e nae deﬁmce ve
shods s nézorem, zv14td zda prostor R, je skuteins m-dxmemf- :
. 'slonélni ‘je-zodpovédéna kladnd témito. vétaml 8

- Prosior. R, je m-dzmenswnalm - T

- Ka#dé mnoZstvi bodové v prostoru’ Rm, 7e£ obsahu;e .sebemenﬁ -
~icoulz,‘) je m-dimensiondini, ostatni mnoéstvi v, ,,. 9sau negv_zj&'c v
S m— 1)-dzmenstonalni i
= “Ve spojenis § V.a § IX. zapétu]i tyt.o véty, ie v ]ednoduch)’rc _
' .pi"ipadech (ﬁseéka, étverec, krychle, ]epch vzé]emné jednoznatn

) Pod Koulf v “Bm o poloméru - rozumim mnoistvi veech‘ bo:
- Jei maJi od pevného bodu vzdélenost _S_ P




a vzdjemn& spojité obrazy, soudty koneéného poétu t;ako‘vych
mnoZstvi a pod.) je nade definice ve shodé s nazorem.
XI.-Mé&me nyni na p¥. 2-dimensiondlnf mnoZstvi M v pro—
storu R, Vznik4d otdzka, neni-li moZno zobraziti M vzijemné
jednoznaéné a vzéjemné spojité na mnoZstvi néjakeho prostoru R,
kde m < 7; to je skute®nd moZno pro m = 5. Obecné:
, Kaidé n-dimensiondini mnoZstvi M lze vza]emné' jednoznainé
a vzdjemné spojité zobmzztz na néjaké mnoZstvi M', leZici v pro-
-~ storu Ropiq.
~ XII Dosud jsme se zabyvali teorii dmlensi pouze pro mno#stvi,
. le#icif v prostoru R,,. Teorii dimensi lze viak zaloziti obecnéjl’
- Mame-li mnoZstv{ néja,k)’rch prvki R, v némi je jistym vhodnym
' zpﬁsobem definovin pojem limity, je moZno v takovém ,,pro-
storu”* R definovati -— podobné jako v poznimce 1) pod darou —
mnozstv{ uzaviend, oteviena, hranice mno#stvi oteyrenych, okolf
~ a aplikovati potom beze zmény definici dimense (A), (B), (C), (D).
- Cela tato zobecnéné teorie dimensi probihé obdobné jako teorie
dimensi v R, vyloZzend v §§ V—IX. Mohou oviem nyni existovati
-mnozZstvi, kterym neni definici ptifazeno Zadné celé &islo jakoito
jejich: dimense; o takovych mnoZstvich ¥{kdme, Ze maji dimensi
rovnou nekoneénu. Zdanlivé je tato teorie podstatné obecnéjsi,
nez teorie dimensi v R,. Ve skutelnosti tomu vSak tak neni,
aspoii pro mnoistvi, jez maji konetnou dimensi. Plati totiz:
, Ka#dé n-dzmenswnalm mnoistvi M (n koneiné) da se wvzd-
. jemné jednoznaéné a vzdjemné spojité zobraziti ma mmnoZstvi M”
. néjakého prostoru R, (jezto podle § IX je také M’ n- d1mensxonalni
1ze podle § XI vohtl dokonce m = 2n + l)
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