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Piispévek ku ellipticko-hyperbolickému svazkli
kuzelosecel.

Napsal Dr. Vaclav Simandl, assistent ¢eské techniky v Brné.

V nisledujicim ukdZeme pomoci uréitého kuzZele stupnd
druhého, Ze v ellipticko-hyperbolickém svazku kuZelosetek pomé&r
délek os ellipsy ve svazku nejvice se bliZicf kruZnici rovnd se
poméru délek os hyperboly, na niz lezi stiedy kuZelosetek svazku.
Zgroven ukdZeme, Ze v daném svazku lezi dv& ellipsy, které
maji dany pomér os, a ukdZeme jejich konstrukci pomoci onoho
kuZele stupné druhého. KuzZel, jejz zde upotiebime, jest, jak
uvidime, Fidicim kuZelem plochy, na které lezi osy rotatnich
vdled prolozenych ellipsami svazku.

I.

Pomér délek os ellipsy jest charakterisovdn dhlem os obou
rotalnich vdled danou ellipsou proloZenych. Osy ty obdrZime,
vedeme-li asymptotami e,, e, dané ellipsy roviny minimdlni.
Asymptotou e, prochdzejteZ minimdlni roviny ¢,, &, a asymptotou
¢, minimdlni roviny g, &,. Z téchto &tyf minimélnich rovin
jsou vzdy dva pdry konjugované. Budte to pary ge, a &' ¢&,.
I mdme redlné priselnice o = (&) a o = (¢'y¢’,) a to jsou
osy rotanich vélei ellipsou prolozenych. Jsou totiZ ib&Zné body
0,, 0, téchto os stfedy nullovych kruznic prochdzejicich ib&z-
nymi body asymptot. A takové nullové kruznice maji rotatni
vilce danou ellipsou proloZené vytinati z roviny nekoneind
vzdédlené.

Mysleme si né&jakym bodem O v roviné svazku vedeny
rovnobézky s asymptotami viech kuZeloselek svazku. Ty budou
tvofiti patrné involuci a samodruZnymi paprsky budou rovno-
bézky s asymptotami hyperboly stfedG: Proklddejme nyni pary
této involuce roviny minimdlni a hledejme geometrické misto os
0, o', coz bude jisty kuZel, zdivisly pouze na \hlu asymptot «,,
ay hyperboly stfedd. Patrno, Ze kuZel ten jest téz fidicim ku-
Zelem plochy, na které lezi osy rotatnich valed proloZenjch
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ellipsami svazku. Polozme vrchol jeho do potstku O systému
goufadného a bud O ziroveri stfedem hyperboly stfedd a osy
této hyperboly splyvejteZ s osami soufadnymi z, y. Budte dile
délky poloos hlavni o a vedlej§i imagindrni b.

Jest potom analytické vyjddieni libovolného pédru involuce.
paprskové, jejimiz samodruinymi elementy jsou asymptoty hy-
perboly stfedd ndsledujici:

y = mz, y=nz,

kde

Pro rovnobézky s asymptotami ellips ve svazku jsou pa-
trng m, » hodnoty konjugované imagindrni. Rovnice rovin mi-
nimdlnich timto pdrem vedenych jsou:
(mz — y)? 4+ (m*+ 1) 22 =0
(nx — )4+ (n? + 1) 22 =0.
Eliminujeme-li z téchto rovnic m, » za supposice
bﬂ
m N : "d?y
dostaneme jiZ rovnici hledaného kuzele.
Pi§me ty rovnice ve tvaru:

m(x”+z’)—2xy—|—y + 2 =0,

2
5 (@ + #%) — 21y +i_;"—z=0.
Odettenim vychazi~
y* +2“+(z’+z“) 1—0
t E Tn
 Cili vzhledem ku supposici o m, n
b (a* + ) = a® (v + 27,
coZ jest jiz rovnice kuZele fidicfho. Vidime, Ze v pifpadé a=1b
kuzel ten degeneruje ve dvé kolmé roviny.

~Z rovnice té vyplyv4 jiz konstrukce kuzele. K sestro_]eni
stadf sestrojiti dva hlavni redlné osové fezy. Osovy fez v roviné
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#=0 jiz mime, jsou to asymptoty hyperboly stiedd. Die toho,
je-li b = a, sestrojujeme druhy fez s rovinou =0 nebo
y = 0, Predpoklddejme ptipad prvy. Tu m4me
' z a :
7= vb—,z:——ufl = t.q ¢,
je-li 2y thel tohoto osového Fezu.
- MiZeme téz pséti:
a
\ b
1 ]zg dle toho snadno ob& povrchové pfimky osového fezu
z = 0 sestrojiti a tim jest jiz kuZel fidici sestrojen. Oznatime-li
si men§i dhel, ktery sviraji asymptoty 2¢, tu za hofeni suppo-
sice b > a, jest

sin P =

a
tgq)—_-T,

a slovy vyjddieno:

Sinus a.tangenta polomcmch whli, jes sviraji povrchové
primky v obou redlnijch osovych Tezech kuZele #idiciho,se sobé
rovnaji.

Rez rovinou =0 vytiné nim z kuZele Fidictho dvé
piimky, jeZ uddvaji patrné sméry os rotaénich valed proloZenych
ellipsou, jez se nejvice blizi kruznici. Jezto pak sin v udédvd
pomé&r délek jejich os a jelikoZ jest to zdroveni pomé&r délek os

hyperboly stfedid (sin P =-‘Z—), miZeme vysloviti vétu:

Pomeér délek: os ellipsy ve svazku kuZeloseéek mejvice se
bliziei kruZnici rovnd se poméru délek os hyperboly stredi.

Véta ta obsahuje co specielni ptipad vétu zndmou, Ze ob-
sahuje-li svazek kuZelosetek kruznici, jest geometrické misto
stfedd kuzeloselek rovnostrannd hyperbola.

Ziroveii vidime, Ze osy ellipsy mejvice se blizici kruénici
Jsou rovnobéiny s osami hyperboly stiedd. A dile vzhledem ku
kuZzeli nafemu miZeme vysloviti véty:

V daném svazku existuji dvé ellipsy majici dany pomer
délek os neboli danow mumerickou vystrednost.

Tato numerickd vystfednost musf byti oviem v&tsf neZ
numerickd vystfednost ellipsy nejvice se blizfci kruznici. Hlavni
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palk osy ellips ve svazku majicich tutés numerickou vystfednost
sviraji s hlavni osou hyperboly stFedi tytés 1hly sméru opaéného.

DluZno poznamenati, Ze Steiner odvodil vétu, Ze ellipsa ve
svazku kuZeloselek nejvice se blizici kruznici md stejné sdruzené
priméry rovnob&Zné s asymptotami hyperboly stfedd.*) Véta
ta shoduje se s vétou, kterou jsme zde téz odvodili.

1L

Jest sestrojiti v daném ellipticko-hyperbolickém svazku
kuzelosetek ellipsy majici danou numerickou vystiednost nebo
dany pomé&r délek os. Tento pomé&r jest vyjddien tangentou urti-
tého thlu «. Jest ndm tedy vyhledati na ¥{dicim kuZeli piimky,
které sviraji s primétnou ivhel «. Pravodhlé priméty téchto
ptimek na rovinu svazku uddvaji jiz sméry hlavnich os hle-
danych ellips.

Asymptoty hyperboly stfedd a,, a, poloZme do piddorysny
tak, aby s osou « (viz obr.) sviraly stejné thly. Do priisetiku ()
t&chto asymptot polozme vrchol kuzele Fdiciho a sestrojme jeho
prisek e s nirysnou, jehoz jen hofeni polovici budeme rysovati.
Velkou osu ellipsy e omezime dle v&ty diive dokdzané. o dhlech
hlavnich osovjch Fezii. Jeden osovy fez mdme, jsou to asymptoty
a,, a,, jednd se o sestrojeni druhého. Ten sestrojime ve sklo-
peni. S bodu O spustime kolmici na osu 2. Ta ndm ji protne
v bod® K. Sestrojme nad OK polokruznici. Tuto polokruznici
protne kruznice bodem 4 prochdzejici a majici za stted bod K
v bodé L. Spojnice OL protne osu = v bodé M. Usetka KM
jest jiz velkou poloosou ellipsy e, nebof z konstrukce patrno,
7o tg <t KOA = sin <. KOM.

' Abychom nalezli pfimky svirajici s p@dorysnou thel «, se-
strojime si rotalnf kuzel téchto piimek a hleddme jeho prisek
s kuzelem #idicim. Nérys tohoto kuzele tvofi pifmky /, m. Uzijme
libovolné roviny ¢ rovnobéiné s prvni primétnou. V nafem
obrazei vedli jsme ji priseliky 7, m s ellipsou e. Ta ndm pro-
tind kuZel rotalni v kruZnici, jejiz prvni primét % odvodime
z ndrysu. KuZel f{dfci protind v hyperbole, jejiz prvni obraz A

*) Jacob Steiners Gesammelte Werke 1. (pag. 123.).
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snadno odvodime. Asymptoty md tato hyperbola spoletné s hy-
perbolou stieddi. Sestrojeni &tyF prusetiki dvou souosych ku-
zelosetek % a 7 jest tloha kvadratickd a lze je pfesné sestrojiti
zndmym zpisobem. Dva a dva lezi vidy na téze ptimce prochd-
zejici stfedem a pifmky tyto p, ¢ uddvaji jiZ sméry os obou
hledanych ellips. "

I méme 1lohu sestrojiti kuzelosetku danou 4 body a smérem
osy. Sméry ¢s a sméry asymptot a,, a, tvofi dva péry involuce
elliptické, jejiz samodruzné paprsky ném uddvaji imagindrni body
ellipsy v nekonetnu. I lze zndmjm zpisobem, kdy kuZelosetka
déna. 3 redlnymi a parem konmjugovand imagiudrnych bodd, tuto
sestrojiti.
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